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NOlIVELIiN  4N>'ALI':$cri 

MATHÉMATIQUES. 


SDB  Li  DÉTERlIlINATiOK  DES  FOYERS  DES  COMIQUES; 

Par  m.  Ernest  CESÀRO. 


Il  j  a  quelque  chose  d'hvbride,  à  mou  avis,  dans  les 
calculs  que  Tou  fait  liahîlueliuiiient  pour  délermîuer  les 
foyers  d'une  conique.  C'est  que  la  conception  A\x  foyer, 
telle  qu'on  la  doit  à  Plûcker,  est  essentiellement  fondée 
sur  l'imaginaire  ^ — i,  et  que  tout  effort  pour  l'expliquer 
dans  le  domaine  restreint  des  nombres  réels  doit* 
nécessairement  se  résoudre  en  calculs  dénués  de  symé- 
trie et  dVlégance.  Aussi  les  simplifications  apportées  à 
la  reclierclie  des  foyers  (  *  )  reposent-elles  sur  l'introduc- 
tion du  symbole  \J —  i  dans  un  champ  dont  il  n'aurait 
jamais  du  être  banni.  Pour  aller  plus  loin  il  suffit  de 
se  placer  dès  le  commencement  dans  le  domaine  des 
nombres  complexes,  en  représentant  un  point  /<?<?/ quel- 
conque par  son  aftixe  a:,  auquel  on  adjoint  le  nombre 
conjugué  x>  Une  conique  est  alors  représentée  par  une 
équation  quadratique,  telle  que 

(i)  ax^-^-hx'^-^- c-\-ifx -\-igx ->(■  ihxx  =^0^ 


(*)   Voir,  par  exemple,  une  Note  de  M.  K.  Goursat  dans  ce  Journal 
(1887,  p.  465). 

Ann.  de  Mathëmat.,  4'  série,  l.  I.  (Janvier  1901.)  i 
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(  '-  ) 

où  l'on  doit  supposer 

(2)  A  =  a,         c  =  c,         >ç'=7,         h  =  h, 

lorsque  la  courbe  est  réelle.  Le  cercle  est  caractérise  par 
la  condition  a=^o  (et,  par  suite,  A  =  o);  rhy|>erboIe 
équilatère  par  /t  =  o;  une  ellipse  quelconque,  la  para- 
bole, une  hyperbole  cjuelcOiique  par 

|a|<|/*|,         \a\^\hU        \a\>\fil 

respectivement.  Par  définition  les  foyers  sont  les  som- 
mets d^un  quadrilatère  circonscrit  dont  les  côtés  con- 
courent aux  points  cycliques.  Deux  côtés  opposés  sont 
représentés  par  deux  équations  de  la  forme  x  =  const., 
les  deux  autres  par  deux  équations  telles  que  a:  =  const. 
Ayant  fixé  la  valeur  de  x  dans  Téquation  (1),  celle-ci 
fournit  deux  valeurs  coïncidentes  pour  x,  sous  la  con- 
dition 

6(aa7*-+- ?.^:p -I- c)  —  (/lar -f-/)*  =  o, 

c'esl-à'dire 

(3)  Car*— 20^-1- A  =  o, 

en  représentant  par  A,  R,  . .  .  ^  les  mineurs  complémen- 
taires de  a,  If.  .  .  .,  dans  le  discriminant  de  la  conique 

a  h  f- 
h  b  f 
8    f    <^ 

L'équation  (3)  exprime  le  contact  de  la  conique  avec 
la  droite  x  =  const. 5  ses  racines  sont  donc  les  valeurs 
que  X  doit  avoir  sur  l'un  ou  sur  l'autre  des  deux  côtés 
opposés  considérés,  et,  par  suite,  aux  quatre  foyers.  En 
agissant  de  même  pour  les  deux  autres  côtés,  on  trouve 
que  les  valeurs  de  la  seconde  coordonnée  en  ces  mômes 
points  sont  données  par  Téquation 

(4)  Ciî  — 2Fï-f-  B  ==0. 
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(  3) 
Il  faul  malnUrnani  remarquer  que,  imi  vertu  Av.  (t«),  les 
équations  (3)  l't  (4)  oui  les  coeflicients  correspondants 
conjugués  entre  eux.  Il  eu  résulte  (|ue  les  racines  d'une 
équation  sont  conjuguées  d«  celles  de  l'autre,  de  sorte 
que,  en  associant  chaque  racine  (3)  avec  celle  des  deux 
racines  de  (4))  qni  lui  est  conjuguée^  on  obtient  deiut 
foyers  réels.  Il  est  d*ailleurs  évident  que  V équation  (3) 
suffit  pour  leur  détenninalion;  car,  en  se  donnant  les 
coefficients  de  ré(|uation  (i),  on  se  donne  aussi,  en 
vertu  de  (2),  leurs  conjugués.  La  connaissance  des 
racines  de  (3)  entraine  donc  celle  de  leurs  nombres 
conjugués,  et,  par  suite,  celle  des  foyers  réels.  Je 
remarque  enlin  que,  d'après  (3)  et  (4),  les  coordonnées 
du  centre  dt;  la  conique  sont 

O  -        F 

Afin  de  montrer  ce  qu'il  y  a  de  souple  et  de  pénétrant 
<]ans  l'emploi  des  nombres  complexes,  je  vais  chercher 
les  foyers  des  coniques  inscrites  à  un  Irîangle,  dont  je 
fftie  donne  les  sommets  par  leurs  affixcs  j*|,  Xi-,  X:^.  Une 
droite  quelconc|uc  étant  représentée  par  une  écpiation 
telle  que  ux  4-  \^x  -f-  iv  =  o,  les  nombres  1/,  w,  \v  sont 
les  coordonnées  de  la  droite,  et  l'équation  tangentielle  de 
la  conique  est 

(  6  )      A  M»  H-  B  t'*  -4-  G  tr'  -+-  9.  F  vw  -h  a  G  wu  -+-  2  H  itv  =  o. 

Cette  équation  doit  èlre  vérifiée  parles  coordonnées  des 
côtés  du  triangle,  égales  aux  mineurs  complémenlaires 
des  éléments  de  rhacjne  ligne  du  déterminant 

Xx       Tx        I 
J'j       T^        I 
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(4) 
c'esl-à-dire 

a,  =  ar,  — xj,       i>i  =  —(Xt  —  Xi),       u'i  —  XtXa^x^Xt;       

Il  est  évident  que  w  =  —  fv.  Les  nombres  w,,  Wi,  iV^ 
sont  donc  de  pures  imaginaires,  ainsi  que  leur  somme  S. 
Comme  on  a  aussi  i/  =  —  u,  on  voit  que  les  nombres  (i| , 
jxa,  [JL3,  définis  par  les  égalités 

sont  réels.  Ces  nombres  sont,  comme  on  sait,  les 
coordonnées  bar^^centriques  de  Xq  par  rapport  au 
triangle  XiX2JCi',  car  ils  satisfont  aux  relations 


[lia?!  -+-  fil 37,-+-  fXjJTj  =  a?o, 


jx,ar,-+-  [x,ar,-t-  [133^,  =  xp, 


et 


I^l-HfXî-f-  1^8=  I. 


Cela  posé,  si  Ton  remplace  F  et  G  par  leurs  valeurs  (5) 
dans  l'équation  (6),  celle-ci  devient 

(A  — GarJ)u»H-    (B  — Gïj)t^» 

-h  2(H  —  CxcXq)uv  -h  G(aTo4-  vxq-^  wY  =  o. 

En  y  regardant  comme  inconnues  A  —  C  j:J,  B  —  CorJ, 
2 (h  —  CxqX^Jj  Téquation  qui  précède,  écrite  pour  les 
trois  côtés,  fournit  un  système  de  trois  équations 
linéaires  dont  le  déterminant  est 


:(l/,P,-  ttjt'j)(«S«'l—  «!^'3)(Wl<'î—  Ut^i). 


Chaque  facteur  du  second  membre  étant  égal  à  8,  la 
valeur  du  déterminant  est  S'.  Il  en  résulte 


u\ 

»-! 

Uii>i 

«î 

-î 

UfOi 

«î 

"î 

«•»'» 

(A-hCj-5)8  =  C 


l^î 

UiVt      v\ 

l^î 

tt,f,      vl 

k5 

U,f,      fi 
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(  5) 
Le  dernier  déterininanl  est  égal  au  produit  de  8  par 

A  =  C(a-i-irî). 


Donc 


Cela  suffit  pour  la  détermination  des  foyers.  L'équa- 
tion (3)  devient 

mais  on  peut  lui  donner  une  autre  forme.  Je  remarque, 
d'abord  que,  d'après  Tidentité 

J?i(jrj-H xi) — XiXi •+•  Xz(^i-h Xt) — XiXi^^  2artâ?i, 
l'expression 

Œ  -h  arj  =  jxj [a:,(a?,-H  a?,)  —  ar,x,]-l-. .  .-4-  afi,fi,a:,x,-h. . . 
est  le  produit  de  [jl«  -+-  jxj  -f-  [Xj  ==  i  par 

-h  [i.i[Xt(Xi-^  Xi)—  X^Xi]  -^  [ILllXziXt-h  Xi)  -^  XiXi]. 

Il  en  résulte  cjue  Ton  peut  écrire,  au  lieu  de  (7), 

(8)  y^ilx^  —  2XXi-{-  Xi(Xi-^  Xi)  —  XfXij-i-  , ,  ,=  o. 

Pour  achever  la  détermination  de  la  conique  il  faut 
encore  calculer  B  el  H .  Il  est  évident  que  B  =  C  (  p  +  xj) . 
où  p,  conjugué  de  a,  est  donné  par  la  formule 

P  =  fx?w,aa-h  |xît<3Mi+  {AfMiW,; 
puis 


d'où 


2(11— .Ca:oXo)ô=—  G 

Il  =  (:(Y-^  ro.ro) 


ll\       U\       ç\ 

ri    wî    ^1 
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en  posant 

ï=—  -[KÎ("i^3-hWj^i)-^lAÎ("j»'i-H«i«^3)-+-fJiî(att^t-^Wi<'t)]. 

On  peut  maintenant  calculer  a,  b^  . . . ,  au  moyen  des 
formules  connues 

al  =  BC  — F»,        /A  =  GH-AF, 
et  Ton  trouve  ainsi  comme  écjuatîon  de  la  conique 


L*aire  totale  de  la  conique  (i)  est 

Dans  le  cas  actuel  A  se  réduit  à  (y'^ —  *?)*»  et  l'expres- 
sion qui  précède  devient 


rv¥^«?- 


Il  convient  d'introduire  ici  les  nonilires  /7i|  =  i  —  21X1, ..., 
inversement  proportionnels  aux  coordonnées  barycen- 
triques  du  pôle  d'homologie  de  la  conique,  par  rapport 
au  triangle  considéré.  Un  calcul  facile  donne  W|  ni^m^t'^ 
comme  valeur  de  4(^P  —  y^)-  ^1  ^'^  résulte  que  l'aire  de 
la  conique  (9)  est  proportionnelle  au  produit  des 
nombres  //^i,  7713,  m^^  dont  la  somme  est  i.  Elle  atteint 
donc  sa  plus  grande  valeur  pour  u«  =:  jjl2=  ULg^  c'est- 
à-dire  lorsque  le  centre  de  la  conique  est  le  barycentre 
du  triangle.  Dans  ce  cas  Téquation  (8)  devient 

On  voit  que  le  premier  membre  est  la  dérivée  de 
{x  —  Xs  ){x  —  ^'a)(x  —  X3).  On  retrouve  ainsi  ce  cas 
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(7  ) 
particulier  d^un  beau  ihéorèine  de  M.  Van  den  Berg  ( *  )  ; 
les  zéros  de  la  dérivée  d'un  polynôme  du  troisième 
degré  sont  les  foyers  de  la  plus  grande  ellipse  inscrite 
dans  le  triangle  formé  par  les  zéros  du  polynôme. 
Plus  généralement,  si  roti  introduit  les  nombres  m  dans 
Téqualion  (8),  celle-ci  devient 

{  -T- m2{x  ^  Xx){x  ~Xi)  =  o. 

Donc  les  zéros  et  les  infinis  de  la  déiiyée  de  la  fonc- 
tion (x  —  .r|)'"t(^  —  vC2)'"«(j:  —  ^a)'"»»  gui  ne  coïn- 
cident pas  av^ec  les  zéros  ou  les  infinis  de  la  fonction, 
sont  les  foyers  d\me  conique  inscrite  au  triangle 
formé  par  ces  derniers  points,  admettant  comme  pôle 
d'homologie  le  point  dont  les  coordonnées  barycen-- 
triques  sont  inx^ersement  proportionnelles  aux  expo- 
sants. 

Par  l'emploi  des  formules  (5)  ou  a  exclu  le  cas  des 
paraboles^  mais  il  est  facile  de  le  faire  rentrer  dans  le 
cas  général  en  supposant  que  le  centre  s*éloigne  à  Tin- 
fini.  Il  suffit  d'écrire  m,  4- ma  H- ma  =  o.  C'est  l'équa- 
tion barjcentrique  de  la  droite  à  Tinfini,  exprimant, 
dans  le  cas  actuel,  que  le  pôle  d'iiomologie  appartient  à 
Tellipse  de  Sleiner.  Si  Ton  a  égard  à  Tidentilé 

{x Xt){x Xi)  =  {X  —  Xy  —  Xi — Xi)x  -\-XXi-^  XfXz^f. 

on  voit  que  Téquation  (lo)  devient 
mi(a?xi-+-a',ar3)  -f-  m^{xx^-\'  x^Xx)  ■+■  mzixxi->r  Xix,,)  =z  o. 

Celle-ci  exprime  (^)  que  le  rapport  anliarmonique 
des  points  x,  Xi,  x^y  x^  est  réel,  et,   partant,  que  les 


(')  Nieuw  Archief  voor  Wiskunde,  l.  XV,  p.  i4o. 
(-)  Voir,  par  exemple,  Analisi  atgcbrica.  p.  ^97. 
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•  (8) 
foyers  des  paraboles  iiiscriles  sont  silués  sar  la  circon- 
férence circonscrite.  En  particulier,  Iwsque  x  est  le 
conjugué  harmonique  d'un  sommet  par  rapport  aux 
deux  autres,  on  sait  (*)  qu'il  est  un  zéro  de  Tévectant 
du  polynouie  {x  —  x^){x  —  X2){x  —  X3).  Dans  ce  cas, 
deux  des  nombres  m  devant  être  égaux  entre  eux,  il 
s'ensuit  que  la  parabole  considérée  touche  un  des  côtés 
en  son  milieu,  et  que  la  médiane  correspondante  à  ce 
côté  est  un  diamètre.  Donc  les  zéros  de  l'évectant  d'un 
polynôme  du  troisième  degré  sont  les  foyers  des  trois 
paraboles  inscrites  au  triangle  des  zéros  du  polynôme, 
ayant  les  axes  parallèles  aux  médianes  de  ce  triangle. 
Je  remarque  enfin,  dans  le  cas  général,  que,  e  et  7; 
étant  les  affixes  des  foyers,  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (10)  est  identiquement  égal  à  {x  —  ^){x  —  r,),  d'où 
il  suit,  en  prenant  successivement  x=^Xm  J^a,  oTj, 

/m  =   ; — t  •  •  •  • 

11  en  résulte  (les  nombres  m  étant  réels)  que  les 
angles  tx^x^^  tx^x^t  ^x^Xx  sont  respectivement  égaux 
aux  angles  XzX^'r\^  XiX^r^,  x^x^r^.  C'est  ce  qu'on 
exprime  en  disant,  comme  on  sait,  que  les  points  e  et  r^ 
sont  conjugués  isogonaux.  Cela  posé,  si  e»,  e^,  £3  sont 
les  valeurs  des  rapports 

X  —  X\  X  —  X^  X Xi 

_ =-  9       — :_    9       =: =r- 

X  —  Xi  X  —  Xi  X X^ 

au  point  £,  ou  a,  en  passant  de  l'équation  (10)  à  sa 
conjuguée, 

miZi(x  —  Xt)ix  —  :r3  ) 

-{-  miti{x  —  Xi)(x  —  Xi)-\-  nti  Zi{x  —  Xi)  {x  —  xi)  —  Oy 


(')  F^ELTUAMi,  liicerc/ie  sulla  Gcometria    délie  forme  binarie 
niOîc/ic.  ^  13. 
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(9) 
pour  x=  e.  Il  sViisuit 

=  ei(a?j— ar,)H-Et(a:j— a7j)H-ej(a7j  — iF,); 

puis,  en  rcMnplarant  mi,  /nj,  mj  par  leurs  valeurs  dans 
la  relation 

eirj  =  nttXt^t-^  niiX%X\ -4-  nxiXiXx^ 

on  trouve  l'autre  fover 

^  _  61  a^i  ( J-t—  x>  )-4-  Sj 3^8(3:3  —  3^1  )  -+-  g»  y»(^i  —  ^î)  ^ 
'  5|(art— 3?j)-+-s,(a?,— a?i)-+-S3(ari  — j:,) 

Ou  déduit  de  cette  formule  la  valeur  du  rapport  aiiliar- 
niouique 

{•r,XxX^Xi)=  ^'""^'« 
El— e. 

Eu  particulier,  si  £«,  Cj,  £3  sont  proportionnels  aux 
racines  cubiques  de  Tunîté,  ce  rapport  devient  égal  à 
nue  racine  cubique  imaginaire  de  — 1,  c'est-à-dire 
que  Tj  constitue  un  groupe  équianharniouique  avec  X\ , 
X2,  x^.  Ou  sait  que  cette  propriété  caractérise  les  zéros 
du  Hessien  du  polynôme  {x  —  x^){x  —  Xa)  (x  —  Xz). 
Il  est  d'ailleurs  évident  que  s  est  un  centre  isogone  du 
triangle  X1X2X3.  Donc  7;,  son  conjugué  isogonal,  est  un 
centre  isodynamique.  On  reirouve  ainsi  le  théorème 
suivant,  dû  à  Beltranii  :  les  zéros  du  Hessien  d'un 
polynôme  du  troisième  degré  sont  les  centres  isodjna- 
nnques  du  triangle  des  zéros  du  polynôme.  Us  sont 
donc  les  foyers  de  deux  coniques  inscrites,  dont  les 
grands  axes  sont  parallèles  à  la  droite  d'Euler,  et  les 
centres,  situés  sur  la  droite  qui  touche  Thyperbole  de 
Kiepert  au  barycentre,  sont  séparés  harmoniquement 
par  ce  point  et  par  le  point  de  Lemoine. 
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[L»17d][M»6] 

TÉTRAÈDRES  VARIABLES  LIÉS  A  DES  «IIADRIOIIES 
ET  A  DES  GIIBIQVES  GAIGHBS; 

Par  m.  g.  FONTENÉ, 


1.  On  sait  que  riiivariant  $  de  deux  quadrîques  S 
et  S  s^aiiiiule  lorsqu'il  existe  un  tétraèdre  conjugué  à 
Tune  des  quadrîques  et  dont  les  arêtes  sont  tangentes 
à  l'autre.  Il  existe  alors  une  simple  infinité  de  tels 
tétraèdres^  les  rôles  des  deux  quadrîques  peuvent  être 
intervertis.  Si  Ton  considère  par  exemple  les  tétraèdre» 
dont  les  arêtes  touchent  S  et  qui  sont  conjugués  à  T, 
ces  arêtes  touchent  égalenienl  la  quadriqnc  S^  qui  est  la 
polaire  réciproque  de  S  par  rapixirt  à  Y,  Réciproque- 
ment (Noiti^,  Ann,y  p.  69;  1899),  j'ai  montré  que  n' 
deiix  quadrîques  S  el  S'  admettent  un  tétraèdre  dont 
les  arêtes  leur  soient  tangentes,  elles  en  admettent 
une  simple  infinité,  et  j'aurais  du  remarquer  que  ces 
tétraèdres  sont  conjugues  à  Vune  des  huit  quadnt/ues  ^1 
par  rapport  auxquelles  S  et  S'  sont  polaires  réci^ 
proques.  En  eiiet,  la  condition  est  que  les  racines  du 
discriminant  de  la  forme  KS  +  S'  vérifient  la  relation 

avec  e-=i,    £'-=1,    ...;    en    rapportant   S  et  S'  au 
tétraèdre  conjugué  commun,  ce  qui  donne 
S  =  ax^  -^  bjr^  4-  c5«  -h  <//*, 

cette  condition  devient  (avec  a^  =  1 ,  ^3*-^  =  1 ,  . , .) 
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Soil  alors 

V  =  a/â/â^j;«-h  P /Â /Â^^« -4- . . . , 

de  sorte  que  2=  o  représente!*  une  des  huit  quadriijues 
par  rapport  auxquelles  S  et  S' sont  polaires  réciproques  ; 
les  radnes  du  discriminant  de  la  forme  KS  +  ^  sont 

—  a  -— >  • . . ,  et  en  les  désignant  par  K,  K',  . . .,  la  con- 

dilion  ci-dessus  devient 

2  KK'  =  o        ou        *  =  o, 

l'invariant  ^  se   rapportant    aux   deux    quadriques   S 

et  S. 

Donc .... 

2.  On  sait  c|ue,  si  une  cubique  gauche  V  et  une  qua- 
drique  Q  admettent  un  tétraèdre  inscrit  à  la  cubique  et 
conjugué  à  la  quadrique,  elles  en  admettent  une  infinité 
(E.  DupoRCQ,  Principes  de  Géométrie  motierne,  p.  loy); 
les  plans  des  faces  de  ces  tétraèdres  sont  osculateurs  à 
une  cubique  gauche  F.  Réciproquement,  si  deux  CU' 
biques  gauches  T  et  Y'  admettent  en  nombre  infini  des 
tétraèdres  T  inscrits  à  V  et  dont  les  plans  des  faces 
sont  osculateurs  à  F,  ces  tétraèdres  sont  conjugués  à 
une  quadrique  Q.  En  ciffel,  représentons  les  plans  oscu- 
laieurs  d'une  cubique  gauche  F  par  Féquation  générale 

m' x  -h  m^y  -i-  mz  -h  t  =  o^ 

et  observons  que  les  m  des  quatre  faces  des  lélraèdres 
cherchés  seront  donnés  par  une  équation  de  la  forme 

(i)  /(m)4-Xo(/ii)  =  o, 

A  variant.  D'abord,  si  Ton  considère  la  courbe  qui  est  le 
lieu  des  sommets  des  tétraèdres  donnés  par  réqualion(i), 
on  voit  immcdiatemenl  que  celle  courbe  est  une  cubi(|ue 
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gauche  F',  allcndu  que,  dans  un  plan  m  osculaleur  à  T, 
il  existe  seulement  trois  points  du  lieu,  lesquels  sont 
les  sommets  dans  ce  plan  du  tétraèdre  dont  ce  plan  fait 
partie  (*).  En  outre,  la  relation  (i)  étant 

Am*H-B/n3-+-,..-hX(A'm*-+-B'm»-i-...)  =  o, 

les  coordonnées  jr,  j^,  r-,  t  du  sommet  M  opposé  au 
plan  fn  dans  le  tétraèdre  dont  ce  plan  fait  partie,  sont 
proportionnelles  aux  quantités 


A 

B//i»-^Gm«-h... 

Am  -t-B 

Cm* -h  Dm -4- E 

A' 

B'm»H-G'/7i«-h... 

7 

A'/n  -+-  B' 

C'm«-f-D'm-t-E' 

ou  bien,  en  désignant  par  u,  v^  iv,  r  les  cooi'données  du 
plan  7«,  les  coordonnées  a:,  ^,  z,  /  du  point  M  sont  pro- 
portionnelles aux  quantités 

(AB')i<-+-(AG')p -+-..., 

(AC')a  -f-  [(AD')  4-  (BOJi'  H-. .  -, 


d'où  il  suit  que  M  et  m  sont  polaires  réciproques  par 
rapport  à  une  quadrique  Q. 

11  faut  seulement  remarquer  que  Vexistence  d'un 
tétraèdre  T  inscrit  à  T'  et  dont  les  plans  des  faces 
sont  oscillateurs  à  F  n^ entraîne  pas  Vexistence  d'une 
infinité  de  tels  tétraèdres;  car,  s'il  en  était  ainsi,  la 
cubique  F'  étant  donnée,  la  cubique  F  dépendrait  de 
(4  —  O'^^  ou  y  paramètres,  tandis  qu'elle  dépend 
seulement  de  6  paramètres  d'après  Féquation  (i),   ou 


(^)  On  voit  de  la  même  façon  que  la  surface  lieu  des  arêtes  des 
tétraèdres  est  une  surface  réglée  du  sixième  ordre;  une  droite  A, 
qui  est  l'interseclion  de  deux  plans  osculateurs  m  el  /i,  coupe  en 
effet  celle  surface  en  six  poinls.  Si  Téquation   (i)  était  de  degré  n 

en   m,  la  courbe  lieu  des  sommets  serait  d'ordre , 

la  surface  lieu  des  arêtes  serait  d'ordre  2(n--i). 
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mieux  parce  que  la  (juadrique  Q  du  théorème  primilif 
dépend  de  (4  —  i)-f-3ou  6  paramètres;  il  faut  encore 
une  condition. 

Observons  que  Ton  peut,  la  cubique  F'  étant  donnée, 
prendre  à  volonté  deux  tétraèdres  inscrits  pour  définir 
la  quadrique  Q  ou  la  cubique  F;  huit  points  d'une  cu- 
bique gauche  forment,  en  effet,  un  système  (singulier) 
de  {)oints  de  Lamé  ;  i existence  de  ces  deux  tétraèdres' ï^ 
pour  F  et  F'  entraine  Inexistence  d^une  infinité  de 
tétraèdres  analogues. 

3.  11  y  aurait  lieu  de  résoudre  la  question  suivante, 
qui  semble  difficile  :  Si  une  cubique  gauche  F'  et  uue 
quadrique  Q  admettent  un  tétraèdre  dont  les  arêtes  ren- 
contrent la  cubique  et  qui  soit  conjugué  h  la  quadrique, 
en  admettent-elles  une  infinité? 

Les  arêtes  des  tétraèdres  seraient  alors  dans  des  plans 
osculateurs  à  une  cubique  gauche  F,  et  il  y  aurait, 
comme  dans  les  deux  cas  précédents,  à  examiner  une 
réciproque.  Il  pourrait  d'ailleurs  arriver  que  les  choses 
n'eussent  pas  lieu  comme  dans  les  cas  précédents,  et  la 
question  est  celle-ci  :  Peut^on  trouuer  deux  cubiques 
gauches  F  et  F'  telles  qu'il  existe  une  infinité  de 
tétraèdres  dont  les  arêtes  rencontrent  F'  et  soient  dans 
des  plans  osculateurs  à  Y? 

4.  Si  l'on  remplace  l'équation  (i)  par  la  suivante 

(a)  /(/n)-f-Xç)(m)-i-îJLi;;(m)  =  o, 

également  du  quatrième  degré,  on  a  des  tétraèdres  T 
dont  les  plans  des  faces  sont  osculateurs  à.  la  cubique 
gauche  F  et  qui  sont  inscrits  à  une  surface  d^ ordre 
4 —  2,  c'est-à-dire  à  une  quadrique  Q' .  Celte  quadrique 
dépend  de  6  paramètres  lorsque  F  est  donnée;  Vexis- 
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tenced'un  lètraèrfreT  n  entraîne  donc  pas  celle  d'une 
double  infinité  de  (els  létraèdrex,  puisque,  s'il  en  était 
ainsi,  Ja  donnée  de  F  laisserait  (4  —  2)  -+-  5  ou  7  para- 
mètres pour  Q';  il  faut  encore  une  condition. 

Si  Ton  se  donne  un  plan  a  osculaleur  à  F,  et  si  l'on 
considère  les  tétraèdres  T  dont  une  face  est  dans  ce 
plan,  les  valeurs  de  m  pour  les  trois  autres  faces  sont 
données  par  une  équation  du  troisième  degré  de  la 
forme  (i),  et  le  sommet  A  du  tétraèdre  (opposé  au  plan  a) 
décrit  une  droite;  cela  résulte  de  la  Note  1,  ou  d'un  rai- 
sonnement analogue  à  celui  que  Von  fait  pour  Finvolu- 
tion  dans  les  coniques.  Les  droites  ainsi  obtenues  sont 
les  génératrices  d'un  sj  sterne  de  la  quadrique  Q'. 

Note.  —  Je  rappelle  que  M.  E.  Duporcq  a  demandé 
récemment,  dans  V Intermédiaire  des  Mathématiciens, 
si  Ton  connaît  des  tétraèdres  liés  d'une  même  manière 
à  deux  quadriques  S  et  S  qui  vérifient  la  condition  <I>  =  o  ; 
si  de  tels  tétraèdres  sont  connus,  il  est  à  désirer  qu'ils 
soient  signalés  au\  lecteurs  des  Nom^elles  Annales^ 


[P4a] 

DÉMONSTRATION  DIKEGTB  DU  TIIÉOREMB  D'ADDITION 
DE  LA  FONCTION  ELLIPTIQUE  Z(r); 

Par  m.  E.  IAGGI. 

Pour  étudier  la  fonction  de  seconde  espèce;  déterminée 
par  l'intégrale 

on  pose  u  =  sn x  et  l'on  considère  la  fonction 


(2)  Z(J')-=^*  f    sn 
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qui  s'exprime,  roinine  on  sait,  au  moyen  de  la  fonc- 
lion  S{jc),  el,  des  propriétés  de  la  fonction  B,  on  déduit 
le  théorème  d'addition 

(3)      Z{x-hy)  —  Z(j:)-r  Z(^)  4- A»  snarsn^  sn(ar  4-^). 

Ce  théorème  ii*est,  au  fond|  que  le  théorème  d^addi- 
tion  de  la  fonction  de  première  espèce  sua:,   et  nous 
allons  le  démontrer  directement  sans  nous  servir  de  la 
fonction  B. 
Posons 

/  =  x-hy,  wi  =  snx, 
lit  =  sn^, 
1/5  ^  sn{x-i-y)  =  snf, 


lu  =  /(l  —  !/«)'(  I  —  A-ï  U^  ). 

On  sait  que 

Mais  on  a  (  *  ) 

«î  •^5.-  "5  V,.  =  ( "î -  "De-  /*' "î "i  >. 

Ld  formule  d'addition  de  snjr  peut  donc  se  mettre 
sous  la  forme 

{^1  lUf —  Ui  A//| 
Si  Ton  remarque  que 

«,=  sn(r— ^')»         «i=  sn(/  — J-), 
on  pourra  écrire,  au  moyen  de  la  formule  précédente, 


a,= 


f<3  AUt+  Us  AU)  U)  AUi  -r-  Ui  AU3 

(O  On  a  l'occasion  de  démontrer  cette  identité  lorsqu'on  intègre 
l'équation  d'Euler,  soit  par  la  méthode  de  M.  Uarboux,  soit  par  la 
méthode  que  nous  avons  exposée  dans  notre  Note  Sur  l'intégrale 
d'Euler  et  l 'addition  des  fonctions  elliptiques  (  I\  ouvelles  Annales^ 
p.  ',43:  1900). 
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ou 


(6) 

uî- 

"1  Ul 

A  Ma  = 

i^î-f-w, 

(7) 

"î- 

Ui  Ut 

Ai/,= 

u\  -h  Ui 

Or, 

on 

a  aussi 

(8) 

dui 

dui 

dut 

f/s^s  A»i. 


Mullipliaul  Jes  deux  membres  de  (6)  par  — ^>  les  deux 

membres  de  (7)  par  -r— ^  et  ajoutai) t,  en  tenant  compte 

de  (8),  on  obtient  Téquatiou  diflerenticlle 

ul  du*                ,          u}  du*       uldum  ,  j 

—7 —  Ui  Ut  du^  =  —7 1 \ h  ui  uz  dut  -h  Ut  «I  dui 

Af/j  AUi  Af/; 

qui  s'écrit 

.    .  m}  rfi/j        a?  du^        ui  dut        ., 

Multipliant  les  deux  membres  de  (g)  par  k^  et  inté- 
grant en  remarquant  que  les  deux  membres  doivent  être 
identiques  si  Ton  fait  ii|  =  o  ==  x,  et,  par  suite,  que  la 
constante  d'intégration  est  nulle,  on  obtient  la  formule 
d* addition  (3)  de  la  fonction  Z(x). 


[D4a] 

REL4TI0^S  E\TRE  LES  ZÉROS  ET  LES  COEFFICIEHS 
DH.^B  FOKCTION  ENTIÈRE; 

Par  m.  E.  IAGGI. 


Soit  une  fonction  entière  F(x)  donnée  par  son  déve- 
loppement en  série  sous  la  forme 

F(x)  A,  A,     ,         A3       , 

^  ^  F  (  o  )  I  1.2  1 . 7. .  3 
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Kolis  nous  proposons  de  trouver  des  relalîous  entre 
les  coeffieîenls  A  et  les  zéros 


«l5       ^It       <Ï3l        •••!       <*/» 


de  la  fonclîou  F{x).  On  sait  que  la  fonction  F(x)  se 
met  sous  la  forme 

où  G(x)  est  une  fonction  entière  indépendante  des 
zéros  a/,  et  les  gi{x)  sont  des  polynômes  dépendant 
respectivement  des  zéros  a/  et  rendant  convergent  le 
produit  précédent,  ou,  si  Ton  veut,  la  série 

i 

Pour  simpliQer  Técrilure,  nous  supposerons  d'abord 
que  G(x)  est  une  constante  et  nous  poserons 

//  (-«•)=/?/( ^)  -^  ï-  M  —  ^j  » 
en  sorte  que 

(3)  F(a:)=J^eA<-»-^  =  e' 

Pour  identifier  (i)  et  (3)  nous  n'avons  donc  qu'à  déve- 
lopper cette  exponentielle;  on  a  immédiatement 

^  =  .+  j ^+j L J.,,^..... 

1*  (O)  V  1.2 

_  D'ailleurs 

^rtrt.    rfc  Mathéinat.f  4'  série,  l.  I.  (Janvier  1901.)  2 
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cl,  par  conséquent, 


i 


En  résumé,  les  coefficients  A4,  Aa,  A^,  ...  s'ob- 
tiennent par  la  même  loi  que  les  coefficients  du  déve- 
loppement 

e^=''  ^'(o)  /.-^(o)-t-^'«(o) 

il  suffit  de  remplacer  dans  ce]ui-ci 
par 

i:/;'-'(o)=;S[^r(o)-'"";;;-'^]- 

i  i 

S*il  existe  un  facteur  e®^-*^  dans  F(x),  cette  fonction 
se  met  sous  la  forme 

F(x)  =  e  »  , 

et  Ton  voit  qu'à  chacun  des  termes  y]//'"(o)  il  suffit 

i 

d'ajouter  le  terme  correspondant  G^"^(o), 
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Lorsque  la  série 


at 


est  convergente,  les  exponentielles  e^'^**^^^  disparaissent 
dans  les  facteurs  primaires  de  F(^),  et  l'on  a 


'— 2Jr'?.i2^'-(2i)* 
= — I  .-2.3  y  — ! —    (/•  ^j  ^  /.  ), 

i 

Ces  formules  conviennent,  eu  particulier,  au  cas 
où  F(j:)  est  un  polynôme,  et  ne  sont  autres  que  celles 

qu^on  obtient  en  changeant  x  en  -  dans  le  polynôme 

et  en  exprimant  les  coefficients  du  polynôme  par  les 
sommes  de  puissances  semblables  des  racines. 

Les  formules  générales  que  nous  avons  démontrées 
sont  susceptibles  de  nombreuses  applications.  Nous 
nous  contenterons,  actuellement,  d^en  signaler  une 
fort  simple  :  Inapplication  à  la  fonction 

Yi^x)  =  — — , 

ir  y  X 

qui  donne  les  sommes 

des     puissances    semblables    paires    des    inverses    des 
nombres  entiers. 
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[R6aa] 
DÉMONSTRATION  DU  TIIÉORÈHE  DES  TRAVAUX  VIRTUELS; 

Par  m.  GALLIAN, 

Ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique. 


La  déiuoiislration  du  théorème  des  travaux  virtuels 
donnée  par  Lagrange  n'est  pas  entièrement  satisfaisante  ; 
cependant  Tidée  première  sur  laquelle  elle  repose,  idée 
qui  réside  dans  l'application  du  principe  des  moufles, 
peut,  par  sa  combinaison  avec  quelques  axiomes  dont 
le  caractère  d'évidence  ne  me  paraît  pas  sérieusement 
contestable,  conduire  à  une  solution  qui  me  semble 
rigoureuse  et  que  je  vais  exposer. 

1°  Axiome  I.  —  Des  forces  étant  en  équilibre  sur  un 
système,  r équilibre  n  es f  pas  rompu  par  r introduction 
de  liaisons  noiiuelles. 

Dès  lors  si  des  forces  sont  en  équilibre  sur  un  sys- 
tème, que  d'autres  forces  soient  aussi  eu  équilibre  sur 
un  second  système  identique  au  premier  quant  à  la  dis- 
position des  points  et  aux  liaisons  qui  existent  entre 
eux,  et  que,  superposant  les  deux  systèmes,  on  mette 
les  points  homologues  en  coïncidence  et  qu'on  les  lie 
ensuite  invariablement  chacun  à  chacun  de  manière  à 
former  un  système  unique  identique  aux  proposés^ 
l'équilibre  ne  sera  pas  altéré. 

D'après  cela  on  peut,  sans  troubler  l'équilibre  d'un 
système,  introduire  de  nouvelles  forces  répondant  à  la 
condition  qu'elles  se  feraient  équilibre  si  elles  agissaient 
seules  sur  le  syslènie. 
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Axiome  II.  —  Désignant  généralement  par  M  les 
points  d'un  système  au  repos  qui  n'est  actuellement 
soumis  à  V  action  d'aucune  force ,  et  par  ¥  des  forces 
qui,  si  elles  étaient  appliquées  à  ces  points,  communi- 
quer aient  au  système  un  mouy^enient  d'après  lequel 
chaque  point  M  se  déplacerait  dans  une  direction  ini^ 
tiale  MM',  on  peut  à  chaque  force  F  en  adjoindre  une 
autre  f  de  direction  donnée  et  assez  petite  pour  que 
l'introduction  du  groupe  (F,  /*)  produise  aussi  un 
moui'ement,  et  que  dans  ce  mouvement  la  direction 
initiale  MM"  de  chaque  point  diffère  aussi  peu  qu'on 
voudra  de  la  direction  MM'.  Si  chaque  force  f  tire 
précisément  dans  la  direction  directement  opposée 
à  MM'  et  est  suffisamment  petite,  les  directions  MM', 
MM''  coïncident. 

Axiome  III.  —  Un  système  de  points  au  repos  et  qui 
n'est  actuellement  soumis  à  l'action  d'aucune  force  se 
mettra  en  moui^ement  si  tous  les  points  viennent  à  être 
tous  tirés  en  même  temps  suis^ant  les  directions  initiales 
d'un  système  de  trajectoires  compatibles  a^ec  les  liai- 
sons. 

2®  Ces  axiomes  posés,  soient  des  points 
M„    M„     ..., 

assujettis  à  des  liaisons,  et  que  je  me  propose  de  tirer 
respectivement  dans  les  directions 

MiAj,    Ms  As,     ..., 
par  des  forces 

que  je  suppose  avoir  une  commune  mesure  <I>  contenue 
m,  fois  dans  F|,  m2  fois  dans  F^,  etc.,  les  entiers  w,, 
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//i2,  •  • .  élanl  pairs,  ce  qu'il  esl  toujours  possible  d'ad- 
mettre sans  nuire  à  la  généralité. 

Au  lieu  d'appliquer  directement  à  chaque  point  la 
force  qui  lui  est  destinée,  opérons  comme  il  suit  :  Con- 
sidérons les  points  des  groupes  M|,  M2,  --.,  et  A|, 
A 2,  •  •  • ,  comme  des  anneaux  de  rayon  nul,  ces  anneaux 
étant  d'ailleurs  fixes  pour  le  second  groupe.  Concevons 
alors  qu'un  fil  flexible  et  inextensible,  attaché  par  un 
bout  à  l'anneau  A|,  passe  alternativement  dans  les  an- 
neaux M|  et  A^  autant  de  fois  qu'il  est  nécessaire  pour 
qu'il  y  ait  mi  brins  allant  d'un  anneau  à  Tautre,  puis 
qu'il  traverse  alternativement  les  anneaux  A2  et  M29  en 
commençant  par  A2,  jusqu'à  ce  qu'il  y  ait  m^^  brins  cir- 
culant entre  A2  et  M^,  et  ainsi  de  suite.  Les  nombres  m^ , 
m2,  ...  étant  pairs,  et  le  fil  entrant  dans  chaque  couple 
d'anneaux  par  Tanneau  fixe,  c'est  aussi  par  l'anneau  fixe 
qu'il  en  sortira. 

Les  diverses  portions  du  fil  étant  disposées  en  ligne 
droite  sans  tension,  appliquons  au  brin  libre,  et  dans  la 
direction  de  ce  brin,  une  force  égale  à  O.  Les  points  du 
système  sont  alors  dans  les  mêmes  conditions  que  s'ils 
étaient  directement  tirés  par  les  forces 

dans  les  directions 

Ml  Al,    MjA, 

Le  fil  étant  ainsi  tendu,  le  système  qui  était  au  repos 
reste  immobile,  ou  bien  il  se  met  en  mouvement,  et  alors 
le  brin  libre  s'allonge.  Mais  ce  brin  ne  s'allongera  que 
s'il  peut  s'allonger,  par  conséquent  tout  système  de  dé- 
placements des  points  du  système  qui  correspondrait  à 
un  raccourcissement  initial  du  brin  libre  ne  peut  se 
produire. 
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Ceci  posé,  soient  d'une  manière  générale  : 

M  un  point  du  système; 
F  =  /ij^  la  force  qu'on  lui  destine  ; 
A  l'anneau  fixe  correspondant  ] 
M'  une  position  voisine  de  M. 

Désignant  par  (i>  Tangle  des  segments  MA,  MiM', 
par  8L  la  variation  de  longueur  du  brin  libre  lorsciue 
chaque  point  vient  en  M',  et  posant  MA  =  X,  MM'  =  05, 
on  a 

M'A  =  y/X* —  2X  costo  os  -h  os*, 

8L  =  — YmCMA  — MA) 

v^     K  /       2X  COSW0.V  —  05S  \  *     .  I 

—Z"T[' î' )  -M' 

^•2  X 

1 .  1 . 3 .  ') .  7 . . .  •>  /i  —  3  ,^  (  2  X  cos  eu  os  —  05*  )« 

-4-  1 -    F l_  _4_ 

1.2.3.4.J.../1  X««-'  " 

Je  pose 

oT  —  N  F  cos  (o  OA*. 

Pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  Sj,  le  signe 
de  oL  est  le  même  que  celui  de 

Si  donc  oT  est  négatif,  il  en  est  do  môme  de  oL.  Par 
conséquent  : 

Tout  déplacement  infiniment  petit  A,  pour  lequel 
In  somme  des  travaux  des  forces  serait  négatix^e,  est 
interdit  au  système. 

Cette  proposition  fondamentale  établie  pour  des  forces 
commensurablos  entre  elles  s'étend  sans  difficulté  k  des 
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forces  quelconques.  En  eliet,  que  les  forces  eugendrcnl 
le  déplacement  A.  On  pourra  toujours  trouver  d'autres 
forces  couimensurables  entre  elles^  différant  assez  peu 
des  proposées  pour  qu'elles  produisent  un  déplacement 
et  qu^en  même  temps  ce  déplacement  soit  assez  voisin 
de  A  pour  que  le  travail  total  correspondant  soit  négatif 
(axiome  II),  ce  qui  est  impossible. 

3"  Lorsque  les  grandeurs  qui  entrent  dans  la  compo- 
sition de  3T  restent  indéterminées,  l'expression  géné- 
rale de  8T  est  un  iniiniment  petit  d'un  certain  ordre 
par  rapport  aux  variations  des  paramètres  indépendants, 
par  exemple  d'ordre  n.  Les  grandeurs  composantes 
ayant  actuellement  des  valeurs  particulières,  soit  un 
déplacement  iniiniment  petit  A  pour  lequel  Tordre 
de  ôT  serait  supérieur  à  /i  :  je  dis  qu'un  tel  déplacement 
est  interdit  au  système. 

En  effet,  que  le  système  effectue  le  déplacement  A. 
Chaque  point  M  se  déplace  dans  une  ccrlaiiie  direc- 
tion MM';  appliquons-lui  une  force  /dans  la  direction 
opposée  M'M.  Si  les  forces  y  sont  suffisamment  petites, 
le  groupe  de  forces  (F,/)  engendrera  un  certain  dépla- 
cement d'après  lequel  chaque  point  M  se  déplacera  dans 
la  même  direction  MM'  (axiome  II).  Or,  pour  un  tel 
déplacement  le  travail  total  du  groupe  (F,/  )  est  négatif, 
car  la  portion  qui  provient  des  forces  F  est  par  hypo* 
thèse  d'ordre  au  moins  égal  kn-\-  i ,  tandis  que  celle  c|ui 
provient  des  forces  f  est  au  plus  d'ordre  n  et  négative, 

puisque  chacun  des  angles  /MM'  est  égal  à  tt.  Donc  il 
y  a  réduction  à  l'absurde. 

4"  Supposons  enfin  que,  parmi  les  déplacements  infi- 
niment petits  compatibles  avec  les  liaisons,  il  en  existe 
au  moins  un  pour  lequel  la  somme  des  travaux  serait 
d'ordre  n  (n  conservant  la  signification  indiquée  plus 
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haut)  et  positive  :  je  dis  qu'alors  il  n'y  aura  pas  équi- 
libre. 

Soit  A  un  tel  déplacement  défini  d'une  manière  géné- 
rale par  le  segment  MM',  et  admettons  que  le  système 
soit  en  équilibre.  Concevons  que  les  points  soient  assu- 
jettis â  des  liaisons  nouvelles  dont  l'introduction  ne 
permette  que  le  déplacement  A  :  le  système  S  qui  en 
résulte  est  en  équilibre  (axiome  I).  Ceci  posé,  à  chaque 
force  F  adjoignons-en  deux  autres  :  l'une,  —  F,  égale  et 
opposée  à  F,  l'autre /tirant  dans  la  direction  MM'.  On 
pourra  toujours  donner  aux  forces  /  des  valeurs  telles 
que  le  travail  du  groupe  ( —  F,/)  soit  négatif,  puisque 
le  travail  du  groupe  ( —  F)  est  négatif  par  hypothèse  et 
d'ordre  n.  Les  forces  /  étant  ainsi  choisies  quant  aux 
intensités,  le  groupe  ( —  F,  /)  agissant  seul  sur  le  sys- 
tème S  y  serait  en  équilibre,  puisque  le  seul  déplacement 
compatible  avec  les  liaisons  est  interdit  par  la  négativité 
du  travail  5  donc  le  groupe  (F,  —  F,  /)  est  aussi  en  équi- 
libre sur  le  même  système  (axiome  I).  Or,  dans  ce  der- 
nier groupe  chaque  force  F  détruit  la  force  directement 
opposée  —  F  appliquée  au  même  point,  de  sorte  qu'il 
ne  reste  que  les  forces/  :  or  celles-ci  ne  peuvent  pas  se 
faire  équilibre  (axiome  III).  Il  y  a  donc  réduction  à 
Tabsurbe. 

5**  Conclusion  : 

Tout  système  de  déplacements  infiniment  petits  cor- 
respondant  à  un  travail  total  négatif  ou  d' ordre  supé- 
rieur à  n  est  à  rejeter.  Donc,  si  tous  les  déplacements 
compatibles  avec  les  liaisons  répondent  à  l'une  de  ces 
deux  conditions,  aucun  mouvement  n  étant  possible,  il 
y  a  équilibre.  Il  suffit  quun  seul  déplacement  compa- 
tible ne  réponde  à  aucune  des  deux  conditions  pour 
qu'il  ny  ait  pas  équilibre. 
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Lorsque  les  liaisons  sont  telles  qu'à  tout  système 
compatible  de  déplacements  infiniment  petits  en  corres- 
ponde un  autre  com])Osé  des  mêmes  éléments,  mais 
dirigés  en  sens  contraire,  le  travail  total  ne  saurait  être 
constamment  négatif,  et  la  seule  condition  à  considérer 
est  que  ce  travail  soit  d'ordre  supérieur  à  ti. 


[A8k] 

NOIIVEAII  PROCÉDÉ  DE  RÉSOLUTION  DE  L'ÉQUATION 
DU  QUATRIÈME  DEGRÉ; 

Par  m.  le  Prof.  D-^  TSURNIGHI  HAYASHI. 


Le  procédé  suivant,  par  lequel  on  peut  résoudre 
une  équation  du  quatrième  degré,  est  semblable  à  celui 
dont  M.  A.  Pleskot  s'est  servi  pour  une  équation  du  troi- 
sième degré  [^Nouveau  procédé  pour  résoudre  les  équa- 
tions du  troisième  degré  {Nouvelles  Annales  de  Math., 
février  1899)]. 

Soient 

P  =  ^/7i  H-  v/^T-h  -r~  ' 
a  —  iTi  -h  J'j, 

Nous  avons  alors  Téquation 

(!)        P*  — [2(a  — «>)-h4^]P'— 8P-4-(a-6)«-|    =0, 

qui  est  du  quatrième  degré  en  P.  Delà,  si  Téqualion  (i) 
est  donnée,  ses  racines  sont 
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Soit  Téqualion  donnée  du  quatrième  degré 
(  A  )  x^  -r-  px"^  -\-  q  X -^  r  ^  o. 

Construisons  Téqualion  du  quatrième  degré  dont  les 
racines  sont  égales  à  \  fois  celles  de  Téqualion  (A) 

(3)  ir^H-/>X*a7*-f- ^X'x-f- /•X^=  o. 
Comparons  (i)  et  (3);  nous  obtenons  alors 

/  ;>X*  =  — îCa  — 6)  — 4^>, 

(4)  j^X-^^^H, 

La  seconde  de  ces  équations  détermine  la  valeur  de  X 

Les  deux  aulrcs  deviennent  alors 

(5) 


1 

~  (n  —  b  ) 

r 

xbr\_ 

{a  —  b) 

9' 

d'où,  éliminant  {a  —  A), 

(B)  b[p^bq^)   -^ibr  r-qK 

Choisissons  Tune  quelconque  des  trois  valeurs  de  b 
que  nous  pouvons  déterminer  d'après  cette  équation 
du  troisième  degré,  et  déterminons  a  par  la  première 
des  relations  (5).  Alors  les  racines  de  l'équation  (3) 
sont   données  par  (a).  Mais  les  racines  de  Téqualion 

donnée  (A)  sont  (-)        de  celles  de  l'équation  (2). 

De  là  :  Les  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré 

y*  -^  p2^~f-  qr  -h  r  =  o 
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sont  données  par 


relation  où  b  est  dëterminé  par  Péquatîon  du  troisième 
degré 

(B)  b{p^(,,f%Y  ^.  \br-^-qK 


GBRTIFIGATS  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURBS 
(SESSION  DE  JUILLET  1899); 

Solutions   par   M.    AUDIBERT. 


Clermont . 
Calculer  les  deux  intégrales 

En  déduire  une  valeur  approchée  du  nombre,  base 
des  logarithmes  népériens;  limite  supérieure  de  l'er- 
reur commise. 

Eu  intégrant  par  parties  la  première,  que  nous  dési- 
gnons par  P,,,  on  trouve 


cl,  par  suite, 


p   —  "^         i> 


(/l -h  I}(,/1 -h  2).  .  .(-2/1 -T-  I) 


Quant  à  la  seconde,  désignée  I/,,  la  même  méthode  c.ou- 
duît  a  la  formule 
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qui  se  prèle  peu  au  calcul  final  de  l,t  eu  fouctiou  de  e 
et  de  /i. 

Rappelons  la  relation  connue 

La  fonclion  x"(i  —  a:)"  el  ses  (n —  i)  premières  déri- 
vées sont  nulles  aux  deux  limites^  et  dans  le  développe- 
rai 
ment  de  ^^iI-^^C"  —  ^)"]  l<?s  deux  seuls  termes  qui  ne 

s*annuleut  pas  à  la  fois  sont  équidistants  des  extrêmes. 
Ainsi  pour  [x  =  /i,  ce  sont  le  premier  et  le  dernier,  soit 

au  signe  près, 

/i![(i  — ..r)'»  et  T"]. 

En  général,  pour  les  valeurs  de  tx  de  /i  à  2/1,  ces  termes 
sont  au  signe  près 

u! 
i rv  nin  —  i)..  Jin  —  a  -+- 1)  [(1  —  a?)»'»-!*  el  .t»"-!*]. 

(  jx  —  n)\  ^  '  '^  ' 

A  l'aide  de  ces  données,  on  obtient  la  formule 

I«  =  er/i:4.(— ,)i(nH-i)î'^^(~i)«(n-4-!2)î^^-h...-4-(-i)«(2n)!l 

-^  (^i)n-^i\n\-^  {n  -^  i)\-  -h  {n  -r-  1)1  ~^^ 

En  vertu  de  la  règle  de  la  moyenne,  !„  est  plus  petit 
que  — j^  el  que  ^^__^  •  Ainsi  l'équation  I/i  =  o  fournira 
une  valeur  approchée  de  e,  avec  une  erreur  moindre  que 

I 
ai«-i  Lî -t- (— i)»  ( A -+- 1)!  - -H. . .-+- (— 1)« (2n)!l 

Pour  n  =  5f  on  peut  compter  sur  9  décimales  exactes. 
Le  calcul  donne  en  effet 

1 H  069 
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Grenoble. 

Développement  de 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  j:,  m  étant  entier 
ou  fractionnaire.  Cercle  de  convergence. 

Les  dérivées  successives  dey  s'obtiennent  par  les  for- 
mules 

yin)(x^--i)-h('in  —  'i)xy'^''-^^-^  (in  —  -i)»— //i*)>'t«-»>  =  o. 
Pour  X  =  o,  ou  aura 


i" 


(_  lyn  ^         m  (  /'«  —  (—  t  )'" ) 


/,'*)  =  ((,1  - '2)î- ,n«)y„«-«\ 

d'où  résulte,  pour  n  pair, 

y„«)  =  (-w>)(-2«-m*)(4»-//i»)...((/i-'Jt)«-/n»)j'o 
et  pour  n  impair, 
^V*' =  (!-'«*)  (3'- //»»)(5»-/n')...((/i-u)»-.m>)^i, 

et  ûualement  le  développement 

Si  m  est  entier  et  pair,  la  série  se  réduit  à  la  première 

ligne,  avec  le  coefûcient  ( — i)'  et  s'arrête  au  terme  de 
rang  n  =  fh  —  2.  Pour  m  impair,  la  série  se  réduit  à  la 
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seconde  ligne,  limitée  de  même  et  multipliée  par  le 

m  —  \ 

coefficient  m ( — i)   *    . 

Si  m  est  fractionnaire,  posons 


d'où  résulte 


I    =  cos  -      -t- 1  sin  -> 
1  'À 

tut:        .   .    nm 
l'n  =  cos h  i  sm f 

,       .  imz        .  .    niTz 

( «)'«=:  cos i  Slll  , 


j^o  =  cos  m  -f         ^0  =  ^»"  — — 


Le  développement  consistera  en  deux  séries  illimitées 
qui  seront  convergentes,  si  à  partir  d'un  terme  de  rangP 
le  rapport  du  terme  de  rang  [x  (jx  >  P),  à  celui  qui  le 
précède, 

est  plus  petit  que  l'unité  et  ne  tend  pas  vers  l'unité,  ce 
qui  n'aura  lieu  que  pour  x  <  i . 

Dans  ce  cas,  en  posant  x  =  cos  'f  l'on  aurait  j  =  cosmcp 
dont  on  a  le  développement  suivant  les  puissances 
de  cos  s. 


CONCOURS  6E\ERAL  DB  NATHEMATI«UES  SPECIALES  DE  1900. 

Solution  par  M.  CALLOT, 
Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Carnot. 


On  considère  les  paraboloïdes  II  représentés  en  coor* 
données  rectangulaires  par  V équation 

y'  ûT  -h  X  « 
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clans  laquelle  /;,  q  sont  des  constantes  et  X  un  para- 
mètre variable,  et  Von  propose  d* étudier  la  surface  2, 
enveloppe  des  plans  polaires  P  par  rapport  aux  para- 
boloïdes  W  d\Ln  point  donné  A. 

I**  La  surface  ï  est  de  la  troisième  classe,  et  chaque 
plan  polaire  touche  cette  surface  en  tous  les  points 
d'une  droite  G. 

9.^  Les  droites  G  sont  tangentes  à  une  courbe  gauche  T 
du  troisième  ordre  ;  elles  admettent  un  cône  directeur  G 
du  deuxième  degré, 

3°  La  section  de  la  surface  S  par  un  plan  tangent, 
c'est-à-dire  par  un  plan  polaire  P,  se  compose  d'une 
droite  G  et  d^une  conique.  Déduire  de  là  le  degré  de 
la  surface  S. 

4°  Chaque  droite  C  est  le  lieu  des  pâles  d'un  plan  Q 
par  rapport  aux  paraboloïdes  0.  Chaque  plan  Q  est 
perpendiculaire  à  la  droite  G  correspondante. 

5°  En  supposant  que  G  décrire  la  surface  S,  on 
demande  l'enveloppe  G<  des  plans  Q  qui  correspondefU 
aux  dii^erses  droites  G. 

On  indiquera  les  relations  qui  lient  Vem^eloppe  G 
a\fec  les  paraboloïdes  II  et  avec  le  cône  G. 

Remarquons  que  les  paraboloïdes  II  forment  un 
système  homofocal,  c'est-à-dire  font  partie  d'un  fais- 
ceau tangentiel  déterminé  par  l'un  d'eux  et  l'ombi- 
licale. Ce  faisceau  pourra  donc  se  déduire  dualistique- 
ment  d'un  faisceau  ponctuel  de  quadriques. 

I®  On  sait  que  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  R  par 
rapport  aux  quadriques  d'un  faisceau  ponctuel  est  une 
cubique  gauche  F^.  Gorrélaiivement  renveloppe  des 
plans  polaires  P  du  point  A  par  rapport  au  faisceau  deç 
paraboloïdes  II  sera  une  surface  de  la  troisième  classe  S. 
A  deux  points  infiniment  voisins  de  F,  correspondront 
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deux  plans  UngenU  infiniment  voisins  do.  1,  Ou  voit 
donc  qu'à  toute  tangente  à  Ff  correspond  une  généra- 
trice G  de  2,  A  tout  point  {jl  de  G  correspond  un  plan  m 
à  Fi  qui  passe  par  une  tangente  fixe,  quand  [a  décrit  G. 
Le  plan  tangent  en  |x  correspond  au  point  de  contact 
de  m.  Il  est  donc  le  même  tout  le  long  de  G. 

a**  A  deux  tangentes  infiniment  voisines  à  F|  corres- 
pondent deux  génératrices  infiniment  voisines  de  S.  Or 
les  deux  tangentes  définissent  un  plan  osculateur  à  F4 
auquel  correspond  le  point  de  rencontre  de  deux  géné- 
ratrices; celles-ci  ont  donc  une  enveloppe.  Or,  comm<% 
par  tout  point.de  Fespace  on  peut  mener  trois  plans 
osculateurs  à  F|,  on  voit  que  dans  tout  plan  il  y  aura 
trois  points  de  Fenveloppe  des  droites  G.  Donc  cette 
enveloppe  est  une  cubique  gauche  F. 

Mous  verrons  plus  tard  que  les  droites  G  admettent 
un  cône  directeur  du  second  degré. 

3^  Un  plan  tangent  à  S  correspond  à  un  point  m 
de  F|  et  aux  points  de  la  surface  situés  dans  ce  plan  les 
plans  tangents  à  F«  menés  par  m.  Or  ces  plans  enve- 
loppent le  cône  de  sommet  m  qui  s'appuie  sur  F|.  Ce 
cône  étant  du  deuxième  degré,  on  voit  que  le  plan  tan- 
gent à  S  la  coupe  suivant  une  conique.  Gomme  le  plan 
est  tangent  tout  le  long  d'une  droite,  la  section  se 
compose  d'une  droite  et  d'une  conique.  Il  en  résulte 
que  21  est  du  quatrième  ordre. 

4^  A  toute  droite  G  correspond  une  tangente  8  à  F|  ; 
or,  Z  étant  donnée,  il  existe  dans  le  plan  R  un  point  I 
tel  que  tous  ses  plans  polaires,  par  rap|)ort  au  faisceau 
ponctuel  considéré  au  début,  passent  par  S«  On  voit  donc 
qu'il  existe  bien  un  plan  Q  correspondant  à  I,  tel  que 
tous  ses  pôles  par  rapport  aux  paraboloïdes  II  soient 
sur  G.  Comme  I  est  dans  le  plan  R,  tous  les  plans  Q 
passent  par  le  point  A. 

Ann.  de  Afatkémai,,  /i"  série,  t.  I.  (Janvier  1901.)  3 
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La  droite  G  doit  contenir  des  pôles  de  Q  par  rapport 
à  toutes  les  quadriques  du  faisceau  tangentiel  donné;  en 
particulier  elle  contiendra  leur  pôle  par  rapport  à  Tom- 
bilicale.  Elle  lui  est  donc  perpendiculaire. 

5**  Il  en  résulte  que  Q  enveloppe  le  cône  C,  de 
sommet  A  supplémentaire  du  cône  directeur  C  de  la 
surface  I.  Tous  les  plans  tangents  à  C  sont  parallèles  à 
des  plans  tangents  à  S.  Donc  chaque  génératrice  de  C 
est  perpendiculaire  à  un  plan  polaire  8.  Elle  est  donc 
perpendiculaire  à  sa  conjuguée  par  rapport  à  un  des 
paraboloïdes  II.  Or  le  lieu  des  droites  qui  passent  par  A, 
et  qui  sont  perpendiculaires  à  leurs  conjuguées  p;ir 
rapport  a  des  quadriques  homofocales,  est  le  cône  de 
Chasle  de  sommet  A.  Donc  le  cône  G  est  du  second 
degré,  et  par  suite  aussi  le  cône  C. 


GORRBSPONIIAIVGB. 


Dijon,  lo  x4  novembre  1900. 

Messieurs  les  Directeurs  des  a  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques  ». 

Dans  la  Chronique  de  votre  numéro  d*août  dernier,  je 
trouve  cette  phrase  : 

«  VEsperanto  est  une  nouvelle  langue  internationale,  fort 
appréciée  de  plusieurs  mathématiciens;  cette  langue  est  assu- 
rément plus  simple  que  feu  le  Volapûk,  et  elle  est  facile 
à  apprendre,  du  moins  pour  nous  autres  Latins,  mais  le 
même  cercle  vicieux  se  présente  toujours  à  l'esprit  :  Pour- 
quoi apprendre  une  nouvelle  langue  que  personne  ne  sait 
encore?  » 

Je  puis  me  croire  un  de  ceux  que  ces  lignes  visent,  inten- 
tionnellement ou  non,  parce  que  je  suis  un  professeur  de 
Mathématiques,  en  même  temps  un  propagateur  de  TEspe- 
ranto  absolument  convaincu  et  assez  actif,  parce  que  j'ai  été 
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l'un  des  premiers,  je  croîs,  à  attirer  sur  lui  Tattentioa  des 
hommes  de  science  {Bévue  générale  des  Sciences  du  i5  avril 
dernier;  Intermédiaire  des  Mathématiciens  de  juin  dernier; 
Enseignement  mathématique  de  juillet  dernier  et  de  no- 
vembre courant).  A  ce  titre,  vous  accorderez  peut-être  aux 
observations  suivantes  la  place  dans  les  Nouvelles  Annales 
que  Tun  de  leurs  plus  anciens  collaborateurs  ose  espérer  de 
votre  bienveillance  et  de  votre  désir  bien  connu  d'aider  la 
lamière  à  se  projeter  sur  toute  question  touchant  à  un  intérêt 
mathématique. 

I.  c  ...  Nouvelle  langue  internationale...  ».  Le  mot  nou" 
pelle  n'est  plus  tout  à  fait  juste,  car  si  les  progrès  de  TËspe* 
ranto  en  France  sont  de  date  récente,  M.  le  D'  Zamenhof, 
son  créateur,  Tavait  fait  connaître  dès  1887.  L'oubli  de  Tépi- 
tbète  auxiliaire  accrédite  dans  les  esprits  mal  renseignés  une 
méprise  des  plus  fâcheuses  :  trop  souvent  on  croit  que  FEspe- 
ranto  ne  promet  ses  services  que  sous  la  condition  rigoureuse 
d'être  accepté  comme  langue  universelle,  c'est-à-dire  d'être 
employé  par  tous  les  hommes  indistinctement,  à  l'exclusion 
de  leurs  langues  nationales;  et,  à  la  seule  idée  d'une  pareille 
supplantation,  on  sourit,  on  se  détourne.  11  ne  s'agit  aucune- 
ment de  cela,  d'obtenir,  par  exemple,  des  Russes  et  des  Fran- 
çais que  les  uns  et  les  autres  oublient  leurs  langues  pour  ne 
plus  parler  qu'Espéranto;  les  espérantistes  leur  disent  simple- 
ment :  «  Au  lieu  de  sacrifier  des  années  pour  n'arriver  qu'à 
écorcher,  vous  le  français,  vous  le  russe,  dépensez  seulement 
les  quelques  semaines  de  très  légers  efforts  qui  vous  rendront 
tous  maîtres  de  notre  langue,  pour  pouvoir  désormais  l'em- 
ployer entre  Russe  et  Français  :  chez  vous,  c'est-à-dire  entre 
Busse  et  Busse,  ou  bien  entre  Français  et  Français,  laissez 
l'Espéranto  de  côté,  si  bon  vous  semble.  »  Telle,  l'interposi- 
tion d'une  glace  fluorescente,  inutile,  même  gênante,  dans 
d'antres  circonstances,  rend  immédiatement  perceptibles  à  nos 
yeux,  leur  traduit,  en  quelque  sorte,  les  radiations  incapables 
de  les  impressionner  directement.  Le  surplus,  s'il  n'est  pas 
plus  impossible,  e/i  ^01,  que  l'évolution  d'où  la  langue  française 
est  sortie  par  la  fusion  des  dialectes  de  la  Gaule  avec  le  latin, 
l'allemand,  etc.,  n'est  qu'une  utopie  pour  de  longs  siècles 
encore,  et  ni  M.  le  D'  Zamenhof,  ni  ses  élèves  sensés,  n'y  ont 
jamais  versé. 
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II.  «  ...;  celle  langue  est  assurément  plus  simple  que  feu 
le  Volapûk  ...»  Les  hommes  compétents  s'accordent  à  dire 
que,  si  la  grammaire  du  Volapiik  est  déjà  bonne,  son  vocabu- 
laire est  horriblement  ardu,  détestable.  Sur  lui,  je  ne  sais  rien 
de  plus;  mais  il  est  notoire  que  sa  faveur  inouïe  d'un  moment 
a  promptement  fait  place  au  plus  lamentable  effondrement; 
mais  je  me  suis  assimilé  l'Espéranto  en  un  clin  d'oeil,  je  le 
vois  en  possession  d'un  terrain  dont  les  limites  s'écartent  sans 
Cesse,  maintenant  bien  au  delà  de  l'ancien  domaine  du  Volapiik, 
j'assiste  chaque  jour  aux  progrès  de  cette  diffusion,  s'accélé^ 
rant  partout  nonobstant  les  préjugés  si  tenaces  que  la  décon- 
fiture de  son  prédécesseur  a  soulevés  contre  toute- langue 
internationale.  Je  ne  puis  donc  hésiter  un  instant  à  prétendre 
que,  dans  le  passage  ci-dessus,  le  mot  infiniment  serait  de 
mise  au  lieu  à^ assurément, 

La  phrase  française  : 

«  Je  me  suis  permis  d'écrire  cette  lettre  en  (VolapOk, 
Espéranto)  parce  que  mon  secrétaire  russe  a  été  appelé  pour 
faire  ses  vingt-huit  jours  et  parce  que  j'ai  appris  que  le 
(Volapûk,  Espéranto)  est  déjà  fort  répandu  dans  votre  ville  », 

se  traduit  en  Volapiik  par  : 

ff  Edalob  obe  penôn  VolapUko,  bi  spodel  rusânik  oba 
pebûdom  al  plâg  m^ilitik  plo  vigs  fol,  e  bi  elilob  das 
Volapiik  binom  pepakôl  ya  levemo  in  zif  olik  » 

et  donne  en  Espéranto  : 

«  Mi  permesis  al  mi  skribi  tiiin  ci  leteron  espérante,  car 
mia  sekretario  rusa  estis  yokita  porfari  siajn  dndek-ok 
tagojn  de  militista  senrado  kaj  mi  sciigis  ke  Espéranto  jam 
estas  tre  vastigita  en  via  urbo.  » 

La  simple  comparaison  de  ces  deux  échantillons  permet  au 
premier  venu  de  dire  lui-même  de  quel  côté  se  trobve  tout  au 
moins  la  limpidité  intuiuve. 

III.  «...  elle  est  facile  à  apprendre,  du  moins  pour  nous 
autres  Latins....  n  La  facilité  de  TËsperanto  éclate,  extraor- 
dinaire, à  peine  croyable,  pour  qui  entend  l'explication  rai- 
sounée  de  dix  lignes  seulement  d'un  texte  quelconque.  Quant 
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à  celle  opinion,  çà  el  là  enracinée  a  priori,  que  les  côtés  néo- 
latins de  la  langue  la  rendent  difficile  pour  les  Européens  de 
races  non  latines,  elle  est  démentie,  non  seulement  par  la 
nationalité  russe  de  M.  le  D**  Zamenhof,  mais  encore  par  les 
déclarations  de  ces  Européens  eux-mêmes.  Voici,  en  efTet,  ce 
qui  m*a  été  écrit  tout  récemment  à  ce  sujet  (en  Espéranto, 
bien  entendu)  : 

1**  Par  M.  Josef  Socha,  Tun  des  intendants  de  M.  le  prince 
de  Lichstenstein,  à  Feldsberg  (Basse-Autriche)  :  «...  Je  suis 
un  Tchèque-Slave...,  c'est  en  t866,  pendant  un  stage  mili- 
taire, que  j'ai  appris  Texistence  du  beau,  du  facile  Espéranto. 
Au  bout  de  deux  mois,  je  correspondais  couramment  déjà 
en  Espéranto » 

1^  Par  M.  A.  Zinoviev,  ingénieur  à  Poltava  (Russie)  : 
f  ...  Une  lettre  en  Espéranto  écrite  à  un  Allemand  est 
presque  toujours  acceptée  et  déchiffrée. ...» 

3*  Par  M.  A.  Kofman,  à  Odessa  (Russie)  :  «  ...  Quant  à 
FEsperanto,  dont  rétude  exige  seulement  un  mois  ou 
deux,  son  acquisition  est  très  rapide  et  la  stupéfaction  iné- 
vitable. ...» 

4^  Par  M.  F.  Avilov,  professeur  dans  Pun  des  gymnases  de 
Tiflis  (Russie)  :  «  ...  Pour  acquérir  la  faculté  de  se  faire 
comprendre  en  Espéranto  par  la  parole  ou  par  récriture,  il 
suffit  de  deux  à  sept  jours  pour  un  sujet  connaissant  les 
racines  latines,  de  un  à  deux  mois  pour  ceux  qui  ne  savent 
aucune  langue  étrangère,  ce  dont  je  me  suis  convaincu 
par  expérience.  » 

5"  Par  M.  Hugo  Karlsten,  instituteur  populaire  (primaire) 
à  Jockmock  (Suède)  :  «  ...  Il  n'y  a  pas  longtemps  que  je 
connais  TEsperanto,  deux  mois  seulement.  Cependant^  je 
comprends  la  langue  presque  bien,  et  je  puis  écrire  faci" 
lement  des  lettres  avec  l'aide  du  dictionnaire  Espéranto. 
Très  facile  à  apprendre,  beau  et  pratique!  Quel  agrément 
de  pouvoir  correspondre  avec  un  espérantiste  d'un  pays  quel- 
conque! » 

6°  Par  M.  A.-W.  Magnusson,  officier  de  police  à  cheval,  à 
Stockholm  (Suède)  :  «  ...  Je  suis  un  homme  de  la  plus 
humble  situation  sociale,  et  je  ne  possède  en  tout  qu'une 
petite  instruction,  sans  aucun  savoir  linguistique.  Malgré 
cela,  j'ai  correspondu  avec  grand  succès  avec  des  Allemands, 
des  Russes,  des  Belges  et  des  Hongrois,  au  moyen  de  notre 
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chère  langue  Espéranto. . . .  Jamais  il  ne  m*e$t  arrivé  de  n'être 
pas  compris  par  mes  correspondants,  et  j'ai  toujours  compris 
leurs  réponses.  Ceci  est  merveilleux^  car  je  possède  mal  la 
grammaire  de  m,a  langue  maternelle,,,.  Je  crois  que  de 
telles  attestations  valent  mieux  pour  appuyer  vos  efforts  en 
faveur  de  Tidée  contre  les  sceptiques,  que  celles  des  personnes 
sachant  deux,  trois  langues,  ou  bien  versées  dans  la  gram- 
maire de  leur  langue  nationale....   • 

7«  1>QS.  femmes  enfin,  M"*  Bella  Siîssmuth,  à  Sôdertclje 
(Suède),  M"**  Ebba  Bergstrôm  de  la  même  ville,  Ëlisaveta 
Polkanova,  à  Koslroma  (Russie),  Elis.  Zilatef,  d'une  localité 
voisine  de  Tirnovo  (Bulgarie)  m'ont  fait  aussi  l'honneur  de 
m'écrire  en  Espéranto.  Cette  langue  n'étant  encore  employée, 
ni  dans  les  affaires,  ni  comme  luxe  de  l'éducation  féminine, 
il  en  faut  bien  coaclure  que  son  étude  est  facile,  méifte 
agréable,  jusqu'en  Suède,  en  Russie  et  en  Bulgarie, 

IV.  a  ...  le  même  cercle  vicieux  ...  :  Pourquoi  apprendre 
une  langue  que  personne  ne  sait  encore?  »  Je  riposterai  par 
cette  question  du  même  genre  :  a  Pourquoi  tel  industriel 
fabrique-t-il,  par  millions  quelquefois,  un  objet  que  personne 
n'a  encore  demandé,  que  personne  souvent  ne  connaît?  » 
Et  je  répondrai  :  Pour  cette  simple  raison  générale,  que  ce 
qui  veut  exister  doit  se  résigner  à  passer  par  un  corn,- 
mencement;  pour  cette  autre,  particulière,  que  l'Espéranto 
est  extraordinairement  facile,  qu'une  fois  appris  par  chaque 
individu,  mais  pas  avant,  elle  appartiendra  à  la  collectivité 
huoàaine  et  revaudra  aux  mêmes  individus  Jes  plus  éminents 
services.  Bénéficierons-nous  des  signaux  maritimes  télégra- 
phiques, etc.,  moyens  de  communication  intellectuelle  inter- 
venant aussi  dès  que  la  parole  ou  l'écriture,  même  en  fran- 
çais, allemand,  etc.,  deviennent  impraticables  ou  insuffisants, 
si  chacun  de  leurs  inventeurs,  de  leurs  premiers  adeptes, 
s'était,  au  lieu  d'agir,  barricadé  dans  ce  cercle,  autrement 
vicieux,  d'attendre,  pour  les  créer,  pour  se  familiariser  avec 
eux,  que  tout  le  monde  les  connût? 

Que  «  personne  »  ne  sache  l!Esperanto,  ne  le  pratique 
même,  par  la  plume  ou  par  la  bouche,  c'est  ce  qui  a  cessé 
maintenant  d'être  dans  le  vrai,  et  ne  cesse  plus  de  s'en  écarter 
à  très  grands  pas.  Pour  en  fournir  la  démonstration,  et  malgré 
ma  confiance  entière  dans  la  loyauté  des  chefs  du  mouvement 
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espérantiste  en  France  (que  maintenant  je  connais  personnel* 
lement  et  estime  infiniment),  je  ne  renverrai  pas  aux  faits 
rapportés,  innombrables»  à  l'appui  de  cette  dernière  assertion, 
dans  les  publications  de  la  propagande  espérantiste  :  je  me 
contenterai  de  citer  ceux  que  j'ai  pu  recueillir  moi-même. 

j'*  Ayant  ouvert  en  juin  dernier,  sur  TEsperanto  et  à  son 
aide  (car,  sans  lui,  l'aurais-je  pu  faire?),  une  enquête  dans  les 
lieux  où  le  français  ne  se  parle  pas,  cela  par  des  lettres  parti- 
culières et  des  annonces  insérées  dans  les  deux  journaux  de  la 
langue  [U Espérantiste,  publié  à  Épernay;  la  Lingvo  inter-- 
nacia,  rédigée  à  Upsala  (Suède),  imprimée  à  Szegzard  (Hon- 
grie)], j*aî  reçu  de  la  Russie  (Pologne,  . . . ,  Transbaïkalie, 
en  passant  par  la  mer  Noire,  le  Caucase  et  le  Volga),  de 
Y  Allemagne,  de  la  Basse-Autriche ,  de  la  Styrie,  de  la 
Bohême,  de  la  Suède,  de  la  Roumanie,  de  la  Bulgarie,  de 
V Italie,  de  V Espagne,  du  Portugal,  des  États-Unis,  de  r/5- 
lande,  plus  de  soixante  cartes  postales  ou  lettres  étendues, 
écrites  en  Espéranto,  et  à  toutes  j'ai  répondu  dans  la  même 
langue.  (Où  est  celui  qui  aurait  pu  faire,  à  chaque  unité  d'un 
groupe  de  correspondants  aussi  polyglotte,  Ib  gracieuseté  de 
lui  écrire  correctement  dans  son  idiome  national?)  Les 
pièces  de  cette  correspondance  m'arrivent  encore  chaque 
semaine;  toutes  portent  leurs  marques  d'origine  authentiques, 
et  je  me  ferais  un  plaisir  de  les  communiquer  à  qui  aurait  la 
curiosité  de  les  examiner. 

7."*  Voici,  de  ces  correspondances  et  traduits  en  français,  des 
extraits  qui  paraîtront  sans  doute  concluants  : 

«...  J'ai  sous  les  yeux  des  documents,  savoir  des  lettres 
qui  me  sont  venues  de  tous  les  points  du  monde,  de  beau- 
coup de  nations  (différentes),  et  la  vôtre  (en  particulier). ...» 
[A.-K.  Burenkov,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie).] 

f  ...  En  1897,  mon  collègue  Wagner  et  moi,  nous  avons 
reçu  la  visite  de  M.  Avilov,  professeur  au  premier  Gymnase  de 
Tijlis,  et,  comme  l'Ësperanto  était  la  seule  langue  connue  de 
nous  trois  à  la  fois,  nous  avons  été  forcés  de  V employer 
pour  causer  ensemble,  et  il  est  de  fait  que  les  choses  mar-^ 
chaient  tout  à  fait  bien,  . . . ,  cela  pendant  deux  jours. . . . 
Depuis  trois  ans  j'ai  écrit  (en  Espéranto)  à  près  de  ci/i" 
quante  étrangers,  et  de  tous  j'ai  reçu  des  réponses....  Je 
possède  des  lettres  venues  de  Reikiavik  (Islande),  de  Londres 
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et  de  diverses  villes  de  Suède,  de  Pétersbourg,  Moscou, 
Kiewy  Odessa,  à* Allemagne  y  de  Belgique  et  de  France 
{Paris,  Rouen,  Angers,  Lyon,  Épernay,  Thouars,  etc.), 
du  Portugal  et  de  VEspagne,  de  la  Suisse  et  de  V Italie,  .*., 
de  Tacoma   {États-Unis)^   de  Nouméa  {Nouvelle- Calé^ 

donie),  . . .,  de  Françaises,  Russes  et  Suédoises »  [Josef 

Socha,  à  Feldsberg  (Basse-Autriche).] 

«...  Deux  journées  passées  dans  la  maison  hospitalière  de 
MM.  Socha  et  Wagner  m'ont  pleinement  convaincu  que,  pour 
Tusage  oral,  TËsperanto  ne  donne  lieu  à  aucune  méprise, 
même  dans  son  état  actuel  très  peu  satisfaisant  où,  faute  d'un 
dictionnaire  complet,  chacun  de  nous  doit,  lui-même  person- 
nellement, créer  les  mots  pour  les  idées  originaires  et  com- 
binées.  Nous  avons  babillé  sans  difficulté  sur  la  littérature, 
les  travaux  champêtres,  le  sport  vélocipédique,  les  besoins 
quotidiens,  etc.  »  [F.  Avilov,  à  Tiûis  (Russie).] 

«  ••.  Il  m^est  souvent  arrivé  de  rencontrer  à  Odessa  des 
personnes  que  je  ne  connaissais  ni  de  nom,  ni  de  visage,  et  de 
constater  avec  surprise  qu'elles  savaient  parfaitement  TEspe- 
ranto...«  J'ai  eu  beaucoup  de  plaisir  à  lire  des  lettres  de 
Portugais,  Suédois,  Finlandais,,,.  »  [A.  Kofman,  à  Odessa 
(Russie).] 

«  ...  Je  possède  quelques  centaines  d'écrits  (en  Espéranto) 
(lettres,  cartes  postales,  etc.)  reçus  de  différents  pays  pen- 
dant les  trois  dernières  années. ...»  [Paul  Nylén,  à  Upsala 
(Suède).] 

a  ...  Dans  les  États-Unis,  comme  en  Russie,  j'ai  connais- 
sance de  beaucoup  de  cas  où  notre  langue  (l'Espéranto)  a 
rendu  des  services  aux  voyageurs..,.  »  [V.  de  Majnov,  à 
Scranton  (États-Unis).] 

«...  Grâce  à  TEsperanto,  je  corresponds  avec  beaucoup 
d'étrangers  {d*Allema/^ne,  France,  Russie,  Suède,  Italie, 
Amérique,  etc.).  »  [Hr.  Popov,  à  Tirnovo  (Bulgarie).] 

«  ...  Je  corresponds  en  Espéranto  depuis  1896,  et  j'ai  déjà 
reçu  de  très  nombreuses  correspondances  de  cent  cinq  espé^ 
rantistes  de  presque  tous  les  pays  de  V Europe,  du  Caucase, 
de  la  Sibérie,  de  la  Tunisie,  de  V Algérie,  du  Canada,  des 
États-Unis,  de  l'État  de  Grenade,  du  Brésil,  du  Chili,  de  la 
Nouvelle-Calédonie, ,  ,^  »   [R.  Sperl,  à  Leoben  (Autriche).] 
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«  ...  II  est  à  ma  connaissance  qu'il  y  a  beaucoup  d'espé- 
rantistes  en  Russie  et  en  Sibérie... ,  p  [A.  Nippa,  de  (llli> 
sible)  (Russie).] 

8  ...  Parmi  mes  connaissances,  il  y  a  une  personne  dans  le 
voisinage  de  Recel,  une  autre  dans  Vile  de  DagOy  prés  des 
côtes  de  la  Baltique,  avec  lesquelles  je  corresponds  en  Espe- 
raoto....  »  [H.  Stalberg,  à  Vezenberg  (Russie).] 

f  . . .  L'Espéranto  est  contkM presque  dans  toute  la  ville. . . . 
Pendant  cet  hiver,  je  fais  un  cours  d'Espéranto;  jeudi  dernier, 
jour  de  ma  deuxième  leçon,  mon  auditoire  ne  comprenait /?a« 
moins  de  quarante- trois  personnes  dont  sept  jeunes  filles 
et  une  dame. ...»  [J.-J.  SQssmuth,  à  Sôdertelje  (Suède).] 

«...  J'emploie  l'Espéranto,  depuis  plus  de  dix  ans  déjà,  à 
correspondre  avec  mes  amis  de  tous  les  coins  du  monde.. . .  » 
[R.-H.  Geoghegan,  vice -consul  de  la  Grande-Bretagne  à 
Tacoma  (Etats-Unis).] 

«  ...  Je  puis  vous  affirmer  qu'au  moyen  de  l'Espéranto  je 
corresponds  depuis  longtemps  déjà  avec  des  étrangers  de 
beaucoup  de  nationalités...,  »  [D""  Costa  e  Almeida,  à  Re- 
zende  (Portugal).] 

«  ...  Grâce  à  la  langue  internationale,  je  corresponds 
presque  avec  cinquante  personnes  d'autres  pays,  quoique, 
en  dehors  du  russe,  ma  langue  nationale,  et  de  l'allemand,  je 
ne  possède  aucune  autre  langue...,  »  [V.  Kurmanajev,  à 
Pétersbourg  (Russie).] 

a  ...  En  correspondant  au  moyen  de  l'Espéranto  avec 
des  Français,  Finlandais,  Polonais,  Russes,  Allemands, 
Tchèques^  Belges,  Américains,  Esthoniens  et  autres,  en  . . ., 
j'ai  été  forcé....  »  [P.  Ahlberg,  officier  de  police  à  cheval,  à 
Stockholm  (Suède).] 

«...  Moi,  un  Russe,  ne  sachant  aucune  autre  langue 
que  le  russe,  j'emploie  l'Espéranto  depuis  trois  ans  déjà 
pour  communiquer  avec  des  étrangers,  et,  de  cette  manière, 
je  corresponds  avec  V Espagne,  la  Hongrie  et  la  Suède .... 
Une  personne  de  ma  connaissance  a  voyagé  à  travers  la 
Finlande  et  la  Suède  à  l'aide  de  l'Espéranto  seulement, 
et  son  voyage  s'est  fait  avec  un  succès  complet. ...  »  [D«"  A. 
Vcitzlcr,  à  Saint-Kupjansk-Uslovoj  (Russie).] 
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A  ...  Je  corresponds  avec  des  espérantîstes  de  tous  les 
pays  du  monde,  quoique  ne  sachant,  en  dehors  de  l'Espé- 
ranto, aucune  langue  vivante  (que  le  russe).  Pendant  Tété 
passé,  j*ai  fait  un  voyage  le  long  du  Volga,  et  dans  toutes  les 
villes  de  cette  région  j'ai  visité  des  espérantistes  que  je  n^avais 
jamais  vus,  jamais  connus....  Nous  avons  employé  l'Espé- 
ranto exclusivement,  exactement  comme  s'il  eût  été  notre 
langue  maternelle.  Je  suis  professeur  et  écrivain.  Pendant 
les  dernières  années,  j'ai  collaboré  à  de  très  nombreux  jour- 
naux et  revues  au  dehors  de  la  Russie,  seulement  grâce  à 
l'Espéranto;  sans  l'Espéranto,  ceci  m'aurait  été  tout  à  fait 
impossible.  Dans  ma  localité  (partie  nord  du  gouvernement  de 
Jaroslav),  l'Espéranto  a  une  feule  d'amis,  non  seulement 
dans  les  villes,  mais  même  dans  les  villages....  »  [Ivan  Sir- 
jaev,  à  Selo-Vereteja  (Russie).] 

3°  Ici  même  enfin,  à  Dijon,  en  septembre  dernier,  M.  Lam- 
bert, mon  collègue  de  Philologie  à  la  Faculté  des  Lettres,  a 
reçu,  fort  inopinément,  la  visite  d'un  Suédois  de  Stockholm, 
dont  auparavant  il  ignorait  l'existence,  qui  avait  trouvé  ses 
nom  et  adresse  sur  l'Annuaire  de  la  Société  pour  la  propa- 
gation de  l'Espéranto,  et  qui  s'était  annoncé  par  ces  mots  en 
Espéranto  :  c  Doktorp  Krikortz  knracito  demandas  en  vi 
▼olas  permesi  al  li  yiziton  »  (Le  D**  Krikortz,  médecin, 
demande  si  vous  voulez  lui  permettre  une  visite).  Une  fois 
en  présence  de  l'étranger,  M.  Lambert,  initié  depuis  fort  peu, 
comme  moi-même,  à  l'Espéranto,  et  ne  l'ayant  pas  encore 
parlé,  se  souciait  peu,  par  crainte  de  trop  graves  accidents, 
de  l'inaugurer  cette  fois  impromptu  par  la  bouche.  Cepen- 
dant il  fallut  en  venir  là,  parce  que  ni  le  suédois,  ni  le  fran- 
çais, ni  l'allemand,  ni  ...  ne  purent  réussir  des  deux  côtés  à 
la  fois,  et  il  est  de  fait  que  les  choses  marchèrent  tout  à 
fait  bien,  comme  entre  MM.  Socha,  Wagner  et  Avilov,  à 
Feldsberg  {voir  ci-dessus).  Car,  de  a**  à  lo**  de  l'après-midi, 
puis  le  lendemain  matin,  le  médecin  suédois  et  le  professeur 
français  «  bavardèrent  comme  des  pies  »,  suivant  l'expression 
de  M.  Lambert,  sur  tout  :  voyages,  villes  d'eaux  de  la  Suède, 
neige  boréale,  Lapons,  politique,  affaire  Dreyfus,  enseigne- 
ment, photographie,  bicyclette,  cela  en  visitant  promenades, 
monuments,  musées,  en  dinant  chez  l'indigène,  en  choisissant 
une  chambre  pour  l'étranger  à  l'hôtel  de  la  Cloche,  en  l'em- 
barquant pour  Bourbon-Lancy,  etc. 
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Si  ceux  qui  liront  cette  lettre  ne  voient  rien,  c'est  évidem* 
ment  qu'ils  n'auront  point  d'yeux,  ou  bien  qu'ils  ne  voudront 
pas  les  ouvrir. 

Veuillez,  etc.  Charles  Méray, 

Correspondant  de  lintUtal  (Académie  des  Sciences), 
Professeur  de  Hethémetiques  à  rUniTer»Ilé  do  Dijon. 


M.  E.  Daporcq*  --  A  propos  de  la  question  1861  (1900, 
p.  432).  —  On  peut  remarquer  que  le  théorème  énoncé  n'est 
qu'un  cas  particulier  du  suivant  : 

Si  une  courbe  fermée  se  déplace  de  façon  à  toucher  une 
droite  fixe  en  un  point  fixe,  le  lieu  des  points  liés  à  cette 
courbe  et  dont  les  trajectoires  ont  une  aire  donnée^  est  un 
cercle,  dont  le  centre  est  le  centre  de  gravité  des  courbures 
de  la  courbe  envisagée. 

Il  suffît  de  remarquer  que  le  plan  mobile  est  entraîné  par  le 
roulement  sans  glissement  de  la  développée  de  la  courbe  envi- 
sagée sur  une  de  ses  tangentes.  Il  en  résulte,  d'après  un  théo- 
rème bien  connu,  dû  à  Steiner,  que  les  trajectoires  d*aire  donnée 
sont  engendrées  par  les  points  d'un  cercle,  dont  le  centre  est 
le  centre  de  gravité  des  courbures  de  la  développée;  or  on  sait, 
d'autre  part,  qu'une  courbe  et  sa  développée  ont  le  même 
centre  de  gravité  des  courbures.  On  pourra  consulter,  sur  ce 
sujet,  mon  Mémoire  Sur  l'aire  plane  balayée  par  un  secteur 
variable,  publié  en  1896  dans  le  Journ.  de  Math,  pures  et 
appliquées,  p.  443-65. 

M.  Ripert.—  ^  propos  de  la  question  1867 (septembre  igoo). 
—  Dans  l'énoncé  parfaitement  exact  de  ma  question  1855,  j'ai 
employé  une  très  mauvaise  terminologie  que  je  voudrais  faire 
disparaître.  J'avais  perdu  de  vue  que  l'expression  triangles 
triplement  homologiques  est  usuelle  dans  un  tout  autre  sens 
que  celui  que  je  lui  ai  donné. 

Rectifier  ainsi  l'énoncé  : 

a  Montrer  qu'elle  comporte  deux  groupes  de  trois  triangles 
ayant  deux  à  deux  même  centre  d'homologie,  deux  groupes 
de  trois  triangles  et  un  groupe  de  quatre  triangles  ayant  deux 
à  deux  même  axe  d'homologie  et  beaucoup  d'autres  pro- 
priétés ....  » 
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SOLUTIONS  DE  OUKSTIONS  PROPOSÉES. 


Question  525. 

(1860,  p.  sS4.) 

Soient  x^yX^y  . . .,  Xn,  les  racines  d'une  équation 

/(^)  =  o, 

que  nous  écrirons  sous  la  forme 

(«0,  <ïi,«î,  ...,an)(ar,  i)«  =  o. 
Posons 

oii/'  cj^  la  dérivée  de  f;  démontrer  que  la  forme 

^  =  (  Ao,  A,,  A„  . . . ,  A,«_0  (a?,7)>«-S 
e5<  M/i  covariant  de  la  forme 

(«0,«l,«8,  •.•,««)(a?,r)''       (*)• 

(MiCHAEL   ROBBRTS.) 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Boulanger. 
Soit  la  forme 

f(Xyy)  =  aoa?»-+-/iaia?'*-»^H — ^^^aja?"-*^*-*-. . 

-h  nan-ixy''-^  -\-  an^", 

ou,  avec  la  notation  abrégée  de  Cayley, 


(•)  L*énoncé  des  Nouvelles  Annales  est  incorrect;  il  doit  y  avoir 
alternance  de  signe  des  A.  L'énoncé  transcrit  ici  est  exact. 
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Tout  covariant  ^{Xyjr,  a«,  ai,  - ..,««)  de/  vérifie  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles 

y-"  dx  àai  dat  da^  '  dan 

109  d9  do  dfp 

Réciproquement,  si  la  fonction  entière  <p(^,  J^,  ao,  ...^aji), 
homogène  séparément  par  rapport  aux  variables  et  aux  coeffi- 
cients, satisfait  identiquement  aux  équations  (i),  elle  sera  un 
covariant  def{x,}r).  (Gayley,  i855;  voir  la  démonstration  de 
Brioschi,  Annali  di  Afatematica,  i858.) 

Soit 

?  =  k^xP  -^pKxXP-^y  -f-  P^P^^^  Ktxf*-*y*  H-, . .-+-  ApjrP^ 

cette  fonction  où  les  A  sont  de  formes  de  même  degré  en 
oo,  ai,  . . .,  a^;  la  condition  de  vérification  du  système  (i)  en 
^r  J»  ^ot  ^1)  '"y  <^n  équivaut  à  celle  du  système  suivant,  en 

J         dA;y,       ,         .      àXffi  à\,n  A 

(/n  =  o,  1,2,  ...,/>). 

Ces  propriétés  rappelées,  le  théorème  à  établir  est  immédiat. 
Soit 

/(Xy  î)  =  ao(x  —  Xi)  {x  ^  Xt).  .  .(x  —  Xn); 

comme 

/'(xi,  I)—  a«(a?/  — ar,)...(ar/  — a:/-,)(a?/  — ar/^.,)...(a?/— a?«), 

les  coefficients  de  la  forme  f  de  Ténoncé  s'écrivent 

comme  m^in — 4i  1^  fonction  symétrique  entière  mise  en 
évidence;  où  chaque  racine  a  pour  exposant  maximum  2/1  —  4> 
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^^^  à     t«-4   prés,    une    forme    de   degré    (an  —  4)   «"   «oi 

«I,  . . .,  a,,;  A,„  est  donc  une  telle  forme. 

Il  suffit  dès  lors  de  vérifier  que  les  A«,  vérifient  les  équa- 
tions (2),  A  cet  effet,  utilisons  la  substitution 

qui  transforme  la  forme  (ao,  ai,  . . .,  ««)(3r,  J^)"  en  la  forme 
(ai,a;,  ...,a;,)(a?',y)«,  avec 

(3)     aj  =  a,-t- taz-i^H-^^i^^— ^a/_iA*H-..,-f-*aiA'-*-hao/i' 
(i  =  o,  1,2,  ...,/i). 
Pour  cette  nouvelle  forme,  on  a 

A/n(ai,«|,  .-M  «n) 

â7'|,  â7',,  . . .,  rr',^  étant  les  racines  de  (a'o,  a,»  . .  .|  ali)(:r',  i)  =  o, 
c'est-à-dire  Xx  —  h^Xi —  A,  ...  ;  donc  la  relation 

A/«(a'o»«ii  •••»«») 

sera,  après  remplacement  des  a\  par  leurs  valeurs  (3),  une 
identité  en  A;  si  Ton  développe  le  premier  membre  par  la  for- 
mule de  Taylor  en  regardant  ai  comme  valeur  initiale  de  a\, 
on  reconnaît  immédiatement,  par  Tidentification  des  termes  du 
premier  degré  en  A,  que  les  A^  vérifient  la  première  série  des 
équations  (2). 

La  seconde  série  des  équations  (2)  sera  évidemment  vérifiée 
si  l'on  démontre  que  l'échange  dans /(a?,  j^)  des  coefficients 
équidistants  des  extrêmes  échange  entre  eux  dans  cp  les  coeffi- 
cients A  équidistants  des  extrêmes.  Or  la  substitution 

^  =y»     y  =  ^' 

transforme  f{x^y)   en   (a„,  a»-!,  ...,  «1,  ao)(a?',>'),   forme 
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pour  laquelle  on  a 


«(n  — 1\ 


=  A,ta_4,_a,(ao,  a,,  ....a/,). 

Le  théorème  est  donc  établi. 

OUBSTIONS. 


1901.  Sur  une  biquadratique,  il  existe  seize  points  où  le 
plan  osculateur  à  cette  courbe  la  suroscule  et  ces  seize  points 
sont  à  rintersection  de  la  biquadratique  avec  les  faces  du 
tétraèdre  ayant  pour  sommets  les  sommets  des  quatre  cônes 
du  second  degré  passant  par  la  biquadratique. 

(H.  LÉAUTÉ.) 

1902.  Si,  par  une  génératrice  quelconque  de  Tun  des  quatre 
c6nes  du  second  degré  qui  passent  par  une  biquadratique,  on 
mène  les  quatre  plans  tangents  à  cette  courbe,  les  quatre  points 
de  contact  sont  dans  un  mén^e  plan,  (II.  Léauté.) 

1903.  Si  Ton  considère  les  courbes  tracées  sur  une  même 
quadrique,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  courbes  quel- 
conques, tangentes  à  une  même  biquadratique,  est  constant 
lorsque  ces  courbes  appartiennent  à  un  faisceau  tel  qu'elles 
ne  coupent  la  biquadratique  qu'en  deux  points  variables. 

(H.  LÉAUTÉ.) 

1904.  Si  Ton  considère  quatre  plans  osculateurs  à  une 
biquadratique  en  quatre  points  situés  dans  un  même  plan, 
leurs  quatre  autres  points  d'intersection  avec  la  courbe  sont 
aussi  dans  un  même  pian.  (H.  Léauté.) 
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1905.  Lorsque  les  côtés  d'un  polygone  inscrit  dans  une 
biquadralîque  parcourent  des  quadrîques  ou  des  quadricuspi- 
dales  fixes,  le  dernier  côté  décrit  une  quadrique  ou  une  qua- 
dricuspidale  suivant  que  le  nombre  de  côtés  qui  parcourent 
des  quadriques  est  impair  ou  pair.  (H.  Léaute.) 

1906.  Par  un  point  d'une  biquadratique,  on  peut  mener 
neuf  plans  osculateurs  à  cette  courbe  (sans  y  comprendre  le 
plan  osculateur  au  point  choisi);  les  neuf  points  d'osculation 
ainsi  déterminés  sont  trois  à  trois  situés  dans  trois  plans  pas- 
sant par  le  point  donné.  (H.  Lbauté.) 

1907.  Si,  par  Tune  des  génératrices  d'une  quadrique  passant 
par  une  biquadratique,  on  mène  les  quatre  plans  tangents  à 
cette  courbe,  les  quatre  points  de  contact  sont  fixes  quelle  que 
soit  la  génératrice  choisie  sur  la  quadrique  considérée. 

(H.  Lbauté.) 

1908.  Un  point  matériel  est  sollicité  par  une  force  centrale 
qui  est  fonction  de  la  distance  du  point  au  centre  fixe  et  est 
exprimée  par /(r)  :  démontrer  que  le  rayon  de  courbure  des 
courbes  tautochrones  pour  ladite  loi  de  force  est  donné  par 
la  formule 

après  avoir  posé 

To  étant  le  rayon  vecteur  correspondant  au  point  de  tauto- 
chronisme.  (,Vittorio  Nobile.) 

1909.  On  compare  à  un  thermomètre  centigrade  un  autre 
thermomètre  marquant  aussi  o**  et  ioo°  dans  la  glace  fondante 
et  l'eau  bouillante,  mais  gradué  de  telle  sorte  que,  quand  on 
passe  de  8"  à  6  -4-  i",  le  volume  Vo  s'accroît  d'une  fraction  con- 
stante p,  non  du  volume  à  o°,  mais  du  volume  à  0^  Quelle  est 
la  température  centigrade  t  d'un  milieu  pour  lequel  la  lecture 
sur  le  second  thermomètre  dépasse  de  T  la  lecture  faite  sur  le 
premier?  (Lémeaay.) 
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Tome  VIII.  —  Année  1901. 

PRIX    POUR    UN    AN    (l2    NUMEROS) 

Paris,  7  fr.  —  Déparlemenls  et  Union  postale,  8  fr.  50. 
(/n  numéro  spécimen  est  envoyé  sur  demande. 


WM.Laisant  et  Lemoine  ont  c\i  l'idcc  de  mettre  en  rapport  scienli(j(|«e  les 
tiiathématiciens,  au  moyen  d'un  organe  international  dont  le  titre,  l'Inter- 
iii  DiAiRB  DBS  MATHÉMATICIENS,  indique  le  but.  Ce  recueil  mensuel  n'admet 
i  autres  articles  que  des  questions  posées  par  les  mathématiciens  à  leurs 
•ffllègues,  soit  pour  en  indiquer  l'intérêt  général,  soit  pour  les  besoins  de 
Jeurs  recherches  personnelles,  et  les  réponses  à  ces  questions.  La  Mathématique 
est  si  vaste  maintenant  que  nul  n'en  connaît  complètement  même  une  des 
ijranches  et  qu'une  question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de 
premier  ordre,  si  ce  détail  sort  du  cadre  de  ses  études  ordinaires,  tandis 
. qu'elle  ne  serait  qu'un  jeu  pour  «n  autre. 

Oetlc  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dès  que  les  rédac- 
teurs se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  forme- 
raient les  premiers  numéros,  et  de  les  communiquer  autour  d'eux,  pour  avoir 
'/uelques  réponses  dès  Torieine,  ils  ont  trouvé  un  accueil  qui  a  dépassé  leurs 
•;-pêrances  les  plus  optimistes;  sa  liste  des  correspondants  ellectifs  du  journal, 
ii-ie  déjà  longue,  comprend  les  noms  de  membres  de  l'Institut,  et  d'un 
;;ran(i  nombre  de  géomètres  connus,  mêlés  à  beaucoup  d'autres  moinsen  vue, 
car  le  but  et  l'essence  même  de  {'Intermédiaire  des  mathématiciens  csi 
J  être  utile  à  tous  ceux  qui  cultivent  la  Mathématique,  L'idée  était  si  nou- 
w'Ue  que  les  rédacteurs  de  V Intermédiaire  n'ont  dû  viser  que  des  débuts 
frès  modestes,  puisque  le  prix  annuel  de  ('abonnement  n'est  que  de  7  francs 
jour   Paris,  8  fr.  5o   pour  la   province  et  les  pays   de  l'Union   postale. 

<  >n  peut  adresser  les  questions  et  communications  soit  à  M.  Laisant,  if)2, 
.j venue  Victor-Hugo,  soit  à  M.  Lemoine,  32,  avenue  du  Maine,  soit  à  M.  Ed. 
\Jriillet,   II,  rue  de  Fonteoay,  à  Bourg-hi- Reine. 

Chacune  des  années  précédentes  se  vend 7  fr. 


Digiti 


zedby  Google 


TABLE  DES  MATIÈRES 


•>••*« 


Janvier  4904. 

Pages. 

[L'7a].  —  Sur  la  drlermination  des  foyers  (1rs  coniques  {E.  Cc- 
sàro) I 

|L'17d|  [M^5].  —  Tétraèdres  variables  liés  à  des  quadriqu^es  el  à 
des  cubi<iucs  <(aiirhes  (G.  Vontené) lo 

|F4a].  —  Démonstration  directe  du  théorème  d'addition  de  la 
fonction  elliptique  ^^{jr)  [F..  lagf^i) i  j 

[D4a].  —  Relations  entre  le>  zéros  et  les  coefficients  d'une  fonc- 
tion entière  {E ,  Jas^gl) i(» 

[R6aa].  —  Démonstration  du  ihéorème  des  travaux  virtuels 
(  Gatlian) •»(> 

[A3k].  —  Nouveau  procédé  de  résolution  de  l'équation  du  qua- 
trième dej;ré  (  Tsurnichi  Ilayaski) •>(> 

(icrlificats  d'études  supérieures  (Session  de  juillet  i8()C)j;  solutions 
(  A  If  (liber  t  ) ' iS 

Concours  général  de  .\Iathémali(jues  spéciales  de  hjoo;  solution 
(  Callot  ) il 

Corres[)ondance  :  MM.  Mèray  (sur  l'Iilsperanto),  Duporcfj  (sur  la 
que'-tinn  1801),  llipert  (sur  la  (|ue<non  18(i7; '3  i 

Solutions  de  questions  proposées  :  V>^,\  (.1.  lionlans^rr  ) î  | 

Questions  :  1901-1900 î; 

SUPPLKMKNT.  Chronique.  Bulletin  bihlioirraphiqiie. 


Seront  prochainement  publiés  les  articles  «uivants  : 

G.  FoNTENK.  —  Sur  la  question  du  preniicr  concours  des  «  Nouvrilc» 
Annales  »  pour  i()oo. 

L'abbk  Issaly.  -     Ktinic  sur  les  f)seudo-surf;»rcs. 

K.  Iagoi.  — Sur  les  notions  de. fonction  complète  et  de  fonction  périd- 
diquc. 

E.  Iaugi.  —  Sur  les  sul)stitulions  à  une  variable  et  les  fonctions  qu'clh^ 
laissent  invariables. 

E.  LvNDAr.  —  Noie  sur  les  nond)res  premiers. 


29G87         l'nrlg.  —  Ifnpritneric  GAI  THIKK  VILLAttS,    quni  des  Grands  Augustins,  f>5. 

Le  Gérant  :  Gautiiii-r-Villars. 
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mî  LETTRE  DE  M 


A  la  séance  de  clôture  du  Congrès  internafional  des 
Mathématiciens,  le  ii  août  1900,  je  proposai,  d'acconi 
avec  quelques  Collègues,  l'envoi  du  iclcp^ramnie  suivant  à 
M.  Ch.  Hermite.  président  d'honneur  du  Conférés,  et  qui  se 
trouvait  alors  à  Saint-Jean-de-Luz  : 

Le  Congrès  international  des  Mathématiciens  envoie 
l'expression  de  son  admiration  et  de  sa  sympathie  res- 
pectuense  an  géomètre  illustre  qui  honore  son  pays  et 
le  monde  seientifiqne  entier,  par  son  tahnit  aussi  bien 
que  par  son  caractère. 

C'est  unanimement  (|ue  les  Mathématiciens  de  toutes 
les  nations  forment  pour  .Monsieur  Ileruiite  les  vœux  les 
plus  sincères  de  bonheur  et  de  santé. 

L'envoi  propose  fut  voté  par  acclamations,  et  le  téléfjramnic, 
qui  figurera  sans  aucun  doute  dans  les  Comptes  rendus  du 
Congrès,  fut  adressé  aussitôt.  En  faisant  cette  proposition,  je 
n'avais  eu  d'autre  mérite  que  de  traduire  en  quelques  mots  la 
pensée  de  tous  nos  Collègues,  je  j)Oiirrais  dire  la  pensée  una- 
nime de  tous  les  matliématiciens,  présents  ou  non;  car  tous 
vénèrent  à  juste  titre  l'homme  illustre  chez  lequel  le  génie  et 
la  bonté  sont  liés  si  intimement. 

L'initiative  que  j'avais  prise,  et  qui,  à  mon  défaut,  aurait  été 
prise  par  un  autre,  me  semhiait  chose  toute  naturelle.  Ce  n'est 
donc  pas  sans  une  véritable  surprise,  mêlée,  je  dois  le  dire, 
d'une  sincère  émotion,  que  j'ai  reçu  dans  les  premiers  jours 
de  janvier  la  lettre  qu'on  va  lire.  Bien  qu'elle  ait  un  caractère 
tout  intime,  j'ai  cru  devoir  demander  à  M.  Hermite  la  per- 
mission de  la  publier  dans  les  Nouvelles  Annales;  sur  mes 
instances,  il  a  consenti,  avec  sa  bienveillance  habituelle. 

Si  j'ai  sollicité  cette  autorisation,  malgré  le  caractère  beau- 
coup trop  élogieux  de  certains  passages  en  ce  qui  me  con- 
cerne, c'est  qu'à  mon  avis  cette  lettre  honore  beaucoup  plus 

Ann.  de  Mathénidt..  V  série,  t.  I.  (l'ésrier  nioi.)  \ 
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l'auteur  que  le  destinataire;  c'est,  en  second  lieu,  parce  qu'elle 
contient  en  des  ternies  excellents  une  réponse  adressée  aux 
membres  du  Congrès,  plutôt  qu'à  moi  personnellement.  Il  m'a 
semblé,  enfin,  qu'on  ne  lirait  pas  sans  plaisir  cette  manifesta- 
tion du  grand  géomètre,  dans  le  même  recueil  précisément  où 
le  jeune  Charles  Hermite,  candidat  à  l'Ecole  Polytechnique, 
publiait  en  i84>^  des  articles  portant  déjà  l'empreinte  d'un 
génie  naissant.  C.-A,  Faisant. 

Voici  le  texte  de  la  Lettre  de  M.  Ilermite  : 

Paris,  3  janvier  1901. 
JMONSIEUR, 

J'ai  à  reinplii"  envers  vous  un  devoir  de  conscienee  et 
de  eœiir  que  j'ignorais  jusqu'ici,  que  lien  ne  m'avait 
révélé,  et  (|u'une  Lettre  rérente  de  M.  J.  Duràn  Loriga 
vient  seulement  de  m'apprend re.  Au  mois  d'aoïit  der- 
nier, un  télégramme  [n'est  parvenu  à  Saint-Jean-de-Luz, 
envojé  par  le  Congrès  matliéniatique  réuni  alors  a  Paris, 
qui  m'a  comblé  de  joie,  qui  a  lait  l'orgueil  et  le  bonheur 
de  tous  les  miens,  en  m'apportant  les  félicitations  di?s 
membres  du  Congrès,  (ît  rappelant  ma  vie  de  travail  en 
termes  trop  bienveillants  et  que  je  voudrais  avoir  mé- 
rités. Qui  avait  provoqué  et  obtenu  |)our  moi  un  témoi- 
gnage si  précieux  d'estime,  au-dessus  de  toutes  les  récom- 
penses? Je  viens  de  l'apprendre,  Monsieur,  et  je  ne  puis 
dire  quelle  satisfaction  je  ressens  à  vous  en  remercier 
sincèrement,  bi<Mi  cordialement,  comme  du  couronne- 
ment de  ma  carrière. 

Vous  avez  traversé  les  orages  de  la  politique,  vous 
avez  connu  les  passions  des  pervers,  les  folies  des 
insensés,  la  lâcheté  des  honnêtes  gens;  vous  avez 
cruellement  soullert  du  mallieiu*  des  circonstances;  et 
je  doute  (|ue  vous  ayez  jamais  été  eflleuré  par  le  regret 
i\n  passé,  en  revenant  à  votre  vocation  mathématique 
et  aux  inspirations  de  votre  beau  talent  poiu'  l'Analyse. 
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Je  n'aî  jamais  eu  l'honneur  (1(îs  liitu^s,  des  lronI)I(*s 
(|ui  soiil  le  pai'ta«;e  des  hommes  poliiicuKvs^  ma  vie  a  été 
luujoiirs  tratiquUle,  mais  iioii  indilTéreiile  au  pays;  et 
c'est  avec  le  respect  du  eourage  dans  le  eomhal,  des 
eÛ'orls  pour  le  servir,  des  tristesses  et  des  amertumes 
qu'on  y  rencontre,  que  je  vous  renouvelle  mes  remer- 
ciements pour  un  généreux  coucou is  donné  à  un  algé- 
brîste  au  tei-me  de  sa  carrière,  en  vous  oiTi-aut  T hom- 
mage de  ma  sympathie,  de  ma  reconnaissance  et  d(^  mes 
sentiments  entièrement  dévoués. 

Ch.  Il kr mite. 

Les  lignes  qui  précèdent  étaient  déjà  lîvré(îs  à  Tini- 
pressîon  (|uand  m'est  arrivée  la  donloiireuse  nouvelle 
de  la  mort  du  grand  géomèlie,  de  riiomme  exc<"lhînt 
qui  sera  pleuré  par  tous  les  mathématiciens. 

La  Lettre  qu'on  vient  de  lin?  est  sans  don  te  Tune  des 
dernières  qu'il  ait  écrites,  la  dernièie  peut-être;  et  elle 
prend  par  cela  même  nne  valeur  d'autant  pins  grande. 
On  y  trouve  la  marque  des  deux  v<;itns  (|ui  l'ont  carac- 
térisé surtout,  et  qui  conlrihut^ront  autant  que  son  génie 
à  riionnenr  de  sa  mémoire  :  la  l)on(é,  la  modestie. 

Ce  n'est  |)as  sans  un  seriement  de  cœui*  que  je  me 
rappelle  la  vi.»»it(*,  toute  récente,  que  je  lui  ai  icndue  à 
celte  occasion  et  qn<;  je  ne  sonpconnais  pas,  hélas,  devoir 
être  la  dernière.  Il  sonfi'rait  nn  peu,  était  oppressé,  me 
disait  :  «  Je  suis  au  bout  de  ma  carrière,  mais  je  n'ai 
»  pas  à  me  plaindre;  on  m'a  toujours  gâté;  j'ai  tra- 
»   vaille,  mais  j'aurais  pu  faire  davantage.    » 

Puis,  il  se  mettait  à  évof|uer  les  anciens  souvenirs, 
se  reportait  au  temps  où  il  m'interrogeait  comme  can- 
didat à  TEcole  Polytechnique,  me  lappelait  qu'il  avait 
eu,  ainsi  cpie  moi,  pour  professeur,  un  homme  de 
grande   valeur   intellectuelle  i;t  morale,  (rcrono,  pour 
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lequel  nous  avions  une  vénéralion  commune.  Ensuite, 
il  me  faisait  part,  avec  une  netteté  et  une  lucidité 
remarquables,  de  ses  idées  sur  renseignemeni ,  qu'il 
aurait  voulu  voir  clarifié  et  simpliOé. 

Enfin,  comme  je  sollicitais,  ainsi  que  je  Tai  dit  plus 
haut,  l'autorisation  de  publier  sa  Lettre  :  «  J'aurais 
»  mauvaise  grâce  à  vous  la  refuser,  me  répondit-il  ; 
»  mais  ne  me  mettez  pas  en  avant;  je  ne  veux  prendre 
))  aucune  initiative,  faire  aucune  manifestation  ;/<?  ^>I5 
»  dans  mon  frotta  entouré  d'affections,  heureux  en 
»  .somme,  mais  je  ne  suis  plus  bon  à  rien,  et  je  n'ai 
»  qu'à  garder  le  silence.  Dites  donc  bien  que  ma  Lettre 
»  était  tout  intime,  et  que  je  me  suis  borné  à  vous 
»   donner  un  consentement.    » 

Quoi  qu'il  pût  penser  et  dire,  le  Maître  qui  parlait 
ainsi  (kait  bon  à  servir  d'exemple  aux  hommes  de 
science,  et  surtout  à  ceux  qui  sont  arrivés  à  la  gloire. 
11  montrait  que  chez  ceux  qui  ont  le  cœur  haut  placé, 
la  bienv(îillan<îe  est  conciliable  avec  le  talent;  que 
pour  le  vrai  savant,  la  seule  passion  doit  étie  le  culte 
de  la  vérité,  que  les  préoccupations  personnelles  dis- 
paraissent, que  Tesprii  d'intrigue  et  de  critique  acerbe 
est  haïssable. 

Même  disparu,  il  nous  donnera  longtemps  encore  ces 
fortes  leçons  morales.  11  les  donnera  également  aux 
jeunes  générations  qui  nous  suivent,  lorsqu'elles  étu- 
dieront non  seulement  ses  œuvies,  mais  sa  vie. 

Ce  n'est  pas  le  litîu  ni  le  monumt  d'essayer  de  la 
retracer  ici.  Certains  tableaux  sont  trop  grands  pour 
se  prêter  à  des  réductions  semblables.  iNIou  seul  but  a 
été,  sous  le  coup  de  la  douloureuse  annonce  de  la  mort 
(le  M.  Ilermite,  de  payer  un  modeste  tribut  d'admira- 
tion et  de  respect  à  Tune  des  figures  contemporaines 
dont  la   Science  et   la  France  ont   le   droit  de   s'enor- 
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gucillîr.  Que  sa  famille  le  sache  l)ic'ii  :  ranitclion  où 
elle  est  plongée  ist  parlagée  par  les  savants,  sur  toute 
retendue  du  globe;  et  la  mémoire  de  celui  qui  vient  de 
nous  être  enlevé  restera  justement  l'objet  de  Tadmira- 
lîon  générale.  Puisse  celte  pensée,  chez  ceux  qui  le 
pleurent,  être  un  adoucissement  de  leur  peine! 

(i.-A.  Laisv.nt. 


[06] 
ÉTLDE  SLR  LES  PSEIDOSLIIFICES,  E\  (iÉ\ÊKAL,  ET 
SUR   m  EXEUPLB    PARTICILIER    DE    PSELDOSUK- 
FACES  MIMNA; 

1*AR    M.    LABBK    ISSALY. 


L'exemple  auquel  Télude  générale  que  nous  avons 
en  vue  doit,  en  (pielque  sorte,  servir  de  cadre  est  celui 
d*un  pseuflo-hélicoïde  ^Siuchc^  très  voisin  de  l'hélicoide 
à  plan  directeur  ordinaire. 

Bien  <pi'un  pareil  lieu  ne  puisse  pas  être  représenté, 
à  la  manière  des  surfaces,  par  une  équation  en  Uutnes 
finis^  il  peut  l'ùlre  toutefois,  anal^tiquement,  par  trois 
équations  dinérenlielles  simultanées,  et  géométrique- 
ment, par  les  réseaux,  tous  réels  et  inlégrables,  de  ses 
lignes  de  courbure,  de  ses  lignes  asymptoti(|ues,  géodé- 
siques,  etc. 

Comme  il  sera  prouvé,  notamment,  que  les  premières 
de  ces  lignes  sont  obliques  entre  elles,  tandis  que  les 
secondes  sont  rectangulaires,  nous  pouvons  en  conclure 
(eu  égard  à  nos  recherches  antérieures)  que  le  nouveau 
lieu  est  une  pseudo-surface^  d'abord,  et,  plus  stricte- 
ment, une  pseudo-surface  mi/ditia. 
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(  ^i  ) 

Allant  |)liis  loin,  nous  fiîroiis  voir  ï|ue,  dans  liî  sens 
liahitiiel  «lu  mol,  noire  pseiiclo-lièlicoïli»  osl  rîgonrruse- 
nicnl  api)I icdhla  i^uv  Uï\i\  al  vsséidr  qu'on  aurail  deforniée 
en  ailcranl  (ooninie  pour  lui,  du  n*£U*)  la  loi  de  varia- 
lion  iniinitésiiuale  de  ses  rayons  v<'Clenis,  sans  cepen- 
danl  nuire  en  rit^n,  clio'^e  possible,  à  rorlliogonalilé 
iniliale  de  ses  li«;nes  de  eoinhure. 

Mais,  pour  Irai  1er  avee  |)lcin  sueeès  un  sujet  si  inu- 
sité, il  nous  paraît  opporlnn  d'en  l'aire  eoninie  le  eenlre 
d(;  loul  un  en^eniîjle  d(î  formules  ex(dusi>enient  em- 
pruntées à  ee  (jue,  par  extension,  on  peut  nommer  la 
ihcoric  (h's  p.setulo^surfaces  (*  ). 


DKKINIÏIONS    ET   FORMILKS    RICI.ATIVKS   A    I.A    TUKOIUK 
I)KS     PSlitDO-SrHFACKS. 

Coordonnées  rectangulaires. 

\.  Elant données  dtMix  séries  de  eoui'hes  (.v),  (/), 
variables  de  forun*  <»l  de  position,  mais  assujellies  à  se 
reneonlrer.  aux  inliniment  pelits  du  deuxième  ordre 
près,  nous  avons,  dès  1888,  démontré,  dans  le  Ihdletin 
(le  la  Société  Mathamatiiiue  de  France,  qu'un  tel  lieu, 
dit  pseudo-surface^  non  seulement  possède  les  pro- 
priétés fiuidamenlales  des  surfaees,  mais  eneore  les 
{^énéialise  notablement.  Ainsi  (îii  est-il,  par  exemple, 
pour  tout  ee  qui  a  Irait  à  la  normale,  aux  plans  soit 
tan[;ent,  soit  oseulateur,  à  l'indicatrieiî,  aux  lignes 
reniai  qua  1)1  es  de  toute  espèee,  ele. 


(';  Luc  uiiulyse  très  succinole  de  ce  Iravail  a  ôlc  présentée  par 
l'anlour,  dans  ia  séance  du  9  aoiH  ij)'»).  au  Congres  des  ^îalhcîna- 
ticicns.  réunis  en  Sorixjnnc  (Seclion  de  (iconiélric). 
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Ceci  rappelé,  soient,  d'une  part,  T^  le  trièdre  irîree- 
Langle  (ixe  de  référence  et,  d'autre  part,  MXYZ  ou  T, 
le  irièdre  mobile,  supposé,  lui  aussi,  jusqu'à  avis  con- 
traire, Irirectangle.  Soient  en  oulre  rt,  è,  c,  «',  ..., 
les  cosinus  directeurs  des  arêtes  de  ce  second  trièdre. 
jNous  admettrons  comme  établi  géoniétriijucnient  le 
système  de  relations  différentielles  {Nouvelles  Annales 
de  AîafhémntiqueSf  p.  3o;  1900)  : 

da 
-   ~  a  r  —  a  a. 


CI)  '  —  =  a  p  —  ai\ 

Os  * 

da' 

—  -^arj-ap, 

ainsi  que  son  analogue,  relatif  à  la.  variable  5'.  Des  deux 
réunis  on  déduit  aussitôt 

I  p  —^La"---  —  —  2:  a—  :» 
i  '^  ds  Os 

I  V,      ^^^''  ^    nàa 

|^--«  ./ -=--«;;.' 

Os  Os 

^  ds  Os 


Au  moyen  de  ces  valeurs,  il  devient  facile  de  former, 
eu  coordonnées  rectangulaires,  du  moins,  les  équations 
des  diverses  lignes  remarquables  d'une  ps(nulo-surface^'', 
tangente  l\  Torigine  M,  au  plan  mobile  des  XY,  à  savoir 

i3;  p  ds'^  {q -^  p)dsds -\- q' ds'  — o         (lignes  de  courbure), 

(4)      — q  ds--^{p  —  q' )ds  ds' -^  p' ds'^  =  o         (lignes  asymptotiques), 
{Y)  do    -r-  rds  -4-  r' ds'  —  o         (lignes  géodésiques). 

On  passera  d'ailleurs   au  cas  des  siu'faces  en    intro- 
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(  56) 
tliilâaiil,^dans  les  deux  premières,  la  condilioii  connue 
P  +  q'-^^o. 

Mais  ici  une  queslion  se  présente  :  Est-il  possible  de 
distinguer  les  pseudo-sui faces  entre  elles,  comme  on 
distingue  les  surfaces,  et,  consécjuemment,  de  déter- 
miner avec  netteté  les  lignes,  ou  asjmptotiques,  ou  géo- 
dési(jues,  etc.,  propres  à  chacune?  Oui,  on  le  peut.  Il 
suffit  pour  cela  de  mettre  à  profit  l'indépendance  origi- 
nelle (')  des  arcs  (h,  tls' ^  et  de  poser,  à  Texeniple  de 
Gauss, 

(6)  ds  ■—  A  du,         ds  —  X'du\ 

formules  dans  lesquelles  A  cl  A'  désignent  des  fonctions 
données  de  u  et  u\  mais  dont  il  y  aura  lieu  pourtant  de 
fixer  tout  à  Tljeure  le  mode  de  composition.  Quoi  (|u'il 
en   soit,  si   pour  le  moment    nous  portons  ces   valeurs 


(')  Dans  nos  précédentes  recherches  nous  a\ons  distingué  les 
pseudo-surfaces  des  surfaces,  en  disant  que,  à  rencontre  de  celles-ci, 
les  arcs  coordonnes  Us,  ds'  devaient,  sur  les  premières,  seules,  être 
regardés  comme  indépendants  des  variables  u  et  u'.  En  réalité,  le 
vrai  critérium  qui  les  classifie  porte  sur  les  variations  réciproques 
de  ces  mêmes  arcs.  Autrement  dit,  pour  les  pseudo- surfaces,  on  a 

d^  d^'  X  p^  </,'  d^  X. 
tandis  que,  pour  les  surfaces,  au  contraire, 

d^d^x  -  -  li,-  d^x. 
invariablement. 

Ouant  aux  arcs  eux-mêmes,  ils  peuvent,  au  même  titre,  ainsi  que 
tout  ce  Méiijoire  en  fournit  la  preuve,  être  considérés,  tantôt  comme 
variables  indépendantes,  par  cxcniple  lorS(|u'il  s'agit  de  propriétés 
similaires  aireciant  à  la  fois  et  les  pseudo-surfaces  et  les  surfaces, 
tantôt  comme  fonctions  de  deux  autres  \ariablcs  (luclconques,  telles 
que  //,  f/',  lorsqu'il  s'agit,  nolamiiient,  de  l'élude  isolée  d'un  lieu  de 
l'une  ou  de  Taulre  espôcc. 

A  peine  est-il  besoin  d'ajouter  que  les  conditions  relalées  ci- 
dessus  entraînent  p  -f-  7'  /^  o,  pour  les  ps'Mido-surfaces.  i>  -+-  7'  -  o 
pour  les  surfines,  cl  vice  versa. 
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dans  l'expression  de  l^élément  linéaire 

(  7)      dS-  =  djc^  -h  dy^  H-  dz-  =  ds^  -h  ds'^  -+-  i ds  ds'  cos  *, 
il  prendra  la  forme 


le  eoeffîcient  W,  disons-le  par  anticipation,  devant 
rester  nul  dans  le  cas  particulier  de  la  pseudo-surface 
annoncée. 

2.  Actuellement,  soient  x,j',  z  les  coordonnée^  d'un 
point  (]uel conque  du  lieu  J",  par  rapport  au  trièdre 
fixeT^j.  L'analogie  que  nous  avons  hignalée,  en  coinnien- 
çaiit,  entre  le  mode  de  génération  d'une  surface  et 
d'une  pseudo -surface,  nous  conduit  ù  représenter  celte 
dernière  par  le  svstèine  général 

/  dx  =1*  du-hQ^  du\ 
(H)  ;  dy  =^  V du -^  Q' du\ 


I 


dz  -=P''du-h  q'du\ 


dans  lequel,  P,  Q,  P',  .. .  désignent  des  fonctions  abso- 
lument (/iielroNf/ues  de  ii  et  u'.  C'est  dire  qu'en  principe 
aucune  de  ces  trois  équations  n'est  inlégrahle. 

Que,  pour  représenter  une  pseudo-surface,  l'une  au 
moins  des  trois,  la  première,  par  exemple,  doive  être 
telle,  c'est  que,  sans  cette  condition,  on  aurait  forcé- 
ment 

Ou  du 

et  alors  du  système  tout  entier  on  tirerait 

x=  ç(w.  m').        y  =  ^(u,  w'),         ;;  =--  /(u,  u'), 

de  sorte  que  la  pseudo-surface  J''  ne  serait  pas  dis- 
linclcî    de    la    surface   F'',    tangente,    comme    elle,    au 
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poîiîl  M(xq^  j'Qf  Sq)  au  plan  des  XY^  ce  qui  est  con- 
tra ire  à  riiypo thèse. 

Remarquons  toutefois  que,  res|)(îctivemenl  h  ces  deux 
cas,  ou  peut  déduire  du  système  (8) 


^  o, 


é(|iiations  qui    prouvent   qiw.  rélémeut  linéaire  (7)  ur 
sort  pas,  ou  du  plan 

-     rPQ'  --C)P'){z  ~5o)  =  o, 


.     ^/^ 

dr     V 

Q 

dy     V 

iV 

r-O, 

i  "'*' 

dz     P" 

Q' 

dz 

O-D 

ôo 

Ou 

()u' 

c).^ 

O'I 

du 

Ou' 

tL 

<^y. 

ou 

Ou' 

(9) 


1  I  0%^     O'I  »      .   '     r         1  I 

OU  de  sou  aiial()2ue  en  -7^»  -->•••><:  est-a-dire  du  i)lau 
^  Ou    Ou  *■ 

tangent,  mené  eu  RI,  soit  à  rT",  soit  à  F".  Je  dis  :  lan- 
gent, car  on  verra  bientôt  que  les  eoellicienls  <les  va- 
ria 1)1  t*s  sont  proportionnels  à  a'\  //',  c",  en  soi  te  que, 
lorsque  les  paramètres  i/„,  «[,  et,  par  eux,  les  coordon- 
nées jTq,  }'oi  ^0  varient  d'une  manière?  continue,  le  pre- 
mier diî  ces  plans  ens^e.loppe  7^"  et  le  second,  F". 

C'est  du  premier  d'entre  eux  que  nous  aurons  à  nous 
occuper  exclusivcmenl.  jNous  récrirons,  plus  simple- 
ment, ainsi 


(9) 
avec 

(lo) 


.l.(.r  —  a^o)  -f-  rX\y  —  Vo)  -+-  Ao'C: 


/   .lo  -  p'Q'—O'P", 
\  X'-  PO'     -QP'. 


3.   Avant  de  poursuivre,  arrùtous-nous  un  instant  au 
cas  très  praticpie  où  l'on  aurait 


O 


>»  —  o, 


P- 


o, 


O' 
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ri,  par  suite,  w  r=  .r,  ii'--  y.  Les  deux  preinièies  étjua- 
lioiis  (8)  disparaissent  alors  et  il  reste 

P^,  Q"  désignant  des  fonelions  (jueleonques  Av.  x  et^'. 
Que  si  après  cela  on  y  remplace  ces  varialjlcs  par  J^o,  J  o) 
réipiatioii  (9)  du  plan  tancent  eu  M  s'éeiira 

(9')  z  —  Zq  =r'V{x~  :ro)  -^  Q'(  V  —  Vo  ). 

Pour  donner  de  ce  cas  particulier  une  applicaliou 
iunncdiate^  nous  ferons  observei-  (jue  tonte  courbe 
planche  de  Tcspaco  pouvant,  dans  le  cas  le  glus  général, 
èlie  regardée  comme  l'interseclion  de  deux  pseudo- 
surfaces, tclI(^s  (|ne 

i  dx  =  Vdy^qdz, 

(8')  J-        n:       » 

I  djr  =  \"dz-^q'dx, 
lieux  fpi'il  convient  de  désigner  par  ^f,  0\  la  tangente 


djco  c/vq  dzo 


au   point  (xcj'o»'^»)  d*'  '^  courbe  choisie  pourra,  en 
vertu  des  identités 

r  —  a^o  _   P  {y  —  Vo  »  -+-  Q  (  5  --  Go  ) 


dx^  V  dy^-\-Kldz^ 

y-vo       P'(5  —  zo)  -+-  Q'(.r  -  X,) 


"J  Q 


V  dzo -^  i^' dxo 


être  envisagée,  à  sou  tour,  comme  Vintersec/ion  des 
deux  plans  tangents  menés  à  J  et  à  J',  en  ce  même 
poînl. 

En  terminant  ceci,  qu'on  nous  permette  de  rappeler 
cpie  c'est  précisément  sons  la  forme  (i  1),  la  plus  simple 
de  toutes,  que  nous  avons  signalé  pour  la  première  fois 
rcxistcnce  des  pseudo-surfaces,  en  1888  et  i88y,  d'abord 
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(6o) 
dans   le    Bullelin    de    la    Société    Mathéiiiaticjue   de 
France,  puis,  en  1890,  dans  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématicj  ues. 

4.  Ces  principes  établis  et  ces  remarques  faites,  reve- 
nons aux  formules  (6). 
Des  identités  connues 

dx  -  a  du  -H  a'  ds'  —  A  a  du  -f-  A'  a'  du'  —  P  du-hQ  du\ 
1 

on  lire  immédiatement 

P  ,       P'  P" 


(r^) 


(!•/) 


i^^"Â'  ^^Â'  "=A' 

I       ^  _   JL  ^^  _  _C  ^ 

i  as  ~    A*  du         A'  du 

I  ^  _  _L-  ^  _    _^  ^ 

^  <>5'  ""  A  A'  (>a'        Â^A'  ôîc'' 

,,'_Q  A'_Q'  v_Q' 

''-X"  ^-A'  "-A^' 

^fl^  _  _i_  ^Q Q_  ^V 

ds   ~~  A  A'  du        AA'*   c^f*  ' 

t^t'  _     I    f^Q         g    dy 

ds'   ~   A'â  du'  ""  A '3  c^a'  ' 


les  seconds  termes  étant  à  négliger  lorsqu'il  s'agit  de 
lignes  de  courbure  ou  de  lignes  asymptotiqnes,  et  à 
retenir  pour  les  ligues  géo(Iési(|ues  seules. 

Au  surplus,  et  sans  distinction  de  cas  d'aucune  sorte, 
les  valeurs  précédentes  de  a,  h,  c,  «',... ,  nous  donnent 

(  A*  =  Ps  -r-  P'2    -f-  P*-    =  S  P2, 

(i3)  <   A'2 -:  Q2  -I- Q'«    H-Q'«    -SQ*, 

(  B"  =  PQ  -^  P'Q'-h  P^'Q^^.  2PQ, 

conjointement  avec 


(i\)      cos*=     --,,  sin*==  -^  =  -^.^A^A'^^-jr^, 


Digiti 


zedby  Google 


(6.  ) 
ces   deux  dernières    formules,   redisons-le,   ne   devant 
être  utilisées  d'une  manière  conlînue  que  plus  lard. 

En  attendant,  servons-nous  de  celles  qui  précèdent 
pour  mettre  sous  forme  de  déterminants  les  (juatre  com- 
posantes —  <7,  p\  />,  — q'  du  Tableau  (2).  Avec  nos 
coordonnées  actuelles,  on  a  d'abord 

a'  b'  i 


bc'  —  cb' 


ac'        ab' —  bn 


1  =  I, 


et,  par  suite, 


(I5)      -q=l=     .j 


da 
7s     " 

a' 

Ou 

P 

Q 

ÔS 

b' 

i 

du 

P' 

Q' 

de 

ÔS    ' 

c' 

'du 

P' 

Q' 

D 

'  a'3â7' 


Comme  les  trois  autres  cimiposantes  s'obtiennent  en 

remplaçant  les   éléments   de    la   première   colonne   du 

j  j,  .  dq    dq'    dQ"  ,         dq 

second  déterminant  par  — -~,  —^  f  -~j  pour  y^,  par  %-->  •  •  • 

pour  p,  et  y-;»  •  •  •  pour  —  q,  on  a,  en  Jes  groupant, 

D_ 

A«A'' 

D' 
AA^' 


('^'> 


P 

—  q  =  Ai  = 


d; 


A»  A'* 


Servons-nous  de  ces  premiers  résultats. 

i**  Si  Ton  introduit  ces  valeurs  (où  A  et  A/  ont  été 
traités  comme  des  constantes)  dans  les  équations  des 
lignes  de  courbure  (3)  et  des  lignes  asymptotiques  (4), 
elles  prendront  la  fi»rme 

(  3')    A'  D' du"^—  (  A'2  D  —  AS  D')  du  du—  A'^  DJ  du'^  =  o, 
(i')  Drfuï-h  (D-'-h\y[)dudu'-+'        \ydu'^  =  o, 

les  dillérentielles  clii^  du'  pouvant,   à    l'occasion,   être 
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(  6'^  ) 

,      ,  1  ^  ds    fis' 

avaiilageiiSLMiKMit   remplacées   par  leurs  valeurs  -r»  -tt- 

Ajoutons  que,  pour  passeï*  des  pseudo-surfaees  aux 
surfaces,  il  sullil  de  poser  p  =z  —  f/\  c'esL-à-dîre  (i5') 

A'.-TT  Aï         ou  mieux         D' =  D], 

2"  Quaiil  aux  lignes  géodési(jues  (5),  elles  (exigent  un 
calcul  tout  spécial.  Avant  de  l\întreprendre,  nous  adop- 
terons les  notations  suivantes 

i^  =  R       ^Q-s      ^^s        ^-9=T 

(16)         du  '  Ou        ^'  Ou'       "*'  Ou'  ' 


par  où  l'on  voit  déjà  que,  pour  revenir  aux  surfaces,  il 
.suffit  d'avoir 

S::^Oi,  0^~^0j,  o::^S|, 

puis(pie  alors  l(*s  trois  équations  (8)  deviennent  inté- 
giables.  En  rap[)i()cliant  les  cîxpressions  (i3)  et  (\6) 
entie  elles,  et  y  adjoignant  (i4)?  P^»'  anticipation,  on 
en  tire 

:PR  =  A    f,  ZQT  =  A'  f;         ZQH  =  ^^'  -A.  ^^i^ 

Ou  ^  Ou  Ou  Ou 

'  Ou  Ou  du  "  au 


iqs.  =  a;.^^^,        ZPS  =A„^^^, 


les  nouveaux  coedicienls   A„,    A[,    élant  tels  que,  pour 
S=^S|,    ...    (cas  des   surfaces,    avons-nous  dit),  on  a 

nécessairement 

Ao-A,       a;  =  a'. 

Ceci  posé,  écrivons  l'équation  (5)  sous  la  forme 

(  j' )  d^  -h  \r  du  -+-  A' r'  du'  =  o, 

et  calculons,  en  premier  litîu,  l(*s  paramètres  A/- et  A'/-'. 
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{6-6  ) 
Pour  rester  sur  le  leiraiii  exclusif  des  pseutlo -surfaces, 
c'esl-à-iliie    pour   éviter    toute  condition    implicite   ou 
explicite  dintégrabiliiCj    nous    nous   repoi'lerous    aux 
systcnies  (2).  On  eu  tire  notamment 

^     àa  .       „    ,  àa 

Os  Os 

Or,  les  dérivées  -— >  -— ,  nous  sont  données  parles  for- 
ds      Os  » 

mules  (\'a)  (pi'il    faut  [)ren(lre  ici,   selon   la   remarque 

déjà  faite,  dans  toute  leur  intégrité.  Tenant  compte, 

dans  leur  emploi,  de  rhypothèse  qui  domine  tous  les 

cal<*uls  actuels,  savoir 


*  =  -          ou  bien 
1 

H'-^SI^Q  = 

on  trouve  facilement 

'^'•=       AV^''^ 

_         I    Ao   <^A 
~"        A'    A    Ou' 

A',-       ^^'^.^^QS. 

_        I     A'o  0\' 
A    A'    Ou 

formules  qui  en  généralisent  d'autres  bien  connues  et 
dans   lesquelles  ou   pourra   poser,    si  bon  senible,   par 

b»   •   ,•         Ao  Aq  , 

reviation,  —  =  /lo^  -rr  ^=  «o* 

Calculons,  en  second  lieu,   d'f^   et  pour  cela  remar- 
quons que  le  triangle  infinitésimal  MMNjl  nous  donne 

ds     _    ds'    _  dS 
cos'^        si  no  I 

ou  bien 

\du       y  du        dS        /,  ,  ,  , ".   ,  ,. 

-. —  =  -: =  —  ^\/A^du^'-r-  \'duK 

cos©         sino  I 

Dillércntiant,  il  vient 

d(  A  du)   —  d' S  cos o  —  r/S  sin o  r/ç, 
di  A'  du  )  —  <^/-S  sin  C5  -f-  r/S  cogo  r/'i  ; 
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(«4  ) 

d'où,  par  rëliinination  de  d^S, 

dS^d:f=  Adu.d{X'du')—  A' du',d(\  du). 

Il  ne  reste  plus  qu'à  porter,  dans  Téquation  (5'),  avec 
les  expressions  ci-dessus  de  A/'  et  A'/*',  cette  valeur 
de  rfcp,  où  l'on  aura  préalablement  développé  les  dif- 
féreulielles  totales  qu'elle  contient,  pour  eu  déduire 
l'équation  demandée  des  lignes  géodésiques  de  la  pseudo- 
surface #',  savoir 

k^X'^idud^u'-du'dUi) 


(  1 8 )     <  ou 


^  du^  +  r A'«  A  ~~  -  A2  (  A'o  -^  A'  )  '^^- 1  du'^  du' 
Ou  L  ^"  Ou  j 

\xiA'^-A'HAo-\-PL)y~}dudu'^-\'''\'~du' 
L  Ou  Ou  j  "  Ou 

Lorsque  Ao'-=  A  et  que  A'^m  A',  on  retombe,  comme 
on  Ta  déjà  dit,  sur  le  cas  des  surfaces. 

Venons  maintenant  à  la  pseudo-surface  miiiima  dont 
nous  avons,  dès  le  début,  annoncé  l'étude. 

II. 

EXEMPLK   d'un   PSELOG-IIÉLICOÏDE   GAt'CIIE,    A    PLW   DIRECTEUR. 
SES   LIGNES   REMARQUABLES. 

5.  Parmi  les  pseudo-surfaces,  en  nombre  infini,  que 
les  équations  générales  (8)  sont  aptes  à  représenter,  il 
n'en  est  pas  déplus  intéressantes,  assurément,  que  celles 
qui  as^oisincfit  des  surfaces,  et  ont  naturel lenient  celles-ci 
pour  llniites. 

De  ce  nombre  est  le  pseudo-liélicoïde  parliculier  dont 
il  va  être  question.  Mais  auparavant,  soient 

(19)  a*  — pcosfl.         ^  =  ssinO,         z  —  a^, 

les  équations  de  l'iiélicoïde  gauche  oïdinaire  II.  Kn  les 
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(65) 
difiVîrentîant,  ou  a 

/  dx  = — p  sinO  âf6 -H  cosSfifp, 
\  dz  =  a  d%. 


(20)  }  dy  =      p  cos6é/6  + sin8</p, 


Pour  produire,  ad  libitum,  un  pseudo-héliooïde, 
voisin  du  premier,  il  n'y  a  qu'à  poser,  par  exemple, 

I  dx  =  —  p  sinS  rf6 -+-(i -+-a)cos8  rfp, 
(ai)  '   dy  =      pcosOc/9 -+- (i-f- a)sin6  rfp, 

I  dz  =  a  d%. 

Ainsi  altérées,  les  deux  premières  équations  du  sys^ 
tème  cessent  d'être  intégrables,  tandis  que,  du  même 
coup,  rhélicoïdeHsubit  une  déformation,  que  Ton  peut 
qualifier  de  dilatation  ou  de  contraction  sectorielle, 
selon  que  la  constante  a  est  positive  ou  négative. 

La  raison  en  est  qu'en  projection,  sur  le  plan  fixe 
des  xy^  Pélément  linéaire  devient 

dSl  =  p«  6?e»H-  é/[(i  H-  a)p]«, 

forme  significative  qui  justifie,  à  elle  seule,  notre  déno- 
mination. 

Au  surplus,  je  dis  que  le  nouveau  lieu  géométrique  ga» 
défini  par  le  système  (ai),  n'est  autre  qu'une  pseudo- 
surface minima. 

En  effet,  si  Ton  pose  m=  8,  u'=  p,  les  formules  (i3) 
donneront 

A»=p*H-a«,         A'»  =  (i -+-«)»,         B'=o, 

et,  par  suite,  l'élément  linéaire  proprement  dit  aura, 
d'après  (7'),  pour  expression 

(q2)  rfS«  =  (p*-i-a«)rfe«-4-(i-+-a)«€/p«. 

D'autre  part,  comme,  en   vertu    des  relations  (i5) 
Ann.  de  Afalhémat.,  4*  série,  t.  I.  (Février  1901.)  5 
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(G6) 
et  (i5'),  on  a 

D  =0,        n'  =  a(i-h«)«, 


^'^^^  (  D'=o,         D'',  =  a(n-a), 

il  s'ensuit  que  la  condition  caractéristique  des  surfaces 
iy'=DJ  (n®  A)  n'est  rien  moins  que  satisfaite;  d'où 
cette  première  conséquence  :  Le  lieu  5a  n'est  pas  une 
surface. 

Pour  en  reconnaître  la  nature,  appliquons-lui  (puisque 
sa  forme  nous  y  autorise)  les  équations  des  lignes  remar- 
quables précédemment  établies,  équations  qui'  con- 
viennent bien  au  cas  actuel,  puisqu'il  comporte  B^=  o 

ou  ^=  -• 
a 

a.  En  ce  qui  concerne  d'abord  les  lignes  de  cour* 
bure  (3'),  on  trouve 

(|3«+a«)rfe«  — (n-a)^p«, 
et,  par  suite, 

Au  surplus,  si  Ton  remonte  à  (3),  on  verra  que  la 
précédente  revient  à 

(i-4-  cl)  Js^  —  (Is*  =  o. 

Or  ceci  accuse  deux  directions  obliques,  également 
inclinées  sur  les  axes  mobiles  MX,  M  Y;  ce  que  l'on  sait 
être  le  propre  exclusif  des  lignes  de  courbure  d'une 
pseudo-surface . 

b.  De  son  côté,  l'équation  (4')  des  lignes  asjmpto- 
tiques  se  réduit  à 


c'est-à-dire,  en  multipliant  par  (i  -h  a)  \/p^-\-  «^,  à 
dsds'^o. 
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(67) 
Ces  lignes  soM  donc  rectangulaires,  comme  les  axes 
coordonnés  mobiles  qu'elles  ont  pour  tangentes,  à  Tori- 
giue  j  propriété  qu'en  somme  permettait  de  prévoir  la 
condition  d'orthogonalîté  q — ;?'=o,  fournie  directe- 
ment par  Véquation  (4)}  puisque  cette  même  condition, 
pouvant  être  mise.  sous,  la  forme 

(24)  A'»D-+-A«D'=cs 

se  trouve,  d'après  (23),  identiquement  satisfaite. 

Concluons-en  que  le  lieu  5a  n'est  pas  une  pseudo- 
surface  quelconque,  mais,  par  définition,  une  pseudo- 
surface minima.  c.  q.  f.  d. 

L'indicatrice  en  M  peut  aussi  servir  à  confirmer  le 
fait;  car  elle  n'est  autre  que  l'hyperbole  équilatère 


2-ha 


("9- 


C.  Passons  aux  lignes  géodésiques.  On  voit  d'abord 
qu'en  ayant  égard  aux  valeurs  de  A  et  A'  ci-dessus,  les 
relations  (17)  se  réduisent  à 


^If^''^         ^di^=P'  Ao^=(i  +  a)p; 

substituant  dans  (18),  on  trouve 

équation  qui,  intégrée,  donne 

(i-f-a)Xrfp ^^ 


J   /(P^ 


X  désignant  une  première  constante. 
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(68) 
Coinnie  vérification,  pour  a=  o,  on  retombe  exacte- 
ment sur  les  équations  correspondantes  des  lignes  géo- 
désiques  de  rtiélicoïde  H. 

6.  11  ne  sera  pas  sans  intérêt  de  faire  remarquer,  en 
dernier  lieu,  au  sujet  du  système  (ai),  que  si  ses  deux 
premières  équations  ne  sont  pas  intégrables,  du  moins, 

en  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  par 

_    g  _    g 

(cos6)  *"^*,  et  ceux  de  la  seconde  par  (sin6)  *"*"*,  ces 
facteurs  intégrants  rendront  les  seconds  membres  diffé- 
rentielles exactes,  si  bien  que  la  surface  résultante  de 
leur  intégration,  savoir 


1 
ar'  =  (n-a)p{cosO)«^ 


sera,  pour  le  moins,  aussi  étroitement  liée  au  pseudo- 
hélicoïde  5a  que  ne  l'est  Thélicoïde  H  lui-même. 


m. 


APPLICABILITE  DU  PSEUDO-HELIGOIDE  PRECEDENT  SUR  UNE  ALY8SB1DE 
VECTORIELLEMENT  DÉFORMÉE. 

7.  Arrivons  n  ce  que,  dans  le  sens  conventionnel 
du  mot,  on  peut  appeler  V applicabilité  du  pseudo- 
hélicoïde  ^g  sur  telle  ou  telle  pseudo-surface,  ou  même 
surface,  proposées. 

A  cet  effet,  il  convient  de  rappeler  d'abord  qu'une 
suWace  de  révolution  quelconque  S  peut  être  définie  par 
le  système  d'équations 

(26)  ar=pcos6,        ^  =  psinO,         ^  ==  çp(p), 
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(  69) 
lequel,  diflerentié,  donne 

Idx  = —  p  sinOé/A  +  cosSé/p, 
dy=z  pcoserfe-+-sinO€/p, 
dz  =*o'{p)ûfp. 

Cela  posé,  considérons  cet  autre  système  analogue 

\dx  = ^sinerfen-coseûrpi, 

I -+- a  ^^^ 

\  dy  =       -Êî— cosOc?e-hsine£/p,, 
rf^  =<p'(p,)^p,, 

dans  lequel  (abstraction  faite  de  l'Indice  qui  aura 
bientôt  son  explication)  les  deux  premières  différen- 
tielles ne  sont  plus  exactes  et  accusent,  dans  la  surface  £, 
une  déformation  vectorielle  de  même  genre  que  celle 
constatée,  dans  le  paragraphe  précédent,  au  sujet  de  la 
pseudo-surface  5af  Quoi  qu'il  en  soit  de  cette  particula- 
rité, on  pourrait  croire  sans  invraisemblance  qu'il  va 
être,  ici  encore,  question  de  pseudo-surfaces.  Eh  bien! 
non.  Chose  étonnante,  le  nouveau  lieu  S<x  est  encore  une 
surface. 

En  effet,  si  l'on  pose  m  =  6,  a'  =  pi ,  on  aura  ( 1 3) 

A«=— £i— ,         A'»=i-+-(p'«,         B'=o, 

d'où  l'on  déduit  d'abord 

(29)  dS^^~^^^d^^^{i^o'^)dç^\. 


(3o) 


Mais  on  a,  d'autre  part, 
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Remontant  k  la  condition  caractéristique  des  sur- 
faces D"=  D',,  l'on  voit  qu'elle  se  trouve  identiquement 
vérifiée.  Donc  le  lieu  Sa  est  bien  une  surface,  ainsi  que 
lions  l'avions  annonce. 

Autre  preuve  :  si  l'on  forme  l'équation  de  ses  lignes 
de  coui'bure,  on  trouvera,  à  un  facteur  négligeable  près, 

dpi  c?Ô  =  o        ou        ds  ds'  =  o. 

Elles  sont  donc  rectangulaires,  ainsi  que  Tétaient 
naguère,  rappelons-le,  les  lignes  asynipto tiques,  soit 
de  H,  soit  de  ga- 

8.  Ces  généralités  établies,  choisissons,  coiiime 
exemple,  l'alysséide  A  a.  Elle  sera  représentée  par  les 
deux  premières  écjualions  (  28)  jointes  à  celle  de  la  chaî- 
nette méridienne 


.=  ÇG'''  +  e"""). 


(3.)  p 

OU  bien 

(3.')  ±=logP'^*^^î^ 


«1  "  a, 

équations  d'où  l'on  déduit 

Cela  étant,  posons 

(32)         ai  =  a(i-f-a),         pf  — aj  =  df  =(i -h  a*)p*. 

Dans  <X|,  on  reconnaît  une  portion  d'arc  (rectifiable) 
de  chaînette,  compté  à  partir  du  point  le  plus  bas  de  la 
courbe.  On  en  conclut  successivement 

p,  ^p,  =  (1  -^  ot^ïp  f/p. 
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(  7'  ) 
Portant  le   tout  dans  la  vaieur  (29)  de  rélëment 
linéaire  de  D^,  il  devient  pour  notre  aljsséide  déformée 

(33)  rfS»=(p«-4-a«)rfe«-h(i-ha)«rfp«, 

expression  identique  à  celle  obtenue  (29)  pour  rélëment 
linéaire  du  pseudo-liélicoïde  Sa-  De  là  celte  propriété  : 

L'alysséide,  vectoriellement  déformée  diaprés  une 
certaine  loi,  est  encore  une  vraie  surface.  De  plus, 
elle  est  exactement  a/iplicable  sur  un  hélicoïde  gauche, 
déformé  diaprés  une  loi  analogue  à  la  précédente, 
mais  transformé,  lui,  par  cette  opération,  en  pseudo- 
surface. 

9.  Demandons-nous,  à  ce  propos,  si,  en  restant  sur- 
face, l'alysséide  déformée  Aa  reste,  en  outre,  surface 
minima? 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  son 
indicatrice  soit  une  hyperbole  équilatère.  Or  l'équation 
réduite  de  l'indicatrice  étant 

—  ^X«-+-;>'Y»=i, 

peut,  à  l'aide  des  déterminants  (i5),  se  mettre  sous  la 

forme 

A'*DX»-|-ASD'Y«  =  A»A'», 

et,  conséquemment,  d'après  (3o),  sous  celle-ci 

(f  -+-  a)(i  -t-  f  «)f  X«-f-  p,7'Y«=-  pt(i  -+-  <p'«)«". 
Mais,  de  l'équation  (3i')  de  la  cliaineltc,  on  tire 

/pT^  (p}-aî)« 

Substituant,  il  vient  pour  l'indicatrice  clierchée 

(,^.a)X»— Y*  =  -^. 
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C'est  une  hyperbole,  mais  qui  n'est  équilatère  que 
si  a  =  o. 

Donc,  bien  que  Palysséide  A  soit  une  surface  minîma, 
Talysséide  déformée  A^  ne  Test  pas.  Par  contre,  ou  a 
vu  que  riiélicoïde  H,  devenu  ^ay  constituait,  dans  ce 
deuxième  état,  une  fjseiido-sur/ace  minima. 

Nous  terminerons  ceci,  en  écrivant  l'équation  diflfé- 
rentielle  des  lignes  géodésiques  de  Talysséide  Aa-  Cal- 
culée, à  Taide  de  la  formule  (i8),  elle  est,  toutes  réduc- 
tions faites, 


(25') 


On  vérifie  que,  eu  égard  aux  relations  (3 a),  elle  coïn- 
cide avec  Téquation  (sS)  des  lignes  géodésiques  de  la 
pseudo-surface  5a  ;  ce  à  quoi  Ton  pouvait  d'ailleurs 
s'attendre. 

IV. 

CONSÉQUENCES    ET    GÉNÉRALISATION    DIVERSES. 

Coordonnées  obliques, 

10.  Puisqu'on  ne  saurait  nier  que  la  propriété  qui 
caractérise  toute  surface  consiste  dans  l'orthogonal ité  de 
ses  lignes  de  courbure,  nous  sommes  en  droit  de  tirer  de 
tout  ce  qui  précède,  entre  autres  conséquences  ;  celles-ci  : 

Théorème.  —  Il  existe  des  sur/aces,  non  susceptibles 
d'être  représentées  par  un  système  de  trois  équations 
FINIES,  de  la  forme 

x  =  ^(u,  u'),        jK  =  ^{u,  II'),        z  =  y{u,  a), 
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(73  ) 
ni,  par  conséquent,  par  une  seule,  de  la  forme 

En  effet,  la  condition  qui  caractérise  toute  surface 
étant  (n^  A) 

(34)  p^q'=o        ou         D'rzrD;, 

elle  revient,  explicitement  (i5),  à 


(34') 


du         du'              ^ 

du        du'             ^ 

=  o. 

du        du'     *       ^ 

le  condition  générale  est  sans  doute  vc 

dQ_d 
du        d 

P           dQ'       dP' 
u''          du  ""  du'' 

dQ"  __  dP' 
du   ~"  dû' 

ou,  sous  une  autre  forme  (i6),  par 

S  =  Si,         5  =  Sj,         S  =  Sj, 

conditions  partielles  qui  expriment  que  chacune  des 
équations  fondamentales  (8)  est  intégrable.  MaU  cette 
même  condition  (34')  est  vérifiée  aussi,  par  exemple, 
par 


r  — —  =  r  -r—y 
du  du 


du'  ""      du'' 


^  "  du         du'       ^' 


et  c'est  justement  le  cas  de  l'alj^sséide  déformée  Aa  (a*'  8). 

Corollaire  I.  —  A  Tinstar  des  pseudo-surfaces,  il 
est  telle  surface  qui  n'est  exprimable  que  par  trois 
équations  différentielles  de  la  forme  (8),  l'une  d'elles 
au  moins  étant  supposée  non  intégrable. 
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(74) 
Nous  n'en  voulons  d'autres  preuves  que  Texemple  que 
nous  en  ont  offert  (n®*  7  et  8)  les  surfaces  Sa  et,  notam- 
ment, l'aljsséide  Aa. 

Corollaire  II.  —  Une  même  forme  de  l'élément 
linéaire  peut  convenir,  à  la  fois,  et  à  une  pseudo- surface, 
et  à  une  surface. 

Aînsî  en  a-t-il  été  eu  effet  (2a)  et  (33)  pour  le 
pseudo-hélicoïde  Sa  et  l'alysséide  Aa- 

Corollaire  III.  —  Si  la  connaissance  de  l'élément 
linéaire  d'une  surface  (ordinaire)  suffit  à  la  détermi- 
nation de  ses  lignes  géodes iques,  il  n'en  est  plus  de 
même  quand  il  s'agit  de  pseudo-surfaces. 

On  a  vu  effectivement  (n**  4),  et  la  suite  le  démontrera 
plus  généralement  encore,  qu'outre  les  trois  fonctions 
de  Gauss  E,  F,  G  et  leurs  dérivées,  c'est-à-dire,  d'après 
nos  notations.  A,  A',  B"  et  les  leurs,  deux  nouvelles 
fonctions  Aq,  AJ^  (qui  coïncident,  il  est  vrai,  avec  A,  A' 
dans  le  cas  des  surfaces)  sont  alors  nécessaires.  D'où 
cette  conséquence  imprévue,  savoir  :  que  la  considéra- 
tion de  ce  que  l'on  nomme  le  dS*  ne  saurait  prendre, 
dans  cette  deuxième  théorie,  l'importance  (exagérée,  à 
notre  avis)  qu'on  lui  accorde  dans  la  première.  Ajou- 
tons qu'on  en  peut  dire  autant  des  paramètres  diffé- 
rentiels ^^  et  Aaç  de  Beltrami,  quoique  convenablement 
adaptés  aux  pseudo-surfaces. 

11.  En  présence  de  faits  pareils,  aussi  curieux  que 
gros  de  conséquences,  on  nous  saura  gré  sans  doute  de 
chercher  à  en  élargir  le  plus  possible,  le  domaine.  C'est 
ce  que  nous  nous  proposons  de  faire  en  reprenant,  à 
grands  traits,  avec  des  coordonnées  obliques  (jusqu'ici 
inutiles)  nos  premières  formules. 

Et  d'abord,  substituons  au  triangle  trirectangle  mobile 
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(75) 
dont  il  a  éié  exciusi veinent  fsil  ^toage  jusqu'à  présent, 
deux  trièdres  birectangles  supplémeiibiires,  le  pre- 
mier MXYZ  ou  T,  d^angle  aigu  4>,  le  second  MX|  Y|Z 
ou  T, ,  d'angle  obtus  it  —  4>,  ceux-là  mêmes  que  wms 
avons  déjà  introduits  (iVb2ii^e//e5u^/i7{a/e5^  p.  5a;  1900) 
cl  qui  nous  ont  fourni  les  deux  systèmes  corrélatifs 

da  I    dcL 

71  =J^^=^^,r-a,qsm9, 


1  da,         i  ôai  ,  .        •   A 


les  cosinus  directeurs  a,b^c,  a\  ,. .  et  «i ,  i| ,  c, ,  «', ,  ... 
étant  liés  entre  eux  et  à  O  par  les  relations 

J  a,  sin*  =:  a  —  a'cos4>, 
(36)  <  /l'j  sin  <1>  =  a' — a<!OS«l>, 

(  a\  =  a', 

et  Jes  composâmes  n,  r,  n,,  r,,  par  celles-ci 

Du  système  (35),  notamment,  ou  déduit 
/?sin«P  =  /?i  —  y|Cos«P=      Sa, -r— 7 
y  sin*  =  çi — /?!  cos*  = —  ^a\  -—  ; 

et  l'on  a  ensuite  des  valeurs  analogues  pour//sin^,  — 
Or,  par  des  considérations  dont  l'exposé  ne  saurait 
trouver  place  ici,  on  peut  prouver  que,  avec  nos  coor- 
données actuelles,  l'équation  des  lignes  de  courbure  (3) 

devient 

/?!  </*» 4-  ( <7 1  -h  p\)  ds  ds  -f-  q\  ds'^  =  o, 


Digiti 


zedby  Google 


(76) 
OU,  équivalemmenty 

1{p  -^  q  cos*)û?5* 
-h  [{q  -+-/>  cos*)  ^-  {p'-\-q'  cos*)]  ds  ds' 
^-(5r'^- jo'cos*)rf/«     =o, 

tandis  que  Téquation  des  lignes  asyraptotiques  conserve 
sa  première  forme  (4)y  savoir 

(39)  —  q  ds*'^-(p  —  q')  ds  ds'-^p'ds'^  =  o. 

Ceci  posé,  si  Ton  lient  compte  de  ce  que,  présente- 
ment, 

a'       _        b"       __        c'        _      I 
bc' — cb'  ""  ca' — ac'  '~  ab'—  ba'  ~  sin*' 

on  verra  sans  peine  que,  pour  étendre  à  nos  nouvelles 
coordonnées  le  Tableau  (i5),  il  suffit  d'y  remplacer  la 
composante  ^,  dont  il  fournit  la  valeur,  par 

Et  comme  la  règle  reste  la  même  pour  les  trois  autres 
composantes  p\  p^  —  q'^  il  suit  de  leur  groupement  que 
l'on  peut  former  la  suite  de  rapports  égaux 

(40)       iz^  =  _Z-  =  >?=-_?:  =  j_, 

^^^^  a;        a         d'      d;       h»' 

A  A' 

laquelle,  remarquons-le,  entraîne,  entre  autres  combi- 
naisons, celle-ci 

DD-  D'D'; 


pq—qp  = 


H* 


Quoi  qu'il  en  soit,  si  Ton  porte  les  valeurs  (4o)  dans 
l'équation  (38)  et  qu'on  ait  égard  à  ce  que  cos<[>  =  -rj-,y 
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(  77  ) 
les  lignes  de  courbure  de  é"  deviendront 

l  (A«D'— B'D)</m« 
(  38')    )      —  [(  A'«  D  —  \»  D')  -  B'( D'—  D",)]  du  du' 

\  —  (A'»Dî— B'D')efw'»  =  o. 

On  aura  de  même  pour  ses  lignes  asymptotiques 
( 39' )  D  rfw*  -+-  ( D' -+-  D",  )  du  du' H-  D'rfa'»  =  o, 

comme  aussi  pour  ses  ombilics 

A«  _  A/«  _  _ ili" 
D  ~  D'  ~  iy'-^h\^ 

12.  Le  cas  particulier  de  u  =  x,  u' =y^  déjà  signalé 
au  n®  3,  mérite  d'être  examiné  à  part.  On  a  d'abord,  en 
vue  de  l'expression  de  dS^^  et  en  convenant  de  poser 

(40  A«=H-p«,         A'«=i-f-q»,         B'=pq; 

on  trouve  ensuite 

ce  qui  permet,  notons-le,  de  donner  à  la  suite  de  rap- 
ports égaux  (4o)  la  forme  suivante 


(4o') 


ZL?_=  /  ^R  ^Zlï.^ 


s  Si  iH-pî-i-qï 


Négligeant  toutefois,  provisoirement,  ce  dernier  ré- 
sultat, et  nous  bornant  à  substituer,  dans  (38'),  les 
valeurs  précédentes  (40  ^'^  (4^)?  il  vient  pour  les  lignes 
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(7») 
de  courbure  de  i^ 

l  [{i-hp«)s-.pqr]é/j:« 
(38')  -I(,^qî)r~pq(s~S|)-(i^p«)tl£irrf^ 

(  — [(i-hq«)S|  — pqt]rf7*=o. 

On  a  semblablement  pour  ses  lignes  asymptotîques 
(39")  r<£r*+(s -+- St)<ir  ^-h  tflÇx*=  o. 

A  côté  de  ces  formes,  un  peu  prolixes,  il  ne  sera  pas 
superflu  de  signaler  celles,  beaucoup  plus  condensées, 
qui  suivent 

(38*')  d({{dX'^^dz)—d^{dy-^(idz)=o, 

( 39"*)  d^dx  —  dq  dy  =  o, 

formes  qu'on  établit  aisément  à  l'aide  des  différentielles 
totales  suivantes,  propres  aussi,  remarquons-le,  à  géné- 
raliser la  transformation  de  Legendre  : 

rf^  =  p  d!a7  -h  q  dy^      dp  =  r  dx  -^  Si  dy^       rfp  =  s  cfcr  -+•  t  dy. 

Ajoutons,  en  guise  de  corollaire,  que  les  rayons  prin- 
cipaux de  ^',  en  M,  sont  donnés  par  l'équation  du 
second  degré 

I[4rt-(s-+-s,)]R« 
—  4[(i-+-q*)r-pq(s-+-5i) 
-l-(i-f-p«)t]v/n-p*-+-q«R 
-+-4(n-p*-l-q«)«  =  o. 

Du  deuxième  terme  de  cette  équation,  on  tire  la  con- 
dition   caractéristique   des    pseudo-surfaces   minima, 

savoir 

(i  -h  q*)r  —  pq(s  -+-  Sj )  -h  (i  -+-  p«)t  =  o, 

laquelle  concorde  pleinement  (4o')  avec  ces  autres  formes 
non  moins  utiles 


voire 


—  q  -hp'  —{p  —  q') cos*  =  o, 
A'JD  -+-  A«D'—  B'(D'-+-  Dî  )  =  o. 
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(79) 
EiiGn  de  l'égalité  supposée  des  racines  de  la  même 
équalion  résulteul,  pour  ^",  les  ombilics 


i-h  p*         -ipq         I -h  q* 

13.  Venons  mainlenant  à  l'équation  des  lignes  géo- 
désiques  de  notre  pseudo-surface,  et  cela,  dans  le  cas 
général  d'abord,  puis,  dans  le  cas  particulier  de  u  =  x, 

A  cet  effet,  rappelons  que,  sous  la  condition  f  -H  7'=^9 
ces  lignes  peuvent  être  représentées  (Sy)  par  Tune  ou 
l'autre  des  équations  équii^alentes 

dm  -\-  S,r  (lu  -^  A' r  du'  =  o, 
d^' —  A/i  du  —  X' n'  du'=:  o, 

et,  conséquemment,  par  leur  combinaison, 

( 43 )      [do  —  rf^p'H-  A( /i  -f-  r)  û^tt  -+-  A'(n'4-  r')du'  =  o. 

Rappelons  aussi  qu'entre  les  angles  ^ ,  ^\  4»  on  a  les 
relations  trigonométriques 

Xdu  ^  k! du'  _    d^ 
sin^'         sincp         sin<l> 

conjointement  avec 

<£S«=  A«</a«-+-  A'»rfa'»-+-  îAA'cos4>rf«  du\ 
=  A*  rfa«  4-  A'«  du'^  -f-  2  B'  rftf  du'. 

Cela  étant,  des  systèmes  (35),  (35')  et  de  leurs  ana- 
logues, on  tire  d'abord 

as  ds 

'  ds  as 

En  s'aidant  ensuite  des  formules  (i a)  et  (17),  on 
obtient,  par  deux  voies  distinctes  (qui  se  vérifient  mu- 
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(8o) 
tuelleoienl),  les  exprc^ssions  suivantes 

J  (?a  Asin4>\A   du         du  / 

^"^^^     ]   4'   .       4.    '       «^  »       /A'oC^A'        aA  \ 

!  du  Asm*  \  A    du        du  / 

d*où  découlent  celles,   faciles  à  former,  de  A(/2  -h  r) 

et  A'(7i'+r'). 

Que    si,    en   second  lieu,  on   calcule  la   difTérence 

d'f  — do'  par  le  même  procédé  qui  nous  a  donné  d^^ 

au  n**  4,  on  trouvera,  en  réunissant  tous  les  résultats, 

une  équation  finale  que  Ton  peut  écrire  abréviativement 

ainsi 

(  (A^X'*—B''^)(dud*u'—du'd^u) 
(45)     *  ^ 

^     ^     (       =DXLdu^-h^du^du''^Sf:.'dudu'i—D\L'du'^, 

à  condition  de  poser 

DTL  =  A» A'  -V-  sm*  -\- A^ \^ —^  ^  x^ -^—  cos* 
du  du  du 


(46) 


0%  =  A«  A'»  -^ sin*  cos*  -+-    A'» A  ■—  —  A«{ Ai  -H  A')  ^     sin« * 
du  [du  ^    ^  ^  du  j 

f  -i- AA'    (2A0+ A)-^  — (A'o-h  2A')-r— cos4>    CCS*. 

Quant  aux  deux  autres  fonctions,  ^',  DTL',  elles  se 
déduisent  de  X,  DïL,  en  remplaçant  Ao,  A,  A',  u,  u! 
par  A'^,  A',  A,  u\  u  et  "vice  versa > 

Hâtons-nous  d'ajouter  qu'à  cette  première  forme  il 
pourra  être  pratiquement  utile  de  substituer,  à  Tocca- 
sion,  cette  aulre  qui  implique  B"  et  ses  dérivées,  au 
lieu  de  cos<^  et  des  siennes, 

aTL  =  A.Ao^-f-B"A--.A«  — , 

(46')  ^  =  a'«a^-.a«(a;4-a')^ 


Digiti 


zedby  Google 


(8i  ) 
14.  Plaçons  ici  une  remarque  importante.  Les  valeurs 
ci-dessus  de  An  et  A'/*',  ou  mieux,  celles  de  Ar  et  A'/*' 
nous  permettent  de  généraliser  ce  que,  dans  la  question 
présente,  on  nomme  communément  le  théorème  de 
Gauss.  On  a  en  effet  {Nouvelles  Annales,  p.  57;  1900) 

d{Kr)       d{k'r') 


du' 


du 


=  AA'ipq'—  qp')  sin4»  =  HK'. 


Donc,  et  c'est  là  le  point  essentiel,  K",  c'esl-à-dîre, 
par  analogie,  la  courbure  totale  d'une  pseudo-surface, 
peut  s'exprimer,  non  pas  à  l'aide  des  trois  fonctions  qui 
suffisent  à  définir  son  élément  linéaire,  mais  des  cinq 
fonctions  A,  A',  Ao,  A^,  B"  et  de  leurs  dérivées  qu'exige 
(aux  dérivées  près  de  A©,  A'^,)  l'équation  différentielle 
de  ses  lignes  géodésiques.  Donnons  à  cette  courbure 
totale  sa  meilleure  forme. 

A  cet  effet,  si  nous  remontons  au  n°  11,  nous  y 
verrons  que  l'on  peut  aussi  écrire 


I\. 

~           H* 

d'où  l'on  conclut,  en  s'âidant  des  formules (i3)  et  sui 

▼antes. 

SRT      SPT     SQT 

DD'    = 

2PR      SP«      2PQ 
2QR      SPQ     SQî 

2SS,     2PS      2QS 

t 

D'D",  = 

SPSi     2P«       2PQ 
2QS,     SPQ     2Q« 

• 

D'autre  part,  les  valeurs  (16)  nous  donnent 

(?îP        <)R       d^x 

du  du'  ~"  du'  ~   du 

a«Q          dT        dS 

du 

du'        du        du'  ' 

Ann.  de  Mathémat.f  4*  série,  t.  I.  (Février  1901.) 
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Posant  donc,  pour  abréger, 

i..,«T-ss„=S-i^»)-|:(*i^> 

il  vient  finalement 
DD'— d'd; 


J 

dV           dk.' 
du'       *•  du 

du 

o 

A    ^^ 

.,dA' 

a'- 

au 

A« 

B" 

— 

du 

A» 

B' 

<JB'            dA 
du       *•<>«' 

B' 

A'« 

dk' 
^'  du 

B' 

A'»    ! 

1 

C'est  Fexpressîon  que  nous  voulions  obtenir.  Pour 
qu'elle  convienne  aux  surfaces,  il  suffit  d'y  faire  Ao.=  A, 

a;=a'. 

15.  Après  cette  digression  et  à  titre  de  développe- 
ment naliu'el  du  sujet  qui  nous  occupe,  il  importe  de  se 
demander  :  i°  si  les  lignes  géodésiques  d'une  pseudo- 
surface ont,  elles  aussi,  en  chacun  de  leurs  points,  leur 
plan  osculateur  normal  à  celte  même  pseudo-surface; 
2°  si  elles  mesurent  le  plus  court  chemin  entre  deux, 
quelconques  de  leurs  points?     • 

A  cela,  il  faut  répondre  par  Taffirmalive.  En  eflet,  au 
moyen  de  considérations  identiques  à  celles  qui  ont 
cours  pour  les  surfaces,  et  le  calcul  des  variations  aidant 
(Serret,  t.  II,  p.  719),  on  peut  s'assurer  que  les  lignes 
géodésiques  de  J"  peuvent  s'écrire  (10) 


(47) 


(•'•■■'(â)-'--''(S)-«- 


En  associant  à  ce  système  les  deux  relations  usuelles 
dS  d^S  =  dxd^x-\-  dy  d>y  ^  dz  d*z, 
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(83) 
OU  en  déduit,  de  d<3ux  manières  ditlérenles,  l'équaiion 

•K(dy  (fiz  —  dz  fPy)  ■+-  X'(dz  d^x  —  dx  d^z) 


(48)     » 

(  -h  J^'idxd^y—dy  d^x)  =^o 

Mais,  dans  e^ile  équation,  dx,  dy,  dz  sont  les 
données  mêmes  (&)  du  problème.  Si  doue,  après  en 
avoir  tiré  (16)  les  difRi^entielIes  secondes 

rf«ar  =  P  rf«tt  -h  Q  <f*M'-h  Ri/M«-+-(S  -f-  S,)  rfa  rfa'-f-  T  rfa'», 


on  substitue  le  tout  dans  ]'éqi>«tion  (4^)?  on  obtiendra, 
pour  les  lignes  géodésiques  de  #',  une  forme  nouvelle 
qui,  développée,  se  trouve  coïncida  parfaitement  avec 
celles  que  nous  connaissons  déjà.  c.   q.  f.  d. 

Bornons-nous  «à  vérifier  qu'il  en  est  bleu  ainsi  dans 
le  cas  simple  où  ii  =  x,  u=y.  On  a  alors  (n"*  3  et  12) 

rf-5  =  p  c/j:  +  q  dfi 
et,  par  suite,  (4 2) 

c?«^  =  p  û?*a7  H-  q  d^y  ■+■  r  dx^-^  {%  -{-  %i)  dx  dy  -\- 1  dy^. 
Mais,  de  leur  côté,  les  égalités  (10)  se  réduisent  ici  à 

«^    =  —    p,  «It»     =    f\y  cJVo      =    IJ 

d'où,  finalement,  pour  Téquation  cherchée,  un  rAultat 
que  Ton  peut  écrire  (*  ) 

/,  N     (  {^-^  ^^-^  ^^){dx  d^y  —  dy  d^x) 

(       =z{jpdy-^f\dx)[t  dx* -^  {s  -i-  Si)  dx dy  -^  t  dy*], 

(1)  De  ce  résultat  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  rapprocher  cet  autre 
dS  d'S  =  (p  dj:  H-  q  dy)  [r  dj?»-+-  (s  -h  s, )  d^  d^  -h  t  dy^], 
que  fournit,  sans  peine,  la  diiïérentialion  de  l'élément  linéaire  actuel. 
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Que  si,  pour  le  mettre  à  l'épreuve,  on  y  fait  s  ==  S| 
on  retombe  très  exactement  sur  une  forme  bien  connue 
de  réquatîon  des  lignes  géodésiques  de  la  surface  définie 
par  l'équation  z  =  f[x^y)* 

Voyons,  en  second  lieu,  ce  que  vont  nous  donner  nos 
précédentes  méthodes.  Et  d*abord,  en  s'aidant  des  for- 
mules (17),  et  observant,  entre  autres  particularités, 
que 

du  du  du 

on  passera,  sans  nouveaux  calculs,  de  la  forme  (46') 
obtenue  pour  les  fonctions  311/,  dî^,  à  la  forme  mixte, 
plus  avantageuse,  suivante 

I;)Tl;  =  B'  SPR  — A«2QR, 
X  =A'»SPR  — A«SQ(S-+-S,) 
-hB'SPCS  1-Si)  — B'ZQR. 

De  ces  dernières,  on  déduira  DIL',  ^',  en  remplaçant 
partout  P,  Q,  R,  S,  S|,  respectivement,  par  Q,  P,  ï, 

s„s. 

Cela  fait,  le  seul  rapprochement  des  formules  (17) 
et  (4a)  nous  montre  que,  dans  le  cas  actuel, 

I2PR  =  pr,  SQT  =  qt,  2QR  =  qr, 
2QS=qs,  2:PSi  =  ps,.  2PT=pt, 
2QSj  =  qs,,         2PS  =ps,  

Portant  ces  valeurs  dans  dTL,  db,  dit',  3^' ^  pris  sous  la 
Plus  généralement 

les  deux  couples  de  termes  Aq,  A^  se  détruisant  (17)  dans  les  termes 
du  milieu. 
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forme  (46")>  il  vient 

|(i  -+-  p*-i-  q')  {dx  d*y  —  dy  d^x) 
=  —  qrdar'-h  [pr  — q(s -f-Si)]  dx^dy 
—  [qt  —  p(s -H  Si)]  ctr  ^7» -+.  pt  ^7», 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  réquation  (49)  développée 
et  ordonnée. 

A  peine  est-il  besoin  de  dire  que  ces  diverses  formes 
de  1  équation  des  lignes  géodésiques  de  é'^  (la  dernière 
exceptée,  évidemment)  peuvent  servir  à  vériGer  la  par- 
faite exactitude  des  équations  (25)  et  (a5'),  relatives, 
soit  au  pseudo-hélicoïde  §«,  soit  à  l'aljsséide  Aa  (n*»  9). 

16.  Terminons  par  la  propriété  suivante  qui  se 
rattache  à  celle  établie  au  n°  14  : 

Théorème.  —    Toute  pseudo-surface,    représentée 

par  réquation 

dz==  pdx  -\-  q  dy, 

et  telle  que  q=  ?(p)>  ^^^  une  pseudo-sur/ace  à  cour- 

BURE  TOTALE  NULLE. 

En  effet,  si  Ton  prend  la  diflerenlielle  complète  de 
cette  dernière  condition,  on  aura 

^q  =  ?'(p)^p» 

ou  bien  (n®  12) 


sdx-\-ldy  —  f'{p)(r  dx-\-  Sidy) 

le 
on  en  déduit 


dy 
Et  comme  ceci  est  vrai,  quel  que  soit  le  rapport  H^y 


Éliminaut  la  fonction  arbitraire  ç'(p),  il  reste 
(5o)  rt  —  SS|  =  o, 
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OU,  ce  qui  revient  au  même  (n**"  11  et  14), 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 


CERTIFICATS  DÉTUDES  SUPÉRIEGRES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE    JUILLET  1900.    -    COMPOSITIONS. 


Besançon. 
Analyse. 

Lpreuve  écrite.  —  Déterminer^  une  courbe  plane  G 
telle  que,  Ox  étant  une  droite  donnée,  A  un  point  Jixe 
pris  sur  la  courbe  G,  M  un  point  variable  pris  sur  cette 
courbe,  T  le  point  oii  la  tangente  en  M  rencontre 
l'axe  Ox,  l'arc  AM  soit  constamment  égal  au  double 
de  la  tangente  MT. 

L^équalion  du  problème  est 


«  =  -, y 

y 

en  désignant  l'arc  AM  par  5.  En  diflerentiant  cette  équa- 
tion, puis  en  remplaçant  ds  par  ^i  H-y'^  dx^  on  obtient 
par  rapport  à  y  une  équation  différentielle  du  second 
ordre.  La  courbe  cherchée  est  une  cycloïde. 


Digiti 


zedby  Google 


(87) 
Épreuve  pratique.  —  i®  Étant  donnés  les  deux  po- 
lynômes 

déterminer  deux  polj nomes  A  et  B,  Vun  du  troisième 
degré,  l* autre  du  second  degré ^  tels  que  Von  ait  iden- 
tiquement 

AYh-BX  =  i. 

2"  Calculer  l'intégrale 


c 


dx 


On  obtient  par  la  méthode  des  coeflGcîents  indéter- 
minés 

.        5a?*— 737»-!- 14  X  — 16  -j       — 5r«+7a:-4-i 

'^= Fs '       ^= Ts ' 

riulégrale  demandée   peut  s'obtenir  soit  directement, 
soit  par  la  méthode  de  Cauchy,  et  sa  valeur  est  -• 

MÉCANIQUE. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Exposer  la  transformation  de 
C équation  de  d'Alembert  qui  donne  V équation  de 
Clairaut, 

11.  Une  barre  pesante  homogène  est  reliée  à  un 
poids  P  sur  la  perpendiculaire  en  son  milieu  de  sorte 
que  le  centre  de  gravité  du  système  est  en  G. 


La  barre  repose  en  son  milieu  sur  le  sommet  d  ^une 
chaînette  rem^ersée  dont  l'axe  est  vertical. 

On  écarte  la  barre  de  sa  position  d^ équilibre,  trou^ 
ver  le  mou\^ement  de  la  barre  roulant  sur  la  chatnette. 
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Désignons  par  m  la  masse  totale  du  système  constitiié 
par  la  barre  homogène  et  le  poids  P,  par  mk^  le  mo- 
ment d'inertie  de  ce  système  par  rapport  au  point  G, 
par  a  le  paramètre  de  la  chaînette,  par  h  la  distance  du 
point  G  à  la  barre.  Prenons  pour  axes  de  coordonnées 
la  base  et  Taxe  de  la  chaînette,  et  soit  /  l'ordonnée  du 
point  où  la  barre  touche  la  chaînette.  Comme  la  barre 
roule  sans  glisser  sur  la  chaînette,  Téquation  des  forces 
vives  suffit  à  déterminer  le  mouvement.  On  a 

C  désignant  une  constante. 

Épreuve  pratique.  —  Dessiner  V engrenage  d^un 
pignon  et  d*une  crémaillère,  le  pignon  étant  muni  de 
six  ailes.  On  prendra  1 2*^™  pour  le  diamètre  de  la  cir^ 
conférence  primitiv^e  du  pignon. 

Astronomie. 

Épreuve  écrite.  —  Etablir  la  fonction  Sinti'oduite 
par  Tisserand  dans  la  théorie  de  la  capture  des  co- 
mètes. 

Application  aux  groupes  de  comètes  périodiques 
liées  à  Jupiter. 

Épreuve  pratique.  —  On  donne  les  longueurs  de 
deux  rayons  vecteurs  r  et  r'  d'une  comète  parabolique 
et  leur  angle  2  a.  Calculer  le  temps  mis  par  la  comète 
pour  décrire  l'arc  de  parabole  que  sous-tend  cet 
angle. 

Dijon. 

Analyse. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Exposer  les  points  fonda^ 
mentaux  de  la  théorie  du  logarithme  népérien. 
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Démontrer  la  formule 


L 


f{x)  dx  =  l'Ri  ?  /(^), 


oh  la  fonction  f{x)  est  méromorphe  à  l^ intérieur  de 
Vaire  limitée  et  imperforée  5,  olotrope  sur  son  con- 
tour  (c),  oii  l'intégrale  est  prise  sur  le  contour  par- 
couru une  fois  dans  le  sens  direct, 

II.  Former  et  intégrer  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles des  surfaces  développables. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  av^ec  quatre  chiffres 
décimaux  exacts  la  racine  quatrième  du  nombre  e, 
base  du  système  des  logarithmes  népériens , 

MÉCANIQUE. 

Épreuve  écrite.  —  Attraction  d'un  ellipsoïde  homo- 
gène à  trois  axes  inégaux  sur  un  point  intérieur  ou 
extérieur. 

Épreuve  pratique,  —  Trouver  les  axes  principaux 
d'inertie  d'un  rectangle  homogène  et  d^ épaisseur  con- 
s  tante  par  rapport  à  un  de  ses  sommets. 

Astronomie. 

Épreuve  écrite.  —  Théorie  de  la  lunette  méri- 
dienne. 

Épreuve  pratique.  —  Détermination  du  méridien 
d'un  lieu  par  une  mesure  d'azimut  de  l'étoile  po- 
laire. 
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LiUe. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Question  de  Cours.   —    On  considère  V intégrale 
indéfinie 


p 


fi^fj)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  dey; 
on  suppose,  de  plus,  que  y  est  la  racine  carrée  d'un 
polynôme  du  quatrième  degré  en  x. 

1°  Montrer  comment  cette  intégrale  peut  être  expri- 
mée à  l'aide  des  fonctions  qui  figurent  dans  l'intégra- 
tion des  fractions  rationnelles,  et,  en  outre,  à  l'aide  de 
symboles  nouv^eaux  qui  sont  les  intégrales  elliptiques 
de  première,  de  deuxième  et  de  troisième  espèce, 

2°  Les  intégrales  elliptiques  étant  ainsi  définies  y 
faire  voir  comment  on  peut,  par  une  transformation 
rationnelle,  les  ramener  à  Informe  normale. 

Problème,  —  Soient  f{z)  une  fonction  ho  lomor plie 
dans  une  aire  (S),  limitée  par  un  contour  simple  {s)\ 
Uj  b,  X  les  affixes  de  points  distincts  intérieurs  à  (S); 
d  et  ^  des  entiers  positifs,  ût  4-  P  =  w . 

Démontrer  que  le  résidu  de  la  fonction 


(x  —  ^)(a  — a)a(«  — 6)? 


au  point    z^:^a,   est  un    polynôme  entier   en  x   de 
degré  n  —  i . 

En  conclure  la  formule 


^J^' 

^'^  •>'(*) 
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l'intégrale  étant  prise  dans  le  sens  positif,  le  long  du 
contour  (5),  et  F(a:)  désignant  un  polynôme  de  degré 
n  —  I. 

Montrer  que  ce  polynôme  F  (or)  satisfait  aux  n  cou- 
dit  ions, 

F(a)  =/(a),      F\a)  =  f\a\      . . .,      F(«-i)(a)  =/^«-»'(a), 
F(Ô)=/(A),      F'(6)=/'(6),      ...,      F(MX6)=/(P-i)(6). 

MÉCANIQUE   RATIONNELLE. 

I.  Question  de  Cours.  —  i^  Etablir  les  équations 
de  Resal  par  lesquelles  on  peut  remplacer  celles 
d'Euler,  dans  l'étude  du  mouv^ement  d'un  solide 
autour  d'un  point  fixe,  lorsque  deux  des  moments 
principaux  d'inertie  A  ei  B  sont  égaux. 

2**  Trouver,  dans  ce  même  cas,  les  conditions  que 
doit  vérifier  le  couple  résultant  (L,  M,  N)  pour  que  le 
mouvement  se  réduise  à  une  précession  unifonne,  sans 
nutation. 

II.  Problème.  —  Etudier  les  mouvements  de  deux 
points  matériels  M  et  M|,  des  masses  m  et  mi,  non 
pesants  y  s' attirant  proportionnellement  à  leur  dis- 
tance, et  assujettis  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur 
deux  cercles  fixes  égaux  C  et  C|,  placés  de  manière 
que  leurs  plans  soient  tous  deux  perpendiculaires  à  la 
ligne  des  centres  CC| . 

On  supposera  qu'à  V instant  initial  la  droite  MM| 
éist  parallèle  à  CC| . 

Astronomie. 

Épreuve  théorique,  —  Intégrer,  à  V aide  de  Véqua-^ 
tion  aux  dénuées  partielles  deJacobi,  les  équations  du 
mouvement  dUme  planète  par  rapport  au  Soleil,  Inter- 
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prêter  les  constantes  introduites  en  fonction  des  élé- 
ments de  V orbite  de  la  planète. 

Quand  la  planète  est  soumise  à  une  force  perturba--' 
trice,  dire  ce  qu'on  appelle  variables  képlériennes  ; 
établir  les  équations  qui  donnent  les  dérivées  de  ces 
"variables. 

Épreuve  pratique.  —  Résoudre,  par  V emploi  de  la 
méthode  des  moindres  carrés,  les  équations  suivantes, 
fournies  par  des  observations  d'égale  précision 

72a?  -f-  85  j/"  —  29  =  o, 

7837+    3y-h    2  =  0, 

iDjr  — 94j^-h39  =  o, 

io3ar-f-    Sy-^    3  =  o. 

Mécanique  appliquée. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Rôle  utile  du  frottement  dans  la 
traction  mécanique.  Théorie  de  T adhérence.  Calcul  de 
l^  effort  maximum  utilisable  à  la  jante  d'une  roue  mo- 
trice. Calcul  du  couple  résistant  maximum  utilisable 
dans  le  cas  du  freinage  par  le  moteur, 

II.  Voiture  automobile  dont  toutes  les  roues  sont 
motrices.  Calcul  de  l'effort  maximum  de  traction  dis- 
ponible à  la  barre  d'attelage.  Traction  au  démarrage 
et  sur  une  rampe. 

Épreuve  pratique.  —  Épure  du  diagramme  corrigé 
de  l'inertie  du  piston  et  de  l'inertie  de  la  bielle  dans 
le  cas  d'une  machine  à  vapeur  fixe  à  grande  vitesse. 

On  suppose  que  roii  ait  obtenu  à  Taîde  d'un  dia- 
gramme d'indicateur  le  graphique  des  efforts  moteurs 
évalués  au  bouton  de  la  manivelle. 
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Od  demande  d'établir  les  deux  graphiques  qui  donnent 
les  corrections  à  apporter  au  graphique  précédent  lors- 
qu'on tient  compte  séparément  :  i^  de  l'inertie  du 
piston  ;  2°  de  l'inertie  de  la  bielle. 

Vitesse  :  2^0  tours  h  la  minute. 

Longueur  de  la  bielle  :  cinq  fois  celle  de  la  manivelle. 

On  choisira  arbitrairement  les  autres  éléments. 

JV,  B,  —  En  admettant  tous  les  résultats  relatifs  aux 
mouvements  plans,  on  retrouvera  très  brièvement  les 
formules  à  employer  et  Y  on  indiquera  en  quelques  mots 
la  marche  suivie. 


CORRESPONDANCE. 


M.  d'Ocagne.  —  La  courbe  qui,  dans  le  faisceau  de  courbes 
paraJlèles  envisagées  par  M.  Collignon  {Nouvelles  Annales, 
1900,  p.  433),  est  tangente  en  0  à  Ox  (p.  442)  est  celle  dont 
on  trouve  de  nombreuses  propriétés  dans  mon  Étude  sur  les 
coordonnées  axiales  {Nouvelles  Annales,  1884,  p.  557,  ^^ 
Coordonnées  parallèles  et  axiales,  p.  48),  ainsi  que  cela 
résulte  d'une  remarque  de  M.  E.  Gesàro  {Nouvelles  Annales, 
1885,  p.  a57,  et  Coordonnées  parallèles  et  axiales,  p.  90). 


BIBLIOGRAPHIE. 


Les  philosophes  géomètres  de  la  Grèce,  Platon  et 
ses  prédécesseurs;  par  G.  Milhaud,  professeur  à  la 
Faculté  des  Lettres  de  Montpellier,  i  vol.  în-8'*  de  la 
Collection  historique  des  grands  philosophes,  Paris, 
Félix  Alcan,  éditeur.  Prix  :  6*^^. 

Quels  sont,  de  Thaïes  à  Platon,  les  rapports  de  la  philosophie 
des  Grecs  avec  la  pensée  mathématique?  Telle  est  la  question 
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à  laquelle  veut  répondre  Tauteur  des  Philosophes  géomètres 
de  la  Grèce. 

Après  une  Introduction  où  il  essaie  de  définir  les  tendances 
générales  que  la  culture  mathématique  peut  imprimer  à  la 
réflexion  du  philosophe,  et  après  avoir  rappelé  les  conclusions 
d'études  antérieures  sur  le  caractère  autochtone  de  la  géo- 
métrie grecque,  M.  Milhaud  passe  en  revue  la  double  série  des 
travaux  mathématiques  et  des  doctrines,  s'efTorçant  de  mon- 
trer  le  lien  étroit  qui  rattache  celles-ci  à  ceux-là.  La  première 
Partie  est  consacrée  aux  prédécesseurs  de  Platon;  la  seconde, 
de  beaucoup  la  plus  importante,  à  Platon  lui-même. 

Dans  cet'Ouvrage  on  retrouve  aisément  l'auteur  de  VEssai 
sur  la  certitude  logique  et  du  Rationnel,  D'une  part,  les 
traits  caractéristiques  de  sa  pensée,  en  marquant  le  rôle  actif 
et  créateur  de  l'esprit  dans  l'édification  de  la  science  spécula- 
tive, nous  ont  naturellement  préparés  à  ce  genre  d'études,  où 
l'évolution  des  notions  scientifiques  ne  se  sépare  plus  radicale- 
ment des  conceptions  des  philosophes;  d'autre  part,  on  devine, 
à  la  lecture  du  Livre,  et  particulièrement  quand  il  s'agit  de 
Platon,  à  quel  point  l'auteur  se  sent  attiré  par  ses  propres 
doctrines  vers  le  rationalisme  idéaliste  des  penseurs  grecs. 


Leçons  sur  la  Théorie  des  formes  et  la  Géométrie 
ANALYTIQUE  SUPÉRIEURE,  à  Tusage  des  étudiants  des 
Facultés  des  Sciences;  par  M.  H.  Andoyer,  maître  de 
conférences  et  chargé  de  Cours  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  rUnîversîté  de  Paris.  vn-5o8  pages  gr.  in-8**.  Paris, 
Gauthier-Villars,  1900.  Prix  :  lô*"'. 

Il  n'existait  pas,  jusqu'à  ce  jour,  dans  la  littérature  mathé- 
matique française,  un  Traité  didactique  de  la  Théorie  des 
formes.  Les  travaux  des  géomètres  français  sur  cette  branche 
importante  des  Mathématiques  sont  épars  dans  divers  Recueils 
que  les  étudiants  ont  souvent  de  la  peine  à  se  procurer.  Chacun 
de  ces  travaux  se  rattache  d'ailleurs  à  une  partie  déterminée 
de  la  Théorie;  de  sorte  que  pour  en  avoir  une  idée  d'ensemble 
il  fallait  soit  se  livrer  à  des  recherches  laborieuses,  soit  recourir 
aux  Ouvrages  étrangers.  L'Ouvrage  de  M.  Andoyer  vient  donc 
combler  une  véritable  lacune. 
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La  Théorie  des  formes  est  Intimement  liée  à  la  Théorie  des 
nombres  et  à  la  Géométrie  analytique.  Laissant  de  côté  la 
Théorie  arithmétique  des  formes,  M.  Andoyer  s'est  surtout 
attaché  à  les  étudier  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  analy- 
tique. C'est  ainsi  que  la  Géométrie  dans  un  espace  à  une  dimen- 
sion se  trouve  ramenée  à  la  Théorie  des  formes  binaires,  et  la 
Géométrie  dans  un.  espace  à  deux  dimensions  se  trouve  à  son 
tour  ramenée  à  la  Théorie  des  formes  ternaires. 

L*étendue  de  ce  Recueil  ne  nous  permet  pas  de  suivre  l'Au- 
teur dans  tous  ses  développements.  Noub  nous  bornerons  donc 
à  indiquer  rapidement  le  plan  général  de  l'Ouvrage. 

Il  est  divisé  en  deux  Livres  correspondant  respectivement 
à  la  Géométrie  binaire,  c'est-à-dire  à  la  Géométrie  dans  un 
espace  à  une  dimension,  et  à  la  Géométrie  ternaire,  c'est-à-dire 
à  la  Géométrie  dans  un  espace  à  deux  dimensions. 

Le  Livre  I  comprend  la  théorie  générale  des  invariants  des 
systèmes  binaires,  les  formations  invariantes,  les  systèmes 
linéaires,  les  résultants  et  les  discriminants,  et  une  étude 
complète  de  la  forme  bilinéaire,  des  systèmes  quadratiques, 
des  formes  canoniques  et  particulièrement  des  formes  cubique, 
biquadratique  et  quintique;  suit  une  étude  de  la  forme  linéo- 
quadratique,  des  formes  à  deux  séries  de  variables,  et  enfin 
l'application  des  divers  résultats  obtenus  à  la  Géométrie 
binaire. 

Le  Livre  II  se  développe  parallèlement  au  Livre  I.  Voici  les 
titres  principaux  des  Chapitres  : 

Théorie  des  invariants  des  systèmes  ternaires.  —  Les  sys- 
tèmes linéaires.  —  La  forme  bilinéaire  et  l'Homographie.  — 
La  série  quadratique.  —  Le  système  de  deux  formes  quadra- 
tiques. —  La  correspondance  réciproque  entre  deux  espaces 
coïncidents.  —  Le  système  de  deux  formes  bilinéaires  et  la 
correspondance  quadratique  birationnelle.  —  Étude  géomé- 
trique du  réseau  des  séries  quadratiques.  —  La  série  cubique. 
—  La  forme  trilinéraire.  —  La  série  quartique.  —  La  Géo- 
métrie métrique  ternaire  en  général.  —  La  Géométrie  métrique 
ternaire  spéciale. 

Dans  la  pensée  de  son  Auteur,  le  Livre  de  M.  Andoyer 
s'adresse  plus  spécialement,  ainsi  que  son  titre  l'indique  d'ail- 
leurs, aux  étudiants  des  Facultés  des  Sciences.  Il  est  certai- 
nement appelé  à  leur  rendre  de  très  grands  services;  mais  les 
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(96) 
personnes  qui  s'intéressent  aux  idées  nouvelles  de  la  Géométrie 
supérieure,  et  leur  nombre  devient  de  plus  en  plus  considérable, 
le  liront  avec  le  plus  vif  intérêt.  Je  range  dans  cette  catégorie 
les  professeurs  soucieux  d'acquérir  des  idées  générales  pour  le 
plus  grand  profit  de  leurs  élèves.  Nos  lecteurs  nous  sauront 
donc  gré  de  leur  avoir  présenté  ce  Livre  de  très  grande  valeur 
et  formeront  avec  nous  le  souhait  que  le  distingué  géomètre 
qu'est  l'Auteur  nous  donne  bientôt,  comme  il  l'annonce  dans 
sa  préface,  la  Théorie  des  formes  quaternaires  et  son  applica- 
tion aux  espaces  à  trois  dimensions.  X.  A. 


OUESTiONS. 


1910.  On  donne  l'hyperboloïde  à  une  nappe 
a?*        V*        z* 

-T"*-Tr r— I=0. 

a*        o*        c* 

On  considère  deux  génératrices  G  et  K  de  même  système  dont 
les  pieds  sur  le  plan  de  l'ellipse  de  gorge  sont  aux  extrémités 
d'un  même  diamètre  : 

I®  Trouver  les  équations  delà  droite  A  perpendiculaire  com- 
mune à  G  et  K  ; 

a*  Trouver  la  surface  lieu  de  À  (conoïde  de  Plucker); 

3®  Trouver  sur  cette  surface  le  lieu  des  points  tels  que  les 
plans  tangents  fassent  un  angle  donné  0  avec  le  plan  de  l'el- 
lipse de  gorge.  Construire  les  projections  de  ce  lieu  sur  les 
plans  de  coordonnées.  Gh.  Bioghe. 


ERRATA. 

3*  série,  Tome  XIX  : 

Page  49^,  ligne  a  en  remontant,  deuxième  formule,  dénomina- 
teur; au  lieu  de  {l  —  Ij  lisez  {i  +  2. 
Page  582  (Tables)  ;  après  la  ligne  7,  ajoutez  : 

École  centrale  des  Arts  et  Manufactures;  concours  de  1900; 
Géométrie  analytique;  Épure;  première  et  deuxième  ses- 
sions      567 
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NOUVELLES  ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES. 


TABLEAU  DE  CORRESPONDANCE 

ENTRE    LES 

QUESTIONS    POSÉES    ET    LEURS    SOLUTIONS 

DE  L'A^M^:E  18i2  (  FOiNDATION)  A   1000  INCLUS. 


\ 
I 
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Ce  Tableau  est  adressé  aux  abonnés  avec  le  numéro  de 
février  1901.  //  pourra  être  annexé,  dans  la  collection,  soit 
à  l'année  1900  (à  la  fin) ^  soit  à  Vannée  1901  {au  commence- 
ment), 

A  mesure  que  des  solutions  nouvelles  seront  publiées^  les 
lecteurs  pourront  utilement  les  enregistrer  dans  le  présent 
Tableau. 
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>OL'VELLES  AISNALES  DE  MATHÉMATIQUES. 


TABLEAU  DE  CORRESPONDANCE 

ENTRE   LES 

(illESTIO\S  «ES    «  \01IVELLES  AKXALES  »   ET  LELRS  SOLUTIOKS, 

DEPUIS  lAWNKK  1812  (FONDATION)  JUSQU'A  1900  INCLUS  ('). 


1842(1.)  («). 

1.  1M2,  i38,  3ii. 

2.  1M2,  i3«),  l'iT. 

3.  1842,  1^2,  \9.q. 

4.  1843,  26«. 

5.  1842.  l'p. 
n.  1842,  2^43. 
7.  1842,  i43. 
H.  1842.  i39. 
9.  1842.  i16. 

10.  1842,  236. 

11.  1842,  l'iS. 

12.  1842,  26Ô. 

13.  1842,428;  1848,  6i. 
H.  1894,  a3*. 

15.  1842,  '170. 

16.  1848,  220. 

17.  1842,  2\o. 

18.  1855,  217;  1877,  »'»2. 

19.  1843,  43. 


(*)  La  notation  I,  indique 
le  h'  Volume  de  lu  !«■'  scrio. 


20.  1842.  'iiii. 

21.  1842,  i<)^:  1877,1  «8. 

22.  1894,  27'. 

23.  1842,  3(io. 

24.  1842, 'f7i. 
Î5.  1853,  80. 

26.  1842.  3)7. 

27.  1843.  5o8. 

28.  lOTS.  23.^. 

29.  1842,  356. 

30.  1842,  355. 

3t.  1842,  474;  1849,  61, 
i.3o. 

32.  1844,  23^; 1872, 280. 

33.  1843.  Il') 

34.  1852,  80;  1878.  39. 
3.^.  1843,  36;  1850.  60. 

36.  1842,  507;  1843,  237. 

37.  1874,  238. 
.38.  1843,  .5 10. 

39.  1843,  312,496. 

40.  1844,  391. 

41.  1842, '147;  1855, 281; 

1898, 179. 


42.  1844,  172. 

43.  1843,  363. 

44.  1844,  365;  1863,97. 

100;  1866,  21,  27. 

45.  1850,  432. 

46.  1847,  353. 

47.  1852,  2S7. 

48.  1898,  180. 

49.  1843,  2\]. 

50.  1843,     1^5;     1849, 

458. 
5t.  1894,  28*. 
52.  1851,  25. 
53    1847,  46. 

54.  1843,  37;  1894,  3o*. 

55.  1846,  121. 

/.6.  1873,  439,  522. 

57.  1872,  129. 

1843  (II.). 

58.  1843,  319. 

59.  1843,  271;  1894,  32*. 

60.  1852,  80. 


(')  Los  questions  ne  portant  pus  d'indications  sont  sans  solution  à  l'houro  acluclle. 
A  mesure  que  de  nouvelles  solutions  paraîtront,  il  sera  aisé  au  lecteur  de  compléter  ce 
Tableau. 

Quelques  réponses  indiquées  ne  sont  pas  h  proprement  parler  des  solutions,  mais 
de  simples  indications;  le  nombre  en  est  d'ailleurs  faible.  D'autre  part,  certains 
renvois  sont  faits  à  des  passages  qui  ne  portent  pas  expressément  le  numéro  de  la 
question,  mais  qui  cependant  traitent  le  mémo  sujet. 

Pour  les  questions  sans  solution  qui  ont  été  réimprimées,  on  n'indique  dans  le 
Tableau  que  leur  origine  pr<Mniére. 

Nous  espérons  élro  arrivés,  sinon  à  la  perfection  absoluo,  du  moins  à  un  résultat 
très  correct  dans  ronsemblc,  nous  le  devons  surtout  à  deux  dos  meilleurs  collabora- 
teurs des  ^'ouveUcs  Annales  :  M.  le  commandant  Bhoc.vrd  et  M.  H.  Lkz,  qui  ont  revu 
les  épreuves  avec  le  plus  grand  soin.  Nous  leur  adressons  l'expression  de  toute  notre 
gratitude. 
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61. 

6-2. 
63. 
6i. 
65. 
66. 
67. 
68. 
69. 
70. 
71. 
72. 
73. 
7i. 
75. 
76. 
77. 
78. 
79. 


80. 
81. 
82. 
83. 
84. 
85, 
86. 

87, 
88. 
89, 
90 


1864,  1 88;  1868,^ 4«v. 
1869,  4:6. 

1850,  322. 

1843,  3i1. 
1876,  5ii. 

1850,  icS8. 
1848,  23 1. 

1844,  r..  ;  1847,  a33. 
1847,  35o. 

1847,  399.  427. 
1844,  170. 

1843,  4^i«;  i8^.  7^^- 

1844,  l'ii. 

1843,  499- 

1844,  19. 
1844,  25. 
1844,  2i6. 

1851,  3 19. 
1862,  206. 

1844(111,). 

1844,  12 '♦;  1861,  233. 
1854,  1 3-.;  1855,  2 ',8. 

1845,  .V20. 

1846,  lii,  108. 

1852,  99- 

1844,  ',04. 

1845,  488;  18Ô4, 
38*. 

1851,  i47- 

1850,  299. 

1851.  144. 
1844,  592. 


1845  (IV,). 

91.  1845,  1H6. 

92.  1845.  iij\. 

93.  1867,  497- 

94.  1846,  370; 1874,  424. 

95.  1846,  4l9- 

96.  1846,  199. 

97.  1847,  398;  1848, 

4^4  (M. 

9S.  1845,  656. 

99.  1875,  66. 

100.  1846,547- 

101.  1846,  i3;1847,  193. 

102.  1845,  654. 

103.  1846,  127,  147. 

104.  1846,  2.3s. 

105.  1846,  209;  1863,  12. 


(  *  I  Voir  J.  M.,  quest.  375. 


100. 
107. 
108. 
109. 
110. 
111. 
112. 
113. 
114. 
115. 
116. 
117. 
118. 

119. 
120. 
121. 
122. 
123. 
124. 
125. 
126. 
127. 
128. 
129. 
130. 
131. 
132. 
133. 
13i. 
135. 
136. 
137. 
138. 
139. 


140 
141, 
142 
143, 
14  i. 
145, 
146, 
147, 
14S 
!  149 
1.50, 
151 


I  153 

I  154 

155 


1846  (V,). 

1846,  187,  255. 

1847,  35<i. 
1847,  356. 
1847,  356. 
1846,  227. 
1876,  182. 
1846,  25fi. 
1846.  3'4S. 
1846,  253. 
1846,  5^8. 
1874,  337. 

1874,  337. 

1846.  413,479; 1852, 

'^51. 
1846.  36 1. 

1846,  365. 

1847,  179. 
1846.  33i. 

1846,  333. 

1847,  2n. 
1846,  .533. 

1881,  329. 
1873,  126. 

1846,  479- 

1847,  9>- 
1846.  632. 
1894,  37-. 

1846,  633. 

1847,  10,  102. 
1850,  5i,  27.). 
1852,  i5,. 
1847,  25,  99. 
1847,  122. 
1872,  129. 

1847  (M,). 

1878,  42(). 
1854,23;  1855,  21. 

1875,  332. 
1847,  176,  195. 
1847,  43 1. 
1852,  189. 
1847,  2<iS,  375. 
1847,  275. 
1852,  3 16. 
1847,  367. 
1847,  3(i9. 

1847,  38S; 1848, 2G0; 

1849,  89. 
1847,  3S9. 
1860.  ]2i. 
1847,  3.,5. 
1847.  374. 


156.  1898,  180. 

157.  1894,  4i*. 

158.  1847,  365  ('). 

159.  1847,  366. 

160.  1847,  363. 

161.  1848,  ir'i,  206,  225. 
102.  1848,  '^S,  58. 

163.  1847,  370. 

16i.  1847,  370. 

165.  1852,  191. 

166.  1848,  <,8;  1872,  283. 

167.  1863,  34. 
16<S.  1847,  4«3. 

169.  1847,  476. 

170.  1848,  99. 

171.  1848,  101. 

172.  1848,  io3. 

173.  1848,  i3. 

174.  1847,     -16',;     1894, 

4i*. 

1848  (VII,). 

175.  1848,  19.1. 

176.  1849,  27^4: 1898,  iSi. 

177.  1848,  126,  171. 

178.  1848, 1 ',4;  1849.  370, 

179.  1848,  i»6,  177;  1849, 

298. 

180.  1854,  283(2). 

181.  1852,  i'46. 

182.  1852,  319. 

183.  1851,  145. 

184.  1848,  307. 

185.  1848,  3oo. 

186.  1848,  255. 

187.  1849.  2i4,  23'4,  282; 

1898,  182. 

188.  1848,  340. 

189.  1848,  298,  338. 

190.  1848,  45i;  1849,  271: 

1854,  270;  1860, 
3i5. 

191.  1849,  45. 

192.  1861,  57. 

193.  1900,  45. 

194.  1850,  172,  271. 

195.  1852,398;  1858,  79, 

194- 

196.  1851,  198. 

197.  1849,  4 «3. 

198.  1849,  376;  1851, 3 14. 


(M  Voir.V.  C,  1877,  J7i; 
1878,  1.2. 

(  "  )  Voir  .Y.  /'..  qiiCHt.  173. 
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1849  (MU,). 

199.  1898,  i86. 

2iX).  1850,  iofj.  211. 

ÎUI.  1849,  2o(),  24t>. 

m.  1849,  377. 

'203.  1849,  lU- 

204.  1849.  4i3- 

'iO>.  1854,  37*. 

2()6.  1850,  ii6;1851,  80; 

1875,  G3,  17K. 
"Jn.  1849,2^7;  1871,  3fî. 

208.  1849,  V,3;  1862,  iU- 

209.  1851,  317. 

210.  1849,  rr|. 

211.  1850,  59,  273. 

212.  1850,  62. 

213.  1850,  73. 
21  i.  1849,  î/p. 
2i5.  1850,  5^,  i5i. 

216.  1849,  iY2. 

1850  (IX,). 

217.  1850,  2i5. 

218.  1854.  270. 

219.  1850,  206,  212. 

220.  1850,  2n6,  212. 

221.  1850,  iV>- 

222.  1850,  i^r». 

223.  1850,  2fo. 

224.  1850,351. 

225.  1850,  35 r. 

226.  1850,  233. 

227.  1850,  2 ',6. 

228.  1852.  31^. 

229.  1850,  43i. 

1861  (X,). 

230.  1851,  3 16. 

231.  1851,  3i6. 

232.  1852,  3'45;  1857,  i6r>. 
23.1.  1851,  353. 

234.  1851,  279,280:1871, 

38. 

235.  1852,  187. 

236.  1851,  279. 
*23T.  1852,  V>'^- 

238.  1853,  2.5. 

239.  1855,  2',5. 
2îO.  1870.  22(,. 

2U.  1852,  '«i'j;  1855,  20; 

1861,  53. 
2V2.  1853,  i^M,  330;  1861, 

54. 
213.  1852,186:1898, 1S7. 
24i.  1852,  ',5:i. 


•  2\h. 
'  240. 

247. 

248. 


249 
250 
251 


252, 
253, 
254, 
2j5 
2)6 
257 
258 
259 
260 
261 
262 
263 
264, 
265 
266 
267 
268 
269 


270, 
271, 
272. 
273, 

274 
275 
276 

277 
I  278, 
i  279 
I  280 
I  281 
'  2H2, 
:  283 
;  28  i 
I  285 
I  286 


287, 
288 


1894,  i2*. 
1852,  4». 

1851,  4^>i- 

1852,  278,  3^6. 

1852  (  XI,  ). 

1852,  126,  186. 

1852,  4V). 

1852, 1 '48. 1884, 187; 

1881,  4:3. 
1872,93  ('). 
1852,  3  .8. 

1852.  274. 

1854.  210. 

1855,  84. 
1854,  320. 

1853,  70. 

1853,  70. 

1854,  3<)6. 

1854,  26;  1858,  3 '48. 
1853, 3.9;  1854,  362. 
1853,  237. 

1853,  169. 

1853,167:1854,4^9. 
1853,  2»2. 
1863,  527,  5>8. 

1853  (XII,). 

1862,  335. 
1853,  i'89. 

1855,  97. 

1853,  Vii;  1854,33: 

1860,  II 5. 
1853,  4^'2. 

1853,  336. 

1854,  200;  1855,  85, 
88. 

1854,  201. 

1854,  202  ;  1855,  170. 
1857, 2 '40: 1858, 347. 

1855,  89;  1866,  9')- 

1861,  qi. 

1854,  3()6. 
1854,  119- 
1854,  121. 
1854,  3<,.-<,  '4(>>. 
1854,  398,  ^o». 

1854  (Mil,). 

1858,  35 '4;  1863,  n  2. 

1863,  343. 


289. 

290. 
291. 
292. 
293, 
294. 
295. 


296, 


297 
298 
299 
300 
301 
302 
303 
304, 
.305, 
3(K) 
307, 
308 
309 
310 
311 
312 
313 


314. 
315. 
316, 
317. 

318. 
319. 
320. 
321. 
322. 
323. 

32  i. 
325. 
326. 
327. 
328. 
329. 
330. 


1854,  33 1;  1855,32; 
1857,  102. 

1855, 198;  1857,  369. 

1877,  190. 

1865, 1 32:1868,1 65. 

1855,  2',i. 

1856,  fiSi);  1862,  62. 

1857,  85:  1862,  64; 
1863,  ',49. 

1855  (XIV,). 

1855,  i',2;  1856,58; 

1858,399:1859,64; 

1861,  4.^2. 
1855,  4 13. 
1855,  435. 
1855,  257. 
1855,  2>4,  368. 
1855,  235:  1856,  61. 
1855,  2.36:1856,61. 
1855,  365. 
1855,  3ii. 
1894,  54*. 

1855,  3i8. 

1858,  182;  1863,  220. 

1856.  4^- 
1865,  5i4. 

1855,  444. 

1856,  181. 

1857,  25S. 

1856,  184:1862,  i63. 

1856  (XV,). 


1858,  3i5. 
1856,  239. 
1856,  2.)6; 
1861,  3'4j; 
4.^2. 

1856.  157. 

1857,  38-,  ; 
1856,  'H)7. 
1856,  2>.]: 
1856,  2 ?5: 
1856, 2  î6, 

•ij  ». 
1898,  433. 
1876,  3»8 

1856,  2.).,. 

1857.  39. 
1856,  3o(.. 
1856, 3o3 ; 
1866,  3(.5, 


2>9« 

1858,396. 
1863, 3oo, 


1858,  82. 

1857,  41. 
1857,  4?- 

iiiS;1857, 


('). 


1881, -So. 
3ii. 


I       (')  Voir  .V.  C,  1878,  13.1       (')  Voir  A'.  r..l87e,  i:<i. 
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331. 

1857,  Soi 

382. 

1857,  434. 

431. 

1858,  263. 

332. 

1857,  26,  66,  2/^ 

1. 

383. 

432. 

1860,  170. 

333. 

381. 

1857,  337. 

433. 

1858,  285. 

334. 

1857,  5a,  i39,  243. 

385. 

1872,  329. 

434. 

335. 

1857,  3;. 

386. 

1857,  288. 

435. 

1859,  199;  1860, 36o. 

336. 

1857,  43. 

387. 

1859,  4''o;  1864, 401. 

436. 

1860,  i4i. 

337. 

1858,  229. 

388. 

1857,  347. 

437. 

1868,  37;  1869,  16^. 

338. 

1857,  20. 

389. 

1857,  296,  369,  375- 

438. 

1860,  186. 

339. 

1857,  45.  48. 

390. 

1857,  38o. 

439. 

340. 

1857,  16. 

,391. 

1857,  462. 

410. 

1858,  296,  393. 

3il. 

1898,  iSS. 

392. 

1857,  456;  1858,156, 

441. 

1872,  172. 

3i2. 

1868,  44''- 

1864,126. 

442. 

1858,  393. 

313. 

1857,  109,  309. 

393. 

1858,  5,  2o5,  207; 

443. 

1859,  77,  261,  406; 

344. 

1857,  22,  44,  5i 

i79» 

1881,  4o3. 

1860,  47. 

.39. 

394. 

4857,  447;  1858,  11. 

444. 

1872,  i3i. 

245. 

1867,  9»  10,  71. 

395. 

1861,  3o,  42. 

415. 

34G. 

1857,  19. 

396. 

1857,  i-iH;   1858,  9, 

446. 

1868,  447. 

317. 

1858,  33 1;  1863, 

320. 

63. 

447. 

1867,  323. 

3i8. 

1857,  5o,  82. 

397. 

1857,  449. 

448. 

1900,  90. 

349. 

1857,  .72. 

398. 

1865,  76. 

449. 

1860,  195. 

350. 

1857,  2^8,  416. 

399. 

1893,  6*;  1898,  436. 

450. 

1858,  462. 

351. 

1859,  73. 

400. 

451 

1858,  432. 

352. 

1857,  96. 

401. 

1858,  .i3,  429. 

m. 

1859,  172. 

353. 

1857,  25,  173;  1884, 

402. 

1858,  Il 5,  428. 

453. 

1858,  /,65;  1869,68, 

24*. 

4!I3. 

1858,  117,  191. 

71,  i5o,  172. 

354. 

1857,  24,  173. 

404. 

1858,  26',. 

454. 

1877, 38i. 

355. 

1857,  55,  175. 

405. 

1858,  191;  1860, 320. 

455. 

1859,  65,  i5o. 

406. 

1859,  rA\,  23o,  237; 

456. 

1859,  65;  1862,  114. 

1857  (XVI,). 

1863,  22. 

457. 

1859,  ii5,  161. 

407. 

1860,  3 16. 

458. 

1858,  4^>3;  1859,66, 

356. 

1858,  326. 

408. 

1858,  190. 

1^7,  i5o, 193,  3G2. 

357. 

1857,  243. 

109. 

1858,  191. 

35«. 
359. 

1857,  iio;1861 
1857,  176. 

,  3o. 

4iO. 
411. 

1858,  187. 
1858,  187. 

1859  (XVlIIt). 

360. 

1866,  16',;  1900 

,  90. 

412. 

1859,  420;  1861,  lïo. 

459. 

1859,  i48. 

301. 

1857,  234,  255, 

333. 

460. 

1859,  108,  iio,  186. 

362. 

1864,  5oS. 

1858  (XVII,). 

461. 

1859,242,  273;  1860, 

363. 

1857,  200,  201. 

34;  1861, 155,171. 

364. 

1857,  196. 

413. 

1858,  179,  180,  435; 

462. 

1859,  204. 

365. 

1857,  i8i  262. 

1872,  82. 

463. 

1859,  217. 

366. 

1857,  187. 

414. 

1898,  433. 

464. 

1860,  149. 

367. 

1857.  ip9. 

415. 

1858,  123. 

465. 

1810,  i5i. 

368. 

1857,  192,  250. 

416. 

1860,  38. 

466. 

1859,  2o5; 1870,  281. 

369. 

1857,  189,  19a. 

25l, 

417. 

1859,  45i. 

467. 

1859,  201Î,  232. 

269. 

418. 

1860,  97. 

468. 

1859,219,  233;  1860, 

370. 

1857,  336,  435. 

419. 

1864,  i(.8. 

i55;1861, 155,173. 

371. 

4858,  i52. 

420. 

1858,  319. 

469. 

1859,  18^207. 

372. 

1857,  37,;  1894, 

24". 

421. 

1858,  126. 

470. 

1859,  280. 

373. 

1857,  2,,.i. 

422. 

1858,  Il  s. 

471. 

1859,  2 ',8. 

374. 

1857,  2y7. 

423. 

1858,  277. 

472. 

1859,  35o. 

375. 

1857,  290. 

424. 

473. 

1894,  33%  36*. 

376. 

1859,  129,  i38. 

425. 

1858,  195. 

474. 

1863,  60. 

377. 

1856,  407;  1858 

»9' 

420. 

1862,  III ;  1865, 5 1 5. 

475. 

1859,165:1894,43*. 

378. 

1865,  225. 

427. 

1859,  335,  336. 

476. 

1859,  359. 

379. 

1865,  228. 

428. 

1858,  177. 

477. 

1859,  2^5. 

.380. 

1864,  127. 

429. 

1866,  3;.. 

478. 

1860,  283:1861,88. 

381. 

1865,  5',7. 

430. 

1866.  35. 

479. 

1861,  i55,  174,  26^ 
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48(1  • 

481.  1859,339. 

482.  1859,  33(),  35 1;  1893, 

()M894,  33*,3(.*. 

483.  ISiSO,  II,  52,  54,  i5S, 

i6o;  1861,  iJi. 

484.  1880,  i3,  53,57,1 58, 

160. 

485.  1860,  i3,  188. 

486.  1864,  ii9- 

487.  1884,  53i(M. 

488.  1860,  80. 

489.  1870,  56 1. 

490.  1866,  i32. 

491.  1864,  25. 
49-2.  1860,  01. 

493.  1860.   5,    83,    216; 

1862,  32  1. 

494.  1860,  356;  1861,  26. 
49'..  1900,  91. 
496.1900,91. 

497.  1861,  275;  1864,  36. 

1860  (XIXj). 


493.  1860, 
490.  1860, 
m.  1860, 
m.  1866, 
m.  1860, 

m.  1861, 

m.  1860, 
505 .  1876, 
m.  1876, 
507.  1860, 
m.  1860, 
m.  1862, 
510.  1861, 
511. 
512. 
513. 

514.  1860, 
51Ô.  1860. 
516  (M. 

517.  1860, 

518.  1860, 

519.  1860, 

520.  1860, 

521.  1863, 
322.  1860, 
523.  1860, 
52i.  1860, 


i54,  279. 

356  ;  1861,  3K. 

38i,. 

.3',. 

85,  88,  93. 

353,  436. 

i6i. 

5l2. 

221. 

3^7. 
.398. 


23o. 

181. 

2.35. 

237. 

238. 
239. 

32Ô. 

43i. 
336. 
290;  1861,  25. 


M  Voir  .V.  C.  1876,  mH. 
'  '  Voir  question  Si". 


5-26. 
5-27. 
5-28. 
529. 
530. 
531. 
53'>. 
533. 
53i. 
535. 
536. 
537. 
538. 
539. 
540 
541. 
542. 
543. 
544. 
545. 
546. 
547. 

548. 
549. 

550. 
551. 
552. 
55:1. 
55i. 
555. 
5.56. 
557. 


558. 

I  559. 

560. 

561. 
562. 

563. 
564. 
565. 

566. 

567. 
!  568. 
î  569. 

570. 
571. 
572. 


1873,  4^7.  573. 

1861,  96.  574. 

575, 

1867,  ',92.  576. 

1860,  4't5.  577. 

1861,  175,  273.  578. 
1861,  176,  274,  286.  579. 
1864,  2>3.  580. 
1860,433.  581. 

1860,  420;  1861, 271.  582. 
1894.  4'i*.  583. 

1861,  ',5«.  584. 
1867,  377.  585. 
1894,  58*.  586. 
1864,  i3i. 

1894,  45*.  587. 

1860,  4^1.  588. 

1861,  122.  5S9. 

1860,  436.  590. 
1861,95.  59 1. 

1864. 263;  1866, 3o8;  592. 

1867,3^7.  593. 

1861,  85;  1868,  221.  594. 
1861,  85;  1864,  21;  595. 

472.  596. 
1864,  320.  597. 
1861,  <,7.  598. 

1873,  401.         599. 

1863,  27',.         600. 
601. 

1861,  91.  602. 

1866,  273,  276.  603. 
1861,  i35. 

1861  (XXj). 

1866,  327. 

1867,  5o'4. 
1863, 5i3;  1867, 436; 

1870,  366. 

1864,  253; 1866, 3o8. 
1864,  25;,  393  ;  1866, 

3()S. 
1864,  21. 

1861,  85;  1864,  21. 
1861,  85;  1864,  21; 

1866,  i58. 
1861,  434,  '|39.     I 
1861,  319. 
1861.  42'. 
1861,283,  3oi;  1862, 

137. 
1861,  2K9,  433. 
1861,  375. 
1861,  'i66,  -.>S^,  3G6, 

393. 


604. 

605. 

606. 
■  607. 
!  608. 
!  609. 

i  610. 

611. 
I  612. 
'  613. 

614. 

615. 
616. 

617. 
618. 
619. 
620. 
621. 


1872,  522. 
1861,  3i',. 

1861,  268. 

1863.  61. 

1862,  i57,  242. 
1876,  i83. 
1861,  43o. 

1861,  295; 1877, 477. 

1864,  64. 

1861,  29',;  1867,  425. 

1863,  11 5. 

1861,  3o2; 1870,  1 36. 

1861,  296, 4.35;  1862, 

,3j. 
1861, 297;  1862, 139. 
1861,  291. 

1866,  37,  5ii. 
1865. 549;  1866, 5ii; 
1870,  438. 


1862,  i83. 
1861,  4l7. 


Voir  591. 
1865,  55 1. 

1861,  4'i'»;  1862, 118. 

1862,  i58.  401. 
1862,  55. 

1862  (I,). 
1864, 173; 1866, 191. 


1863, 1 ,5. 

1862,  116,  159,  179; 
1863,  16. 

1863,  355. 
1862,  67. 
1862,  34 î. 
1866,  277,  459. 
1862,  172,  i;4.  3i6, 

3.7;  1864,  385. 
1870,  23 1. 
1862,328, 'p7;  1863, 


1866,  137. 
1865,  i(i(). 
1862.  34«. 
1862,  3 14. 


Digiti 


zedby  Google 


622. 

1862,  3 £2. 

n71. 

1863,  540. 

623. 

4862, 3 18,379; 1863, 

672. 

1864,  74.  "fi. 

375. 

673. 

1867,  f2Î. 

624. 

1862, 3i>;  1863, 

209. 

674. 

1864,  79. 

625. 

1864,  263; 1898, 

196. 

075. 

1866,  461. 

626. 

1862,  458; 1864, 

265. 

076. 

1863,  523;  1864,66, 

627. 

1862,  447,  4O9. 

70. 

628. 

1863,  54. 

677. 

1864,  3o,  33. 

629. 

1862,  4O2. 

078. 

1864,  3o,  33. 

630. 

1862,  455. 

679. 

1864,  3o,  33. 

631. 

1872,  83. 

080. 

1864,  235. 

632. 

1863,  49,  5i. 

081. 
682. 

1864,  72,  143,  371. 

1865,  554. 

1863  (II2). 

083. 

1867,  473. 

633. 

1863,  240,  336. 

1864(111,). 

634. 

1863,  io5. 

635. 

1863,  4-^0. 

684. 

1864,  324,  460. 

636. 

1863,  97,  100. 

085. 

1864,  3i7. 

637. 

1863,  140,  181, 

184. 

086. 

1864,  328. 

638. 

1863,  i52. 

087. 

1864,  328. 

639. 

1863,  149.  154. 

088. 

1864,  329. 

640. 

1863.  4'9- 

089. 

1864,  3qi. 

641. 

1863,  275,  456. 

690. 

1864,  386. 

642. 

1863,  337. 

091. 

1865,  305. 

643. 

092. 

1864,  260. 

644. 

1883,  4i5,  418. 

693. 

645. 

1863,  277. 

694. 

1864,  395,  397. 

646. 

1863,  i5i. 

095. 

1864,  399. 

647. 

1863,  387. 

096. 

1864,  373,  377. 

648. 

1864,  6a,  189. 

697. 

1865,  121,  12',. 

649. 

1866,  40. 

098. 

1864,  200;  1865, 

650. 

1863,  5o2;  1864,77- 

5i8. 

651. 

1864,  i34. 

699. 

1865,  555;  1880,  63. 

652. 

1863,  3(>8. 

700. 

1864,  532;  1865,125; 

653. 

1863,  457. 

1868,  118. 

654. 

1863,  285,  286, 

3o2, 

701. 

1868,  285. 

5io. 

702. 

1864,  388. 

655. 

1863,  454. 

703. 

656. 

1866,  2>6. 

704. 

1864,  391. 

657, 

1864,  37,  1 36;  1888, 

705. 

1867,  .77. 

5ii. 

700. 

1865,  4<- 

6o8. 

1863,  49i  547. 

707. 

1865,  4i:1867,  278. 

650. 

1863,  4!)7,  5 ',8. 

708. 

1865,  177;  1869, 

660. 

1863,  49«,  -^lO- 

53o. 

061. 

1863,  5oi,  5 19. 

709. 

1865,  112. 

6G2. 

1896,  284. 

710. 

1865,  17S. 

663. 

1864,  225,  367;  1866, 

711. 

1865.  78,  79;  1868, 

3,7. 

44.3;  1880,  57; 

605. 

1864,  17.1:  ii5. 

1881,  i',2. 

665. 

1864,  170,  171. 

712. 

1865,  80,  8'^ 

666. 

1864,  80;  1871, 

407. 

713. 

1865,  83. 

667. 

1864,  :?0o,  263. 

714. 

1865,  iiO. 

668. 

1863,  519;  1864 

,66, 

715. 

1865,  39,  41. 

70- 

710. 

1865,  2.J1,  557. 

609. 

1864,  322. 

717. 

1865.  320;  1874, 

070. 

1864,  2OI. 

2o(J. 

1865  (IV,). 
718. 

719.  1865,  125. 

720.  1865,  3(>9,  371. 

721.  1867,  5i5. 

722.  1865,  322. 

723.  1865,  323. 
724. 

725.  1866,  279,  429. 
726C).  1865.  125. 

727.  1865,  326,  328. 

728.  1866,  281. 
729. 

730. 
731. 
732. 

733.  1865,  372. 

734.  1865,  474. 

735.  1865,  469. 

736.  1866,  1O8. 

737.  1866,  i53,  170,  17!?. 

738.  1866,  i53,  170,  17a. 

739.  1866,  170,  172,  178. 

740.  1866,  180. 
741(2).  1866,  503. 

742.  1866,  227;  1867, 442- 

743.  1866,  227. 

744.  1866,  i5i. 

745.  1868,  181. 
740.  1866,  229. 
74?.  1866,  139. 

748.  1878,  190. 

1866  (Vj). 

749.  1866,  366. 

750.  1866,  23o. 
7M.  1867,  73. 

752.  1866,  ^.o;  1867, 5io; 

1868,  46. 

753.  1866,  329. 

754.  1866,  4^0. 

755.  1866,  30 1,  362. 
750.  1866,  302. 

757.  1866,  333. 

758.  1871,  223. 

759.  1871,  227. 

760.  1867,  219, 520;  1868, 

701.  1867,  223:1868,184. 

702.  1867,  2i5. 

703.  1867,  74. 


(  '  )  Double  emploi  avec 
10. 
I   (  -  )  Énoncé  faux  ;  retiré. 
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764.  1866,  4*i5. 
7^5.  1867,  iH-.y.. 
im.  1866,  ^&y. 

767.  1867,  4«6;  1875,68. 

768.  1875,  (J8. 

769.  1867,  227:1868,88; 

1871,  90. 

770.  1867,  227;  1868,89; 

1871,  i)o. 

771.  1867,  283. 
772. 

773.  1867,  126. 
774. 

775.  1866,  >2o,  .321;  1867, 

776.  1886,  521. 

777.  1866,  i2o,525;1867, 

2.,  !iii\. 

778.  1867,  21,  76,  4,7. 

779.  1867,  21,  78. 
m.  1867.  3V 

781.  1867,  35. 

782.  1867,  80;  1872,  9',. 

783.  1867,  80;  1872,  94. 
78Î.  1867,  80. 

7s5.  1870,  283, 

786.  1867,  476;  1870, 285. 

7s7.  1867.  470;  1870,  234. 

7S8.  1867,  37. 

789.  1867,  38,  4o. 

7iKJ.  1867,  i36. 


791. 

rn. 
793. 

7'Ji. 
795, 
1%. 
7l»7. 
798. 
7^. 

m. 
m. 
m. 
m. 
m. 
m. 
m. 
m. 
m. 
m. 
m. 

Ml. 

m. 

S13. 

m. 


1867  (VI,). 

1867,  184. 

1893,  lo*. 

1867,  i83;1879,  3oi. 

1867,  37^4. 

1867,  33 1. 

1867,  186. 

1867,  38o;  1880,63. 
1867.  .38 1;  1880,63. 

1867,  372. 
1878,  507,  5 14. 

1868,  3 18. 


1870,  32^ 
1870,  325. 
1867,  517. 
1867,  370. 
1867,  370. 


-  9  — 

815. 

816.  1868,  128. 

817.  1868,  i3o. 

818.  1868,  39. 

819.  1868,  i3i. 
8*20. 

821. 

822.  1868,  33 1. 

823.  1868,  332. 
824  1868,91. 

825.  1867,  556,  557. 

826.  1869,  41 5. 

827.  1868,  i32. 

828.  1870,  23^,,  371. 
829. 

830.  1867,  559,  56i. 

831.  1898,  190. 
8,32.  1870,  376. 

833.  1878,  190. 

834.  1868,  40. 

835.  1868,  42. 

836.  1868.  415;  1869,  86. 
8.37.  1870,  3i7,  32i. 

838.  1870,  86. 

1868  (VII3). 

839.  1868,  552. 

840.  1868.  447. 

841.  1870,  554. 

842.  1868,  i85,  186. 

843.  1868,  367,  369. 

844.  1868,  187. 

845.  1869,  38. 

846.  1872,  248. 
847.- 1868,  4ï7. 
848. 

849.  1868,  519;  1876,6,8. 

850.  1868,  334. 
851. 

852. 

853.  1870,  417. 

854.  1872,  280  («). 

855.  1874,  240. 

856.  1868,  4l9- 

857.  1872,  33 1. 

858.  1869,  460. 
859. 

860.  1871,  234. 
861. 

862.  1871,  327. 

863.  1868,  15 1. 

864.  1869,  40. 

865.  1869,  134. 


1867,383,  I71.        (I)  Reproduction  de  la 
1867,  520;  1868,  i83.  I  question  401. 


866.  1868,  545;  1869, 191. 

867.  1868,  548. 
868  1875,  2£,  29. 

869.  1870,  4ao. 

870.  1869,  463;  1870,  44. 

871.  1869,  465. 

872.  1871,  282. 

873.  1868,  55o;  1870, 559. 

874.  1870,  i33.  423. 

875.  1869,  87. 

876.  1871,  4i,  92. 

877.  1871,  39.  93. 

878.  1871,  93. 

879.  1871,  94. 
880. 

881.  1871,  181. 

882. 

883.  1879,356. 

884. 

8S5. 

886.  1870,  236. 

887.  1868, 552; 1870,  326. 
888. 

889.  1869,  91. 

890.  1870,  329, 
891. 

892. 
893. 

894.  1869,  3 12,  528,  555. 

895.  1869,  549. 

896.  1871,  18-2;  1872,32. 

897.  1869,  467. 

1869  (VIIIj). 

898.  1869,  418,470;  1875, 

2r. 

899.  1872,  457. 

900.  1874,  4 15;  1875,  236. 

901.  1869,  3j1,  420  (»). 

902.  1869,  3i5. 

903.  1869,  173. 

904.  1874,  43 1. 

905.  1869,  237. 

906.  1869,  42'. 

907.  1869,  535. 

908.  1869,  17I,  317. 
909 

910.  1871,  i84,  235,  237. 

911.  1869,  178. 

912.  1869,  78. 

913.  1869,  78. 

914.  1869,  238. 

915.  1869,  539. 


(»)  Voir  y.   r.,  1876,  379. 
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916. 

1869,  3.U,  54 1. 

963 

(').  1864, 187;  1863, 

1007. 

917. 

1870,  33(). 

226;  1881,  473- 

1008. 

918. 

1870,  3 17,  367. 

964. 

1871,  4Ô8. 

1009.  1873,  44o. 

919. 

1870,  317,  \o\. 

965. 

1870,  142. 

1010.  1871.  43l 

9*20. 

1870,*  3 17. 

906. 

1871,5.4. 

1011.  1873,  454. 

921. 

1870,  317. 

967. 

1012.  1870,  5j8;  1874. 

92-2. 

1869,  3 '41. 

968. 

1871,  5i5. 

244. 

923. 

1871,  379. 

969. 

1871,  5i5,  5i6. 

924. 

1869.  3 .3,  1870, 

3^. 

970. 

1873,  577;  1874, 

1871  (X3). 

925. 

1872,  4fi'>. 

i53.  576;  1877, 

926. 

1871,  278. 

i85;  1881,  321. 

1013.  1871,  184,  235.  rV. 

927. 

1869,  /4^'|. 

971. 

1871,  44,  187. 

1014.  1871.  520. 

928. 

1869.  5i5. 

972. 

1873,  440. 

1015. 

929. 

1898,  5760. 

97J. 

1872,  5oo. 

1016.  1871,  521. 

930. 

1869,  .Vi6. 

974. 

1872,  4«t. 

1017('). 

931. 

1869,  5 16. 

975. 

1872,  .77. 

1018.  1872,  522;  1874. 

932. 

187.5,  71;  1880, 

53. 

976. 

1872,  181,  M. 

201,  293. 

933. 

1869,  4:^7;  1870, 

92. 

977. 

1872,  28',. 

1019.  1872,  233. 

934. 

1869,  3:>8. 

1020.  1871.  527. 

935. 

1866,  5i8,  520. 

1870(1X2). 

1021.  1874,  436. 

936. 

1894,  49*. 

1022.  1873,  46  f. 

937. 

978. 

1872,  5o4. 

1023.  1872,  187. 

938. 

979. 

1872,  39. 

1024.  1874,  438. 

939. 

1869,  544,  547. 

980. 

1872,  22S. 

1025.  1872,  236. 

940. 

1870,  332. 

981. 

1871,  33 1. 

1026.  1871,  453;  1872,7s. 

941. 

1871,  i83. 

982. 

1870,  240;  1871, 

1027.  1871,  456. 

942. 

1869,  453;  1871, 

9^» 

5i8,  5(io. 

1028  (').  1873,57711874, 

288. 

983. 

1871,  4^i. 

i53,  576;  1881, 

9i3. 

1869.  548. 

984. 

1876,  47i 

321;  1884,  lîi- 

944. 

1873,  572. 

985. 

1872,  23o. 

1029.  1873',  439;  187*. 

9S5. 

1869,  374. 

986. 

1873,  4'|6. 

4'*6;1885,  .43. 

946. 

1893,  II*. 

987. 

1870,  201;  1872, 

1030.  1872,  4^»5. 

947. 

232. 

1031.  1873,  47'*.  5"' 

948. 

1871.  44. 

988. 

1872,  507. 

1874,  io5. 

949. 

1871,  42;  1874, 

.93, 

989. 

1031^-.  1872,  4h  21^'). 

4S3. 

990. 

1872,  86,  i83. 

1032.  1896,  288. 

950. 

1871,  33o. 

991. 

1870,  4^4. 

1033.  1874,  294. 

951. 

1869, 533,557;  1870, 

992. 

1894,  52% 

1034.  1873,  46 'i,  579. 

89. 

993. 

1894,  52  \ 

1035. 

952. 

1869,  38',  ;  1870, 

ti. 

994. 

1870, 425;  1871,56.). 

1036.  1871,  457. 

953. 

1872,  173. 

995. 

1873,  45  >. 

1037.  1871,  4^8. 

951. 

1893,  54*. 

996. 

1872,  139. 

1038.  1873,  26. 

955. 

1869,  5i3;  1870,34, 

997. 

1872,  5()8. 

1039.  1872,  88. 

142. 

998. 

1871,  334. 

1040.  1872,  5ij. 

956. 

1869,  524;  1870, 

34, 

999. 

1041.  1872,  238. 

x\i. 

1000. 

1042  (>). 

957. 

1869,  558;  1870, 

4i. 

1001. 

1873,  45o. 

1043.  1872,  81. 

189. 

1002. 

1871,  4^0,  4^2. 

1044.  1871,  555. 

958. 

1871,  4^>. 

1003. 

1872,  334. 

1045.  1872,  78,  90. 

959. 

1872,  i32  (>), 

1004. 

1046.  1875.  73. 

900. 

«70.  Vi. 
1869,  3i  s  555. 

1005. 

1872,  5 10. 

961. 

1006. 

1873,  4'>';  1874, 

902. 

1871,  4^7- 

538;  1875,  23 1. 

(  *  )  Doiibli*  emploi  îivio 
981.  Voir   1871,  33.. 

(  '  )  Voir  question  970. 

i' 

)  Voir  .V.  (.,  1876. 

J-2. 

(M 

Double  ciuiiloi  avi»r 

(=•)  Hoolificalion,  1871. 

(' 

)  Voir  y.  r..  1876, 

3;:. 

•r,i. 

5.(ii. 
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;(»i:.  1872,  92. 

lUi8.  1872,  286. 

lOi'J.  1873,  328, 
1878,  144. 

!OôO.  1872,  553. 

l».')l.  1872,  467. 

I0.r2.  1873.  i85. 

mi.  187i,  440. 

H'ôS.  1872,  ^i()8. 

1872  (XI,). 


571; 


lOw.  1873, 

10:^.  1872, 

1057.  1873, 
1U.J8. 

10.V.K  1872, 

inoo.  1872, 

217 

1061.  1872, 

217 

um.  1877, 
10o3. 

um.  1874, 

m-j.  1872, 

\m.  1872, 

i55 

1067.  1873, 

l'itis.  1872, 

'.m.  1874, 

mm.  1876, 

1071.  1872, 

107-2.  1874, 

1073.  1874, 
1074, 

1075.  1876, 

107H.  1874, 

1077.  1875. 
1078. 

1079.  1872, 

lOHli.  1872, 

m\.  1873, 

lOM  1872, 

1IW3.  1873, 

108L  1873, 

108Ô.  1874, 

U)86.  1873, 

1087.  1872, 

1088.  1873. 
10H9.  1873, 
lOÎKL  1873, 
\m,  1874, 

ioi>->. 

I(jy3.  1873, 

\(M.  1873, 

mb.  1873. 

10t^().  1873. 


33o. 
4«9. 
470. 

5i6. 
5i(j;  1873, 

*  5i6;  1873, 
,  220. 
281. 


1.14. 
i8y; 


1874, 


475,  52 '4. 

487. 

3o. 

^473,  523. 

202. 

106. 

33o,  473. 
i5fi. 


519;  1874.  88. 
520;  1874,  88. 
29 -,1874,334. 
476. 
332. 

186,  187. 
443. 

187,  232. 

429,  43o. 

34. 

.36. 
38. 
109. 

333. 
4f. 
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1097.  1873,  137. 

1098.  1874,  61. 

1099.  1873,  5oo;  1878,  4o- 

1100.  1873,  139,  142. 

1101.  1874,247,  249. 

1102.  1873,  189. 

1103.  1873,  48. 
110-4  (•;. 
1105. 

1106.  1874,  2o5. 
1107. 
1108. 

1109.  1873,  190,  23i; 
1874,  496;  1875, 

23l. 


1110. 
111t. 
1112. 
1113. 
UM. 
1115. 
111G. 
1117. 
1118. 
1119. 

U20. 

1121. 
1122. 
1123. 
1124. 


1873  (XII,). 

1873,  143. 
1873,  ',77. 
1873,  278. 
1873,  280. 
1873,  282. 
1873,  282. 

1873,  28'>. 

1874,  2  5o. 
1874,  63. 

1873,  58i; 
296. 

1874,  206; 
4 'p. 

1874,  297. 
1874,  4'4i 
1874,  491. 
1874,  3J8. 


1874, 
1884, 


1874  (XIII2). 

1125.  1874,  200,289,3^40. 

1126.  1875.  8ï. 

1127  (').  1874,  3oi;  1875, 

'79. 

1128.  1874,  m. 

1129.  1875,  83,  269. 

1130.  1875,  85; 1876,  223. 

1131.  1874,  3q2. 

1132.  1875,  87. 

1133.  1875,  87. 

1134.  1874,  395. 

1135.  1874, 5i3; 1875, 89, 

^79- 

1136.  1875,  90. 


(  *  )     Retiré    par    l'auteur, 
1873,  i3r. 

(*)  l'orr  question  1071. 


1137.  1875,  i83. 

1138.  1874,  343. 

1139.  1875,  i85. 

1140.  1875,  i3o. 

1141.  1874,  347. 

1142.  1876. 5i4;  1877,  3a. 

1143.  1875,     i32;    1876, 

l32. 

1144.  1874,  519;  1875, 

428. 

1145.  1875,  i33. 

1146.  1875,  i35. 

1147.  1874,  34q. 

1148.  1875,  i38. 
1149. 

1150.  1875,  189. 

1151.  1876,  i'4i. 

1152.  1876,  36. 

1153.  1876,37. 

1154.  1876,  5 16. 

1875  (\IV,). 

155.  1875,  277,  281. 

156.  1876,  226. 

157.  1876,  519. 

158.  1876,  41. 

159.  1877,  33. 

160.  1876,  439- 

161.  1875,  238. 

162.  1875,  239. 
163(").  1876.  55 1;  1877, 

37. 
164C).  1876,  55i;  1877, 

40. 
165.  1875,  i85. 
166  (^).  1876,  2H6;  1885, 

201. 

167.  1875,  333. 

168.  1875,335,5io;1881, 

i5o. 

169.  1875,  382. 

170.  1876,  184. 

171.  1875,  464. 

172.  1875,  327,  465. 
173(').  1876,  468;  1876, 

8,  326. 

174.  1875,  470. 

175.  1876,  4 '4. 

176.  1875,  563. 

177.  1877,  23o. 

178.  1875,  472. 


(M  Voir  J.S.,  1884,  xçip. 
{')  Voir  A',  r.,  1877,  107. 
(')  Voir  A'.  C,  1878,  45. 
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1179.  1875,  4 7'i. 

1180.  1876,  4<>,  538;  1877,' 

439.  i881,  20Î. 

1181.  1876,  i35,  180; 

1878,  256. 

1182.  1876,  22S. 

1183.  1876,  i38. 

1184.  1877,  43. 

1185.  1876,  6<M. 

1186.  1876,  i4o,  143. 

1187.  1876,  i86. 


1876  (XV,). 


1188. 
1180, 
1190. 
1191. 
1192. 
1193. 
1194. 
1195. 
1196. 
1197. 
1198. 
1199. 
1200, 
1201. 
1202. 
1203. 
1204. 
1205, 
1206. 
1207. 
1208. 
1209. 
1210, 

1211. 
1212. 
1213. 
1214. 
1215. 
1216. 
1217. 


1876. 
1876, 
1876, 
1876, 
1876, 
1876, 
1878, 
1881. 
1876, 
1876, 
1876, 
1876, 
1876, 
1876, 
1876, 
1876, 
1876, 
1876, 


22(). 
2,31. 

232,  23}. 
234.  326. 
239. 

4'iV 

33o. 

545. 

282. 

284. 

35s,  5 '47. 

358,  549. 

33o. 

28G. 

33i. 

333. 

334. 


1876,  55o. 
1876,  376. 

1876,  555. 

1877,  523;  1881, 
276. 

1876,  379. 
1876,  38 1. 
1876,  3S3. 
1876,  55<). 
1876,  55«. 

1876,  559. 

1877,  45. 

1877  (XVI,). 

1218.  1878,  45. 

1219.  1878,  4^. 

1220.  1877,  234. 

1221.  1877,  23-1. 

1222.  1877,  :>.S3. 

1223.  1877,  236,  238. 

1224.  1877,  3.»6. 

1225.  1877,  47«- 

1226.  1877,  285,  37G. 


1227. 
1228. 
1229. 
12.30. 
1231. 
1232. 
1233. 
1234. 
1235. 
1236. 
1237. 
1238. 
1239. 
1240. 
1241, 
1242. 
1243. 
1244. 
1245. 
1246. 
1247. 
1248. 
1249. 
1250. 
1251. 
1252. 
1253  ( 
1254. 
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1877,  332. 

1878,  83. 

1877,  333,  425. 

1878,  4'i.  4^. 
1878,  Mi. 
1878,  i3o,  2  25. 
1878,  325. 

1878.  328. 

1878,  i32,  221. 
1878,  33 1. 
1878,  227. 
1878,  228. 
1878,  i33. 

1877,  5  .5. 

1878,  229. 

1877,  517. 

1878,  91. 

1878,  23o. 
1878,  i36,  252. 
1878,  i.;s,  252. 
1878,  i'4>. 
1878,  fii'^S. 
1878,  33 1. 
').  1878,  23',. 
1878,  236. 


1878  (XVII,). 

1255,  1878,  43o,  5 16. 
1 2.56 . 

1257.  1895,  I*. 

12.58.  1878,  3:b. 

1259.  1879,  3ji. 

1260.  1878.  333. 

1261.  1878,  4^q. 

1262.  1878,  557. 

1263.  1878,  374. 

1264.  1879,  375. 

1265.  1878,  4/1. 

1266.  1896,  5». 

1267.  1895,  8*. 

1268.  1879,  322;  1880,  94. 

1269.  1878,  56.). 

1270.  1879,  4<>fi. 

1271.  1878,  4/3. 

1272.  1880,i33,4o3:1881, 

5i5. 

1273.  1878,  475. 

1274.  1878,  47^>. 

1275.  1881,  170. 


('j  Voir7..Ç.,cmcî>lionslCG, 
18'». 


1276.  1878.  '430,477. 


-s. 


1277, 
1278. 
1279. 

1280. 
1281. 
1282. 
1283. 
1284, 
1285. 
1286. 
1287. 
1288. 
1289. 
1290. 
1291. 
1292, 
1293. 
1294. 
1295. 
1296. 

1297. 
1298. 

1299, 
1300. 
1301. 
1302. 
1303. 
1,304. 
1305. 
1306. 
1307. 
1308. 


5i6,  5i8. 
1896,  loV 
1879,  376. 
1878, 4<33, 464:1880. 

517. 
1879,  468. 
1883,  373. 
1879,  324. 
1881,  5 18. 
1879.  325. 
1883,  .3oi. 

1878,  523. 
1895,  11*. 

1879.  326. 
1879,  77. 

1878,  52',. 

1879,  328. 

1878,  524. 

1879,  329. 
1879,  33(». 

1879,  378. 

1880,  4'>8;  1881. 
,7.3. 

1880,  43o. 

1880,  91,4 iiM881. 
418;  1898,  99- 

1879,  470. 
1879,  474. 
1879,  37Q. 
1879,  \?-3. 
1879,  332. 
1879,  33 '4. 

1881,  368,  '480. 
1881,  281. 

1879  (XVIII,). 


1309. 
1310. 
1311. 
1312. 

1313. 

1314. 
1315. 
1316. 
1317. 
1318. 
1319. 
1320. 
1.321. 
1.322. 
1323. 


1895,  i3V 

1879.  4ît>. 

1879,  384; 
459. 

1880,  4-^1  ; 


1880. 
1881. 


1879,  4^7. 
1879,  4^8. 
1879,  ,75;  1880,  <i3. 

1879,  430. 

1880,  524. 
1896,  i6*. 
1880,  fiikK 

1882,  4iO- 
1879.5.5:1882.  ;♦'. 
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l.Vii. 

13-25. 
i:V2B. 
13-27. 
13-28. 
l:V2'J. 
l'KiO. 

i:ut. 

133-2. 
1333. 
1334. 
1335. 
1336. 
1337. 
13:W. 
1331). 
13iO. 


1880.    4^1  ;    1881. 
173. 

1879,  529. 

1880,  4<>^ 

1880,  V)'(. 

1881,  333. 


1880, 
1881, 
1881, 
1880, 


'l«7. 
335. 
37.. 
468. 


1880,  5a6. 

1880,  470. 

1881,  4i5. 

1880,  556. 

1882,  473. 

1881,  373. 
1880,  472- 
1880,    473; 

.43. 


1881, 


1880  (XIX,). 

un.  1680, 475. 

13i>.  1880,  ,79,5*8:1881, 

17H, 
13)3.  1881,  S20. 

1344.  1881,  179. 

1345.  1881,  I17. 

\m.  1880. 557. 

13Î7.  1881.  42H. 
13ib.  1881,  180. 
13i9.  1881,  43i. 

1350.  1881,  375. 

1351.  1895,  32». 

1352.  1881.  342,  34'4. 

1353.  1881,  143.  182,340. 
1351.  1881,  376. 

1355.  1881,  3',o. 

1881  (XXj). 

1356.  1881,  184. 

1357.  1881,  28?,  i.>3. 
I35S.  1881,  379. 
135ÎJ. 

13^X1.  1884.  138. 

m\. 

13G-2.  1885,  519. 
13114.  1881,  5-^8. 

vm. 

131)0. 

1307.  1882.  368. 

1308.  1882,  371. 
13011.  1882,  422. 
1370.  1882,  424- 
1371. 


137-2.  1895,  i2\ 

1373.  1881,  5i3  (•). 

t374.  1881,  524. 

1375.  1882,  374. 

1376.  1881,  5>8. 

1377.  1882,  37C. 

1378.  1882,  \2iy. 

1379.  1882,  377. 
1:î«0.  1882,  371,. 
1381.  1882,  4'^- 


138*2. 
1383. 
13S4. 
1385. 
1386. 
1387. 
1388. 
1389. 
1.390. 
1391. 
139-2. 
1393. 
1394. 
1395. 
1396. 
1397. 
1398. 
1399. 
1400. 
1401. 
140-2. 
1403. 
1104. 
1405. 

1406. 
1407. 
1408. 

1409. 
1410. 
1411. 
1412. 
1413. 
14H. 
1415. 
1416. 
1417. 
1418. 
1419. 
1420. 


1882  (I3). 

1895,  24*. 
1882,  '4.>8. 

1896,  388;  1898,  91- 
1893,  2*. 

1882,  38o. 

1883,  i33,  i3(i. 
1886,  328. 
1885,  32  1. 

1883,  i>.:». 


1883,  i33,  i3.^. 
1883,  fi'JiCu 

1882,  382. 
1891,  6*. 

1883,  47»- 

1882,  43o. 

1883,  47 1- 


1882,  47^^- 

1883,  43^; 
386. 

1896,  93. 
1896,  38(). 
1882,    47^>; 
390. 

1882,  47^- 

1883,  322. 
1893,  58V 
1882,  521,  5.' 2. 
1883,32',. 

1882,  472.  523. 
1882,5*6. 

1883.  4  '7- 
1883,  325. 
1893,  55*. 
1883,  374. 


1884, 


1896, 


•  1421.  1883,  3^6. 
;  14-22.  1883.  3^9. 
I  1423.  1883,  375. 
;  1424.  1883,  376. 
1425.  1883,  33i. 
'  1426  ('). 

1427.  1883,  378. 

1428.  1883,  38o. 

1429.  1883,  4''9- 

1883  (II,). 

1430  ('). 

1431  (3).  1893,  58\ 
1432. 

1433. 

1434.  1883,  332. 

1435. 

1436.  1884,  388. 

1437.  1884.  533. 
1438. 

1439. 

1440. 

1441. 

1442. 

1443. 

1444. 

1445. 

1440. 

1447. 

1448. 

1449 

1450 

1451 

1452 

1453 

1454 

1455 


(M  Voir  .V..  1885,  ia«. 


1886,  473. 

1884,  483. 

1885,  379. 
1891,  7*. 

1883,  476. 

1884,  534. 
1884,  535. 

1456.  1885,  432. 

1457.  1884,  392. 

1458.  1884,  394. 

1459.  1883,  43o. 

1460.  1884,  4)^1  • 

1461.  1885,  43^ 

1462.  1883,  521. 

1463.  1883.  477.  3i5. 

1464.  1884,  4«:. 

1465.  1883,  522;  1884, 

41 1. 

1466.  1883,  47«. 


(<)  Énoncé  faux;  rotirê. 
Voir  p.  5a8. 

(*)  Rcctific.ilion.  Voir 
1883,  p6. 

(')    boiiblo    emploi    avec 

un. 
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1467.  1884,  395. 

1468.  1883,  523,  566; 

1884,  383. 

1469.  1884,  3',2. 

1470.  1886,  209. 
1471. 

1472.  1883,  525. 

1473.  1884,  397  (M. 

1474.  1883,  528;  1884, 

345,  352. 

1475.  1884,  346. 

1476.  1884,  538. 

1477.  1883,  527;  1884, 

352;  1891,  3*. 

1478.  1893,  i5*. 
1479. 

1480.  1884,  347. 

1481.  1884,  348. 

1482.  1884,  35o(')- 
1483. 


1484. 
1485. 
i486. 
1487. 
1488. 
1489. 
1490. 
1491. 
1492. 
1493. 
1494. 
1495. 
1496. 
1497. 
1498. 
1499. 
1500. 
1501. 
1502. 
1503. 
1504. 
1505. 
1506. 
1507. 
1508. 
1500. 
1510. 
1511. 
1512. 
1513. 
1514. 


1884  (III3). 
i893,  17*. 


1884, 
1884, 
1885, 


1884, 
1884, 
1884. 
1884, 
1884, 
1884, 
1896, 
1884, 
1885, 
1884, 


490. 
442,  53o. 

520. 


4'43. 

444. 

492,  528. 

539. 
541. 

542. 

390  ;  1897.  90, 

493. 

524. 

49'*. 


1885,  38o. 


38i. 
382. 


1885, 
1885, 


1885, 
1892, 
1885. 


47i. 


384; 
33*. 
385. 


,102. 


IM  Voir  J.  E.,  1888,  ai;. 
<*J  Voir  .V.  C.  1879.  8. 


1515. 

1885,  476- 

1565. 

1887,  58a. 

1516. 

1885,  4«o. 

1566. 

1890,  i57,  55». 

1517. 

1893,  6o'. 

1567. 

1888,  104. 

1518. 

1885,  526. 

1568. 

1892,  34*. 

1519. 

1569. 

1892, 43-;  1883,  53". 

1885  (IV3). 

1570. 
1571. 

1889,  143. 

1520. 

1885,  386. 

1572. 

1888,  44^. 

1521. 

1885,  389. 

1522. 

1888  (VU,) 

1523. 

1524. 

1885,  4SI. 

1573. 

1894,  10*. 

1525. 

1893,  62*. 

1574. 

1892,  1*. 

1526. 

1887,  58o. 

1575. 

1891,  4*. 

1527. 

1576. 

1528. 

1577. 

1891,  8V 

1529. 

1898,  94. 

1578. 

1891,  9*. 

1530. 

1579. 

1531. 

1580. 

1532. 

1581. 

1891,  18*. 

1533. 

1885,  4«3. 

1582. 

1534. 

1893,  18*. 

1583. 

1892,  35*. 

1535. 

1885,  528. 

1581. 

1898,  338. 

1536. 

1885,  484. 

1585. 

1537. 

1885,  53o. 

1586. 

1893,  29*. 

1538. 

1885,  485. 

1587. 

1891,  25V 

1539. 

1898,  4H. 

1588. 

1540. 

1898,  49. 

1589. 

1892,  37*,  47*- 

1541. 

1893,  25*. 

1590. 

1889,  586. 

1542. 

1897,  9',. 

1543. 
1514. 

1885,  53 i. 
1885,  533. 

1890  (IX3)  (')- 

1545. 

1892,  r. 

1591. 

1890,  i59,  873. 

1546. 

1897,  334. 

1592. 

1890,  198,  374. 

1547. 

1893,  27-  ;  1894,  6". 

1593. 

1890, 5.56;  1894,  43'. 

1548. 

1594. 

1890,  556;  4891,  i-. 

1549. 

1550. 
1551. 

1891, 12;  1894, 18*. 

1891  (X3). 

1552. 

1595. 

1891.  II*. 

1553. 

1891,  i8*. 

1596. 

15.54. 

1898,  9fi. 

1597. 

1894,  i3*. 

1555. 

1894,  8*. 

1598. 

1891,  27*. 

1556. 

1898,  336. 

1599. 

1557. 

1897,  9«. 

1600. 

1558. 

1891,  7*. 

1001. 

1892,  47* 

1559. 

1892,  4^*. 

1602. 

1891,  3o*. 

15G0. 

1891,  39-;  1897, 143. 

1603. 

1891,  20*. 

1886  (V3). 

1601. 
1605. 

1892,  2*. 
1891,  28*. 

I56I. 

1892,  33*. 

1606. 

1891,  29*. 

1562. 

1891,  i3%  37*. 

1607. 

1891,  3i*. 

1608. 

1891.  32*. 

1887  (M,). 
1895.  29*. 

1563. 

(M 

Aiicuno  qtipîition  n'si 

1561. 

été  posée  en  1889. 
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Ui09. 

1610.  4891.  3]\  3o*. 

1011.  1891,  i7*. 

H)I2.  1891,  35*,  4i*. 

1613.  1891,  3r,*,  :,7V 

1614. 

161.5.  1891.  4'*. 

1616. 

1617. 

1618.  1892,  2o*. 

1619.  1892,  a-V 

1620.  1892.  2o\ 


1621. 
1622. 
1623. 
1624. 
1625. 
1626. 
1627. 
1628. 
1629. 
1630. 
1631. 
1632. 
1633. 
1G34. 
1635. 
1636. 
1637. 
16,18. 
1639. 
1Ô40. 
16U. 

U>42. 

1643. 
16U. 

1645. 
1646. 
1647. 
1048- 


1892  (XI3). 

4892,  i4',  17*. 
1892,  10*.  19*. 
1892,  II*,  19*. 
1892,  32*, 

1892,  a3*. 

1893,  4*,  5*,  3o*. 
1892,  26*. 


1896,  Q7. 
1894,  is». 
1893   33*. 
1893!3V;1896,i45. 
1893, 35*;1896. 145. 
1893,  36*. 

1892,  46*;    1896, 
i',6,  290,  379. 

1893,  4o». 
1892,  45*. 

1892,  39*;    1896. 
1I7.  3'4Î. 

1892,39*;1896,i4H. 

1893,  40*. 

1892,  4o*. 

1893  (XH,). 

ir>49.  1893,  43*. 

1650. 

I60I.  1894,  i6*. 

16.V2. 

1053.  1893,  43';  1896,  38o. 

1654.  1894,  19*. 

1655. 

1656. 

Hvj7. 


1894  (Xlir,). 


1658.  1896, 

1659.  1896, 
1660. 
1661. 
1662. 

1663.  1898, 
1664. 

1665.  1896, 

1666.  1896, 

1667.  1898, 

1668.  1896, 

1669.  1896, 

1670.  1896, 

1671.  1896, 
1672. 

1673.  1898, 

1674.  1896, 
1675. 
1676. 
1677. 
1678. 

1679.  1896, 
1680. 

1681.  1896, 

1682.  1896, 
1683. 

1684.  1897, 
1685. 


i48. 
i5o. 


385. 


i5n. 

434. 

386. 

196. 

197»  437. 

198. 

■^47. 

477. 
292. 


439. 

485. 
486. 

145. 


1895  (XIV3). 

1686. 
1687. 
1688. 
1689. 
1690. 
1691. 
1692. 
1693. 
1694. 
1695. 

1696.  1897,  i85. 

1697.  1898,  478. 

1698.  1897,  145. 

1699.  1898,  479. 

1700.  1897,  335. 

1701.  1896,  294, 

1702.  1896,  295. 

1703.  1898.  48 1. 
1704. 

1705. 

1896  (XV,). 

1706.  1896.  576. 

1707.  1896,  339. 


1708.  1896,  3 il. 

1709.  1896,  577. 
1710. 

1711.  1897,  48. 

1712.  1897,  49. 

1713.  1897,  336. 

1714.  1897,  5i. 
1715. 

1716.  1898, 577;  1899, 472 

1717.  1897,     187,     237; 

1898,  482. 

1718.  1896,  3^3. 

1719.  1897,  189. 

1720.  1897,  lyo. 
1721. 

1722.  1899.  92. 

1723.  1897,  339. 

1724.  1897,  191. 

1725.  1897,  192. 

1726.  1897,  192. 

1727.  1899,  95,  241,  242. 

1728.  1897,  192. 

1729.  1899,  97. 
1730. 

1731. 

1732.  1899,  191. 

1733. 

1734.  1899,  193. 

1735.  1899,  193. 

1736.  1897,  193. 

1737.  1897,  193. 
1738. 

1739.  1899,334,335,475. 

1740.  1899,  335,  473. 

1741.  1899,  336. 
1742. 

1743.  1897,  193,  238. 

1744.  1896,  536. 
1745. 

1746.  1897,  38 1. 
1747. 

1748.  1899,  337. 

1749.  1898,  5o,  92. 

1750.  1897,  382. 
1751. 

1752. 

1753.  1897,  383. 

1897  (XVI3). 

1754. 
1755. 
1756. 

1757.  1897,  252,  384. 

1758.  1897,  147. 

1759.  1897,  147. 

1760.  1897.  385. 
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1761. 

1702. 

1763. 

1764.  1897,  48.^. 

1765. 

1760.  1899,  :583. 

1767.  1898,  '^.Hb. 

1768.  1899,  383. 

1769.  1899,  384,  47^. 
1770. 

1771.  1899,  385. 

1772.  1899,  435. 

1773.  1899,  477- 

1774.  1899,  478- 
1775. 

1776. 

1777. 

1778.  1899,  48o. 

1779. 

1780.  1898,  u)2. 

1781.  1897, 436;  1898, 193. 
1782. 

1783. 
1784. 
1785. 

1898  (XVII3). 

1786.  1899,  481. 

1787.  1899,  483. 

1788.  1900,  93. 

1789.  1900,  237. 

1790.  1899,  532. 

1791.  1900,  238. 

1792.  1900,  -^31). 

1793.  1900,  335. 

1794.  1900,  335. 
1795. 

1790. 

1797.  1900,  376. 

1798.  1900,  377. 
1799. 

1800.  1900,  378. 

1801.  1900.379. 

1802.  1900.  3So,  3Si. 
1803. 

1804. 
1805. 
1806. 
1807. 


1808. 
1809. 
1810. 
1811. 


1899  (XVHT,). 


1812. 
1813. 
1814. 
1815. 
1816 
1817. 
1818. 
1819. 
1820. 
1821. 
1822. 
1823. 
1824. 
1825. 
1826. 
1827. 
1828, 
1829. 
1830. 
1831. 
1832. 


1900  (XI\3). 


1833. 

1834. 

1835. 

1836. 

1837. 

1838. 

1839. 

1840 

1841. 

1842. 

1843. 

1844. 

1845. 

1846. 

1847. 

1848. 

1849. 

1850. 

1851. 


1852. 
1853. 
1854. 
1855. 
1856. 
1857. 
1858. 
1859. 
1860. 
1861. 
1862. 
1863. 
1864. 
1865. 
1866. 
1807. 
1868. 
1869. 
1870. 
1871. 
1872. 
1873. 
1874. 
1875. 
1876. 
1877. 
1878. 
1879. 
1880. 
1881. 
1882. 
1883. 
1884. 
1885. 
1886. 
1887. 
1888. 
1889. 
1890. 
1891. 
1892. 
1893. 
1894. 
1895. 
1896. 
1897. 
1898. 
1899. 
1900. 


Ttjulcs  les  reclificalions  ou  Notes  quelconques,  précédemment  publiées 
dans  les  Nouvelles  Annales,  el  qui  ne  concorderaient  pas  avec  le  Tableau 
qui  précède,  devront  être  considérées  par  le  lecteur  comme  non  avenues. 

Nous  engageons  nos  collaborateurs  à  porter  de  préférence  leurs  efforts  sur 
les  questions  dont  aucune  solution  n'a  été  publiée. 


Paris.    -  ImprinuTie  ri.vrTUiEiri  VilJ.AUS.  «|ual  des  (iraiiilsAiiKUslins, 
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Liste   des   Correspondants  des  NOUVELLES  ANNALES 
dans  les  villes  où  siègent  les  Facultés  des  Sciences. 

Uôson(;on  :  M.  X.  Stouff.  --  Bordeaux  :  M.  X.  ~  Gaeii  :  M.  A.  de  Saint- 
Germain. —  (Mermont-Ferrand  :  M.  C.Guiçhard.  —  Dijon  :  M.  Dupori  . 

—  Grenoble  :  M.  J.  Collet.  —  Lille  :  M.  H.  Padé.  —  Lyon  :  M.  L. 
.VuTONNE. —  Marseille:  M.  Sauvage.  — Montpellier  :  M- E.  Fabiw  . 

—  Nancy  :  M.  H.  Vogt.  —Paris  :  ^L  Uaffv.  —  Poitiers  :  M.  ifAii.- 
ï.ABD.—  Hennés  :  M.  Le  Uolx.  —  Toulouse  :  M.  Cosseiiat. 


Le  priv  de  l^abonnenient  à  la  Bibliothèque  mathématique  des 
lra\'ailleurs  est  de  12'"''  pour  un  an  el  ô^»"  pour  six  mois. 

Les  abonnés  des  j\ou\'elles  Annales  de  Maihématiq i^es poixrvoiii 
bénéficier  d'une  réduction  de  5o  pour  100,  c'est-à-dire  que,  poui 
eux,  rnbonnement  annuel  ne  sera  que  de  s^jc  francs. 

Pour  profiter  de  cette  réduction,  on  doit  s'adresser  direclemeni 
à  M.  le  \y  lluLiiiATif^,  D'irccieiir  de  \^  Bibliothèque  mathématique 
des  travailleurs^  ],  rue  de  la  Cure,  Paris-Auleuil. 


LIBRAIRIE    GAUTHIER-VILLARS. 


LAISANT  (C.-A.),  Docteur  es  Sciences.  —  Recueil  de  problèmes  de 
Mathématiques  classés  par  divisions  scie  ntifiques  ^  contenant  les  énonces 
avec  renvoi  aux  solutions  do  tous  les  pï^)blèineî>  posés,  depuis  l'orit^inr. 
dans  divers  journaux  :  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  Journal 
de  Mathématiques  élémentaires  et  de  Mathématiques  spéciales,  Nou- 
velle Correspondance  mathématique,  Mathcsis,  6  volumes  in-8  ,  se 
vendant  séparément. 

Classes  de  MAtnÉMATioi'Es  élémentaires. 

I  :  Arithmétique.  Algèf/reélémentaire.  Trigonométrie;  1 893.    2  f r.  5o  c 

II  :  Géométrie  à  deux  dimensions.  Géométrie  à  t  rois  dimensions .  Géo- 
métrie descriptive  ;  1893 5  fr. 

Classes  de  Matiiématiqi'Es  spéciales. 

III  :  Alsrèhre,  Théorie  des  nombres,  l^robahdités.  Géométrie  de  si- 
tua tion  ;  1 8(p 6  1  r . 

IV  :  Géométrie  anal)  tique  à  deux  dimensions  (et  Géométrie  supé- 
rieure \:  1893 6  fr.  5o  c. 

V  :  Géométrie  analytique  à  trois   dimensions  (et  Géométrie  supr- 
rieure)  ;  1 893 2  fr.  5o  r . 

VI  :  Géométrie  du  triangle;  1 896 3  fr . 
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DEUXiÈNE  CONCOURS  DES  «  NOUVELLES  ANNALES  » 
POUR  1900. 


Résultat. 

Examen  fait  dos  nombreux  Mémoires  envoyés,  dont 
la  plupart  étaient  excellents,  les  juges  du  Concours  se 
fussent  trouvés  fort  embarrassés,  s'il  n'était  stipulé  qu'à 
mérite  égal,  c'est  Toeuvre  la  plus  concise  qui  doit  avoir 
la  préférence.  Ils  n'ont  donc  pas  hésité  à  se  prononcer 
en  faveur  du  Mémoire  que  nous  publions  dans  le  pré- 
sent numéro.  L'auteur  ayant  manifesté  le  désir  formel 
de  garder  l'anonyme,  nous  devons  nous  y  conformer 
scr  upul  eusement . 


[M*31i] 

DEUXIÈME  CONCOURS  DES  «  NOUVELLES  ANNALES  » 
POUR  1900; 

Par  un  Anonyme. 


Sujet. 

Les  axes  Ox,  Oj^,  Oz  étant  supposés  rectangu- 
laires y  on  donne  dans  le  plan  yOz  le  cercle  (C)  et  la 
droite  (D)  définis  par  les  équations 

(C)  >^*-4-2*— C'^  =  0, 

(D)  5   — c       =0, 

Ann.  de  Mathémat.,  ^i'  série,  l.  ï.  (Mars  1901.)  7 
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(9») 
puis  on  considère  une  hyperbole  équilatère  (H)  située 
dans  un  plan  (II)  {fig-  i)  passant  par  Ox  et  dont  les 

Fig.  I. 


sommets  réels  A  et  A'  sont  situés,  le  premier  sur  la 
droite  (D),  le  second  sur  le  cercle  (C)  {le  point  A' 
étant  distinct  du  point  O). 

I**  Lorsque  le  plan  II  tourne  autour  de  Ox,  V hyper- 
bole (H)  engendre  une  surj^ace  du  troisième  ordre  (S) 
tangente  au  plan  des  ocy  tout  le  long  de  Vaxe  Ox, 

2.^  On  considère  une  droite  variable  (A)  assujettie  à 
s^appuyer  sur  Ox  et  sur  la  droite  (D),  et  le  point  M 
iJîg'  2),  non  situé  sur  Ox  ou  sur  (D),  intersection  de 


la  droite  A  et  de  la  surface  cubique  (S). 

Montrer   que    les   coordonnées   du  point  M  s'ex- 


Digiti 


zedby  Google 


(99) 
priment  ralionnellement  en  fonction  des  deux  coor- 
données ^variables  du  point  [jl,  trace  de  la  droite  A 
sur  le  plan  z=:ic, 

3**  Quand  le  point  M  décrit  la  section  de  la  sur- 
face (S)  par  un  plan  (P),  le  point  \k  décrit  une 
cubique  (F),  e«  quand  le  plan  (P)  varie,  la  cubique  (F) 
passif  par  six  points  fixes  qui  sont  les  sommets  d'un 
quadrilatère  complet, 

4**  Trouuer  toutes  les  droites  tracées  sur  la  surface. 

5**  Quand  le  point  M  se  déplace  sur  la  surface  (S) 
de  façon  que  le  plan  tangent  en  M  passe  par  un  point 
fixe  de  l'espace,  Q,  le  point  (Ji  décrit  une  conique. 

Ou  doit  se  troui^er  le  point  fixe  pour  que  cette 
conique  se  décompose  en  deux  droites  ou  se  réduise  à 
une  droite  double? 

Que  peut-on  conclure  de  là  pour  le  cône  circonscrit 
à  la  surface  {S)  et  dont  le  sommet  est  le  point  Q? 

6**  Etudier  le  lieu  du  point  M  quand  le  point  (x 
décroît  une  droite  située  dans  le  plan  z  =  2C, 

La  surface  dont  l'étude  consiitue  l'objel  du  problème 
proposé  est,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  une  sur- 
face du  troisième  ordre  à  quatre  points  doubles.  Nous 
allons  donc  étudier  d'abord  les  propriétés  d^une  telle 
surface  :  la  solution  de  la  question  en  sera  une  consé- 
quence. Nous  aurons,  pour  cela,  recours  à  une  trans- 
formation qui  peut  être  considérée  comme  une  généra- 
lisation de  la  iransformation  plane  du  second  ordre. 

i.  Les  transformations  (T).  —  Nous  désignerons 
par  transformations  (T)  les  transformations  ponctuelles 
involniîves  qui  associent  entre  eux  deux  points  m  et  m', 
dont  les  coordonnées  homogènes 

(x,y,z,t)     ei    {.T\y\z\t')      • 
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relatives  à  un  même  tétraèdre  de  référence  sont  unies 
par  les  relations 

a:a?'=A,        yf  =  B,        zz' =  C,         tt'=D, 

On  voit  immédiatement  qu'à  un  sommet  du  tétraèdre 
de  référence  correspondent  tous  les  points  de  la  face 
opposée 5  de  même,  à  tout  point  d'une  arête  de  ce 
tétraèdre  correspondent  tous  ceux  de  l'arête  opposée. 

Il  est  facile  de  voir  qu'une  droite  quelconque  se  trans- 
forme en  une  cubique  gauche  circonscrite  au  tétraèdre 
de  référence.  On  en  déduit  qu'une  surface  d'ordre  n  se 
transforme  généralement  en  une  surface  d*ordre  3/1  : 
cette  dernière  admet  les  sommets  du  tétraèdre  pour 
points  multiples  d'ordre  2/2,  et  ses  arêtes  pour  généra- 
trices d'ordre  //. 

Remarquons  encore  qu'il  un  plan  issu  d'une  arête 
correspond  un  plan  issu  de  la  même  arête.  Ces  plans, 
étant  réciproques,  se  correspondent  involutivement;  par 
suite,  par  chaque  arête  il  passe  deux  plans  coïncidant 
avec  leurs  homologues.  A  une  droite  s'appuyant  sur 
deux  arêtes  opposées,  c'est-à-dire  co m nmne  à  deux  plans 
issus  de  ces  arêtes,  correspondra  donc  une  droite  ana- 
logue. 

Si  les  deux  plans  considérés  sont  doubles,  il  en  sera 
de  même  de  leur  intersection;  il  y  a  donc  quatre  droites 
doubles  s'appuyant  sur  chaque  couple  d'arêtes  opposées 
du  tétraèdre  fondamental. 

2.  Soit  A  l'une  de  ces  droites  doubles,  s'appuyant  sur 
les  arêtes  opposées  A  et  A'  du  tétraèdre  fondamental,  et 
soient  M  et  M'  deux  droites  homologues  s'appuyant  sur 
ces  mêmes  arêtes  :  nous  aurons  à  envisager  la  transfor- 
mation ponctuelle  (m,  m')  qui  associe  les  traces  de  ces 
droites  M  et  M'  sur  un  plan  P  issu  de  A.  Nous  allons 
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inoiilrcr  que  celte  iransformaiîon  est  une  homologie 
învolutive. 

Soient,  en  efl'et,  a  et  a' les  points  où  A  coupe  A  et  A'; 
puisque  les  plans  AM  et  AM'  se  correspondent  involuti- 
veinent,  il  en  est  de  même  de  leurs  traces  amet  aw'; 
les  droites  aJ m  et  a'/w'  décrivent  également  des  faisceaux 
involutifs;  d'ailleurs,  dans  ces  deux  involutions  la 
droite  aa'  se  correspond  à  elle-même.  Soient  aw  et  a'co 
les  deux  autres  rayons  doubles  de  ces  involutions,  c'est- 
à-dire  les  conjuguées  harmoniques  de  la  droite  aa'  par 
rapport  aux  angles  maw'  et  ma  m'  :  il  est  bien  évident 
que  la  droite  mni!  passe  par  co,  et  que  le  segment  mm! 
est  divisé  harmoniquement  par  le  point  (o  et  la  droite  aa'^ 
l*homologîe  annoncée  en  résulte. 

Si  m  coïncide  avec  la  trace  ^  ou  y  d'une  aiêle  du 
tétraèdre,  il  est  d'ailleurs  évident  que  m' coïncidera  avec 
la  trace  p'  ou  y'  de  l'arête  opposée.  Le  centre  d'iionw- 
logie,  u),  est  donc  le  point  de  concours  des  diagonales  ^^' 
et  f^  du  quadrilatère  complet  aa^^jS^yy'  déterminé  sur 
le  plan  P  par  les  traces  des  arêtes  du  tétraèdre  fonda- 
mental. 

3.  Les  surfaces  du  troisième  ordre  à  quatre  points 
doubles.  — D'après  les  remarques  faites  plus  haut  (ii°  1), 
une  transformation  (T)  associe  à  un  plan  une  surface 
du  troisième  ordre  passant  par  les  arêtes  du  tétraèdre 
fondamental  et  admettant  ses  sommets  pour  points 
doubles.  La  réciproque  est  immédiate,  car  une  telle 
surface,  S,  a  nécessairement  une  équation  de  la  forme 

a        a        Y       8 
X       y       z        t 

On  véri6era  sans  peine  que  le  plan 
X       y 

â  +  f  =  "• 
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touche  S  en  tous  les  points  d'une  arête,  et  la  coupe,  par 
suite,  suivant  une  autre  génératrice,  A,  qui  est  aussi 

dans  le  plan 

z       8 

-  -t-  -  =  o. 

ï       ' 

Ainsi,  S  contient  trois  génératrices  A,  s'a ppuyant  res- 
pectivement sur  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre,  et 
contenues  toutes  trois  dans  le  plan 

X        y       z        t 

a  p         Y        û 

Nous  allons  voir  que  ces  droites  et  les  arêtes  du  té- 
traèdre des  points  doubles  sont  les  seules  génératrices  de 
la  surface  S. 

4.  Sections  planes.  —  Par  une  transformation  (T),  à 
tout  point  ni  de  S  correspond  un  point  m' d'un  plan  P.  Con- 
sidérons de  même  un  planQ;  la  même  transformation  lui 
associe  une  surface  S  analogue  à  S,  et  Ix  la  courbe  (Q,  S) 
correspond  la  courbe  (2,  P),  c'est-à-dire  une  cubique,  F, 
qui  passe  par  les  traces  sur  le  plan  P  des  arêtes  du  té- 
traèdre fondamental^  désignons  par  K  le  quadrilatère 
complet  dont  ces  traces  sont  les  sommets;  nous  voyons 
que  : 

Par  une  transformation  (T),  aux  sections  planes 
de  S  correspondent  dans  un  plan  P  des  cubiques  T  cir- 
conscrites au  quadrilatère  complet  K  Jbrmé  par  la 
section  du  tétraèdre  des  points  doubles. 

Si  le  plan  Q  passe  par  un  des  points  doubles,  a,  la 
cubique  F  se  décompose  en  la  trace  du  plan  des  autres 
points  doubles  et  en  une  conique  qui  passe  par  les  traces 
des  trois  arêtes  issues  de  a.  Si  le  plan  Q  passait  par  une 
arête  du  tétraèdre,  F  se  décomposerait  en  deux  côtés  du 
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fjuadrilalère  K  ei  en  une  droite  issue  du  point  de  con- 
cours des  trois  autres. 

5.  Il  reste  encore  pour  F  un  autre  m(»de  de  décompo- 
sition :  elle  peut  être  formée  par  une  diagonale,  aa',  du 
quadrilatère  K,  et  par  une  conique  passant  par  les 
quatre  sommets  |3,  P',  Yj  T'«  ^^9  ainsi  que  nous  l'avons 
remarqué  (n°  1),  à  la  droite  olt/  correspond  une  droite 
s'appuyant  sur  A  et  A'  :  c'est  une  des  trois  généralrîces  1 
signalées  tout  à  l'heure  (n^  3);  les  deux  autres  corres- 
pondraient aux  diagonales  ^^3'  et  ff. 

JSous  avons  d'ailleurs  obtenu  toutes  les  génératrices 
de  la  surface,  car  nous  avons  examiné  tous  les  modes  de 
décomposition  de  F. 

6.  Lignes  asjmp/otiijues.  —  En  dehors  de  ces  cas  de 
décomposition,  la  cubique  F  peut  présenter  un  point 
double,  lorsque  le  plan  Q  est  tangent  à  S.  Or,  on  sait 
que,  si  une  cubique  circonscrite  à  un  quadrilatère  com- 
plet présente  un  point  double,  les  tangentes  en  ce  point 
sont  les  rayons  doubles  de  Tinvolution  définie  par  les 
droites  qui  joignent  le  point  double  aux  sommets  du  qua- 
drilatère :  par  suite,  ces  tangentes  touchent  chacune  une 
des  coniques  inscrites  au  quadrilatère  et  qui  passent  par 
le  point  double.  De  là  résulte  immédiatement  que  : 

Par  la  transformation  (ï),  aux  lignes  asympto- 
tiques  de  S  correspondent  dans  le  plan  P  les  coniques 
inscrites  au  quadrilatère  K. 

7.  Courbes  de  contact  des  cônes  circonscrits,  — 
Cherchons  maintenant  la  transformée  de  la  courbe  de 
contact  du  cône  de  sommet  7  circonscrit  à  la  surface  S. 
Puisque  aux  droites  issues  de  a-  correspondent  les  cu- 
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biques  gauches  circonscrites  au  tétraèdre  fondamental  et 
passant  par  o^,  la  transformée  en  question  est  le  lieu  des 
points  de  contact  de  celles  de  ces  cubiques  qui  touchent 
le  plan  P. 

Or,  on  sait  {*)  que  les  cubiques  gauches  qui  passent 
par  cinq  points  fixes  ont  pour  traces  sur  un  plan  fixe P  les 
sommets  d'un  triangle  conjugué  à  une  conique  fixe  :  si 
deux  de  ces  sommets  sont  confondus,  ils  sont  donc  sur 
cette  conique,  qui  constitue  le  lieu  cherché.  Elle  est 
d'ailleurs,  comme  on  sait,  conjuguée  aux  traces  de  deux 
droites  joignant  deux  couples  de  points  arbitrairement 
choisis  parmi  les  cinq  points  fixes.  Toutes  les  coniques 
qu'on  obtiendra  diviseront  donc  harmoniquement  les 
segments  aa',  [3(3'  et  yy'-  Ainsi  : 

Par  la  transformation  (T),  à  la  courbe  de  contact 
d*un  cône  circonscrit  à  S  correspond  dans  le  plan  P 
une  conique  qui  dii^ise  harmoniquement  les  diagonales 
du  quadrilatère  K. 

On  voit  aisément  que,  si  Ton  considère  trois  de  ces 
coniques,  leur  hessienne  est  la  cubique  F  qui  représente 
la  section  de  S  par  le  plan  des  sommets  des  trois  cônes 
considérés. 

8.  Les  coniques  que  nous  venons  d'obienir,  n'étant 
assujetties  qu'à  deux  conditions  linéaires,  peuvent  se 
décomposer  en  deux  droites,  dont  Tune  arbitraire.  Mais, 
dans  ce  cas,  la  courbe  de  contact  présente  un  point 
double,  et,  par  suite,  <t  est  sur  S.  D'ailleurs,  nous  avons 
indiqué  (n°  1)  qu'à  toute  droite  la  transformation  (T) 


O   Voir,  par  exemple,  E.  Duporcq,  Premiers  Principes  de  Géo- 
métrie m,oderne,  p.  109. 
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associe  une  cubique  gauche  circonscrite  au  tétraèdre  des 
points  doubles.  Par  suite  : 

Le  cône  circonscrit  à  S,  issu  d^un  point  de  cette  sur^ 
face  y  se  décompose  en  deux  cônes  du  troisième  ordre 
qui  touchent  S  en  tous  les  points  de  deux  cubiques 
gauches,  passant  par  les  quatre  points  doubles, 

9.  Autre  représentation  plane  He  S.  —  Soit  P  un 
plan  issu  de  celle  des  trois  génératrices  A  qui  s'appuie 
sur  les  arêtes  A  et  A'.  Toute  droite  M  s'appuyant  sur 
ces  arêtes  coupe  S  et  P  en  deux  points  [x  et  m,  et  il  est 
facile  de  voir  que  les  coordonnées  de  p.  s'expriment  ra- 
tionnellement en  fonction  de  celles  de  m.  On  peut  donc 
envisager  ce  nouveau  mode  de  représentation  plane. 

Or,  il  existe  une  transformation  (T)  qui  associe  entre 

eux  le  plan  P  et  la  surface  S^  car,  si  leurs  équations 

soni 

/  j,  «       ?       ï       S 

ax  -h  by  -h  cz  -^  dt  =  o.         h  —  -+--*■  -f-  -  =  o, 

•^  X       y       z       t 

il  suffit  de  prendre 

A  =  ^,         B=L         C=l,         D=i. 
a  o  c  a 

La  génératrice  A  se  corres|)ondra  d'ailleurs  évidem- 
ment à  elle-même.  Soit  M'  la  droite  que  cette  transfor- 
mation associe  à  M,  et  p.',  m' les  points  où  elle  coupe  S 
et  P.  Nous  avons  vu  précédemment  (n**  2)  que  la  trans- 
formation (m,  m!)  est  une  homologie.  La  transforma- 
tion (a,  m),  égale  au  produit  des  transformations  ([jl,  m!) 
et  (m',  ot),  c'est-à-dire  de  la  transformation  (T)  et 
d'une  homologie,  jouit  donc  des  propriétés  projeclives 
énoncées  pour  la  transformation  (T)  :  il  suffit  de  se  rap- 
peler que  (n^  â)  le  quadrilatère  complet  (K)  se  trans- 
forme en  lui-même  par  Tbomologic  (//i,  m'). 
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10.   Application   au  cas   particulier  de   l'énoncé. 
—  On  trouve  sans  difficulté  que  la  surface  envisagée 
dans  renoncé  a  pour  équation 

x^z  =  {z  —  c){y*-k-  z^—  c'z). 

Remarquons  que  si  le  plan  II  passe  par  l'un  ou  l'autre 
des  points  communs  à  la  droite  (D)  et  au  cercle  (C), 
l'hyperbole  (H)  se  réduit  à  deux  droites,  et  il  est  bien 
évident  que  les  deux  couples  de  droites  ainsi  obtenus 
coupent  Ox  aux  mêmes  points.  Ces  quatre  droites 
forment  donc  avec  Ox  et  (D)  six  arêtes  d'un  tétraèdre, 
contenues  sur  la  surface. 

Observons  enfin  que  la  surface  passe  par  la  droite 
à  l'infini  du  plan  z=  2c^  cette  droite  joue  donc  le 
rôle  de  la  droite  A  envisagée  dans  le  numéro  précé- 
dent, et  tous  les  résultats  énoncés  deviennent  ainsi  une 
conséquence  immédiate  de  ceux  que  nous  venons  d'ex- 
poser. 


[L«15c] 

SUR  LA  QUESTION  DU  PRENIBR  CONCOURS 
DBS  «  NOUVELLES  ANNALES  »  POUR  (900; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


I.  On  connaît  les  faits  suivants.  Étant  données  deux 
tangentes  à  une  quadrique,  les  tangentes  à  la  ffitadrique 
qui  rencontrent  les  deux  tangentes  données  forment 
deux  systèmes  distincts;  le  lieu  des  points  de  contact  se 
compose  de  deux  coniques  dont  les  plans  passent  par  la 
corde  des  contacts  des  deux  tangentes  données,  et  for- 


Digiti 


zedby  Google 


(  lo;  ) 
ment  un  faisceau  harmonique  avec  les  plans  qui  pas- 
sent par  cette  corde  et  par  les  deux  tangentes  fixes.  Si 
l'on  prend  deux  tangentes  du  même  système,  elles  for- 
ment, avec  les  deux  premières,  un  contour  quadrangu* 
laire  circonscrit  de  première  espèce,  les  quatre  points 
de  contact  étant  dans  un  même  plan  ;  deux  tangentes  de 
systèmes  différents  donnent  des  contours  de  seconde 
espèce,  le  plan  de  trois  quelconques  des  points  de  con- 
tact rencontrant  le  dernier  côté  en  un  point  dont  le 
conjugué  harmonique  par  rapport  aux  extrémités  de  ce 
cèle  est  le  point  de  contact  situé  sur  ce  côté*,  le  théo- 
rème de  Carnot  donne  naturellement  ces  deux  espèces 
de  quadrilatères  (Cf.  Pain v in ,  Géométrie  analytique 
de  r espace,  II*  Partie,  p.  149;  Manwhbim,  Bull,  de  la 
Soc,  math.,  géométriquement,  p.  78;  1897). 

Il  faut  ajouter  un  fait,  qui  n'a  peut-être  pas  été  re- 
marqué, et  pour  lequel  nous  désignerons  un  contour 
quadrangulaire  par  la  notation  (M,  N)  (M',  N')  qui 
indique  les  deux  couples  de  sommets  opposés  :  Lors- 
qu'un contour  quadrangulaire  (M,  N)  (M',  N')  est 
circonscrit  à  une  quadrique,  si  Von  considère,  par 
exemple^  les  deux  cônes  de  sommets  M  et  N  circon- 
scrits à  la  quadrique  et  Us  deux  coniques  suivant  les- 
quelles se  coupent  ces  deux  cônes,  les  points  M'  et  N' 
sont  sur  une  même  de  ces  deux  coniques  quand  le  con- 
tour est  de  première  espèce^  tandis  que  le  point  M!  est 
sur  Vune  de  ces  coniques  et  le  point  N'  sur  l'autre 
quand  le  contour  est  de  seconde  espèce;  on  le  voit  en 
rapportant  la  quadrique  au  tétraèdre  MNM'N'. 

Cela  posé,  si  Ton  se  donne  une  quadrique  S  et  un 
terne  de  points  A,  B,  C,  on  peut  chercher  un  terne 
de  points  A',  B',  C  tels  que  les  «e/i/*  droites  joignant 
un  point  non  accentué  à  un  point  accentué  soient  tan- 
gentes à  la  quadrique.  Les  cônes  de  sommets  A,  B,  C 
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circoliscrîts  à  la  quadrique  se  coupent  en  huit  points 
dont  trois  seront  les  point  A',  B',  C-,  les  équations  des 
trois  cônes 

S-+-a>  =  o,         S-+-P*=o,         S-+-y'=o 

montrent  que  les  huit  points  d'intersection  sont  deux  à 
deux  sur  quatre  droites  Oa,  Ob,  Oc,  Orf  données  par 
les  équations 

et  le  point  O,  intersection  des  plans  polaires  des  points 
A,  B,  C,  est  le  pôle  du  plan  ABC.  Il  y  a  lieu  de  re- 
chercher Tinfluence  du  choix  des  trois  points  A',  B',  G' 
sur  la  nature  des  contours quadrangulaires  de  la  figure; 
ces  contours  sont  au  nombre  de  neuf,  deux  sommets 
opposés  pouvant  être  (B,  C),  (C,  A),  (A,  B),  en  même 
temps  que  les  deux  autres  peuvent  être  (B',  C),  (C,  A'), 
{A',B'). 

1**  Si  Ton  suppose  d'abord  que  deux  des  trois  points 
A',  B',  C  ne  sont  pas  sur  une  même  droite  issue  de  O, 
on  peut  prendre  ces  points  respectivement  sur  les  trois 
premières  droites-,  alors,  des  deux  coniques  d'intersec- 
tion des  cônes  B  et  C,  par  exemple,  coniques  situées 
dans  les  plans  p  =  —  y,  P  =  Y>  ^^  iOc  et  rfOa,  la 
première  passe  par  les  points  B'  et  G',  la  seconde  passe 
en  A',  de  sorte  que  le  contour  désigné  par  la  notation 
(B,  G)  (B',  G')  est  de  première  espèce,  tandis  que  les 
contours  (B,G)(B',A')  et  (B,G)(G',A')  sont  de  se- 
conde espèce;  les  trois  points  A',  B',  G' correspondent 
donc  un  h  uu  aux  points  A,  B,  G,  les  trois  tangentes 
A  A',  BB',  GG'  jouent  un  rôle  à  part,  et  chacun  des  trois 
contours  (B,  G)  (B',  G'),  (G,  A)  (G',  A),  (A,  B)  (A,  B') 
est  de  première  espèce,  les  six  autres  étant  de  seconde 
espèce. 
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2^  Si  Ton  suppose,  en  second  lieu,  que  les  deux 
points  A'  et  B'  sont  sur  Orf,  le  point  C  étant  sur  Oc,  il 
arrive  ceci  :  des  deux  coniques  dMntersection  des  cônes 
A  et  B,  celle  qui  est  dans  le  plan  a  =  ^  ou  dOc  con- 
tient les  trois  points  A',  B',  C;  des  deux  coniques  d'in- 
tersection des  cônes  C  et  A,  ou  C  et  B,  celle  qui  est  dans 
le  plan  dOb  ou  dOa  contient  les  points  A'  et  B',  Taùtrc 
contenant  le  point  C^  Dans  ces  conditions,  les  cinq  con- 
tours dont  deux  sommets  opposés  sont  (A,  B)  ou  (A',  B') 
sont  de  première  espèce,  les  quatre  autres  étant  de  se- 
conde espèce,  c'est-à-dire  que  les  sommets  C  et  G  jouent 
un  rôle  à  part;  en  somme,  les  points  de  contact  i ,  a, 
3,  4  d^s  côtés  du  contour  (A,  B)(A',  B')  sont  dans  un 
même  plan,  et,  de  plus,  les  droites  12  et  34  coupant  AB 
en  S,  les  droites  1 4  et  23  coupant  A'B'  en  S',  la  corde 
des  contacts  pour  C'A  et  C'B  coupe  AB  en  S,  ce  qui 
donne  encore  deux  contours  (A,B)(C',  A')  et  (A,  B)(C',  B') 
de  première  espèce,  la  corde  des  contacts  pour  CA'  et 
OB'  coupe  A'B'  en  S',  ce  qui  donne  les  deux  derniers 
contours  (A',B')(C,  A)  et  (A',B')(C,B)  de  première 
espèce. 

II.  La  iigure  dépend  de  18  paramètres.  Si  l'on  se 
donne,  pour  le  premier  des  deux  cas  indiqués,  la  qua- 
drique  S  et  les  trois  tangentes.  A  A',  BB',  CC  qui  jouent 
un  rôle  à  part,  on  cherche  à  obtenir  un  contour  hexa- 
gonal AB'CA'BC'A  ayant  ses  six  côtés  tangents  à  la 
(juadrique,  et  tel  que  les  deux  tangentes  AB'  et  A'B, 
par  exemple,  appartiennent  à  un  même  système  ;  ce  pro^ 
blême,  qui  semble  déterminé,  est  en  réalité  impossible 
ou  indéterminé. 

Soit  A  un  point  quelconque  sur  AA'^  on  en  déduit 
un  seul  point  B^,  un  seul  point  C,  un  seul  point  A', 
en  choisissant  chaque  fois  l'une  des  deux  correspon- 
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(lances  liomograpliiqiies  qui  se  prosculcuL:  comme , 
d'après  l'Iiypolhèse  faîle,  les  trois  correspondances 
suivantes  (A',  B),  (B,C'),  (C,  A<)  sont  identiques  aux 
trois  premières,  la  relation  entre  A'  et  A^  est  iden- 
tique à  celle  qui  a  lieu  entre  A  et  A';  pour  que  A| 
puisse  se  confondre  avec  A,  sans  que  A'  se  confonde 
avec  A,  ce  qui  donnerait  une  solution  parasite,  il  faut 
que  cette  relation  homographique  entre  A  et  A'  ad- 
mette un  couple  de  points  distincts  échangeables,  au- 
quel cas  la  relation  est  involutivc  et  le  contour  hexa- 
gonal se  ferme  de  lui-même,  quel  que  soit  le  point  de 
,  départ  A.  Il  en  est  ainsi,  par  exemple,  quand  les  trois 
tangentes  A  A',  BB',  CC  concourent  en  un  point  R; 
car,  en  désignant  par  a,  P,  y  les  points  de  contact  de 
ces  tangentes,  si  Ton  met  A  en  a,  on  a  le  contour  hexa- 
gonal aRyRPRa;  mais  les  trois  tangentes  vérifient  ici 
trois  conditions,  alors  qu^une  condition  suffit. 

Pour  le  second  des  deux  cas  indiqués,  on  peut  se 
donner  la  quadrique  et  le  contour  (  A,  B)  (A',  B')  de 
première  espèce;  on  prend  le  point  G'  sur  celle  des 
deux  coniques  d'intersection  des  cônes  circonscrits  A 
et  B  qui  contient  les  points  A'  et  B',  et  l'on  déter- 
mine le  point  C  sur  celle  des  deux  coniques  d'inter- 
section des  cônes  circonscrits  A'  et  B'  qui  contient  les 
points  A  et  B;  pour  cela,  on  coupe  cette  conique  par 
le  cône  circonscrit  C,  et  comme  A  et  B  sont  deux 
points  de  Tinlersection,  on  a  le  choix  entre  deux  posi- 
tions du  point  C. 

Si  Ton  se  donne  arbitrairement  les  six  points  A,  B,  C, 
A',  B',  C,  les  seules  quadriques  tangentes  aux  neuf 
droites  sont-elles  des  quadriques  évanouissantes  réduites 
à  des  coniques  passant  par  les  points  A,  B,  C  ou  par 
les  points  A',  B',  C?  Ou  bien  existe- t-il  généralement 
des  quadriques  véritables  tangentes   aux  neuf  droites. 
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les  contacls  remplissant  les  conditions  du  premier  cas? 
En  exîste-i-il  avec  les  conditions  du  second  cas?  Ces 
(gestions  dépendent  du  problème  général  des  qua- 
driques  tangentes  à  neuf  droites,  problème  sur  lequel 
la  question  posée  avait  pour  but  d'attirer  l'attention; 
j'avoue  n'avoir  pu  les  résoudre. 

Le  cas  où  les  trois  droites  AA',  BB',  CC  sont  con- 
courantes est  facile  à  traiter.  Si  Ton  considère  une  qua- 
driquc  tangente  à  ces  trois  droites  et  aux  cinq  pre- 
miers côtés  du  contour  hexagonal  AB'CA'BC'A,  cette 
quadrique  touche  le  sixième  côté  du  contour  :  elle 
donne  lieU;»  en  elTet,  a  une  infinité  simple  de  contours 
hexagonaux  AiB'^  C|  . . .  C'^  A| ,  dont  les  six  côtés  lui 
sont  tangents,  et  celui  de  ces  contours  qui  commence 
en  A  se  confond  avec  le  contour  AB'G. .  .C'A,  puisque 
ces  deux  contours  ont  cinq  côtés  communs. 

Note,  —  J'indique  en  terminant  les  faits  suivants, 
dont  le  premier  concerne  une  quadrique  tangente  à 
neuf  droites  : 

Étant  donnés  cinq  plans  a,  i,  c,  d,  e,  qui  se  cou- 
pent  deux  à  deux  suix^ant  dix  droites,  si  Von  néglige 
la  droite  (rf,  e),  il  existe  une  seule  quadrique  tangente 
aux  neuf  droites  restantes;  le  plan  polaire  du  point 
(a,  b^c)  par  rapport  à  cette  quadrique  est  le  plan  po- 
laire du  même  point  par  rapport  au  système  des  deux 
plans  d  et  e. 

Il  est  impossible  que  les  dix  droites  d'intersection 
de  cinq  plans  {ou  les  dix  droites  de  jonction  de  cinq 
points)  soient  tangentes  à  une  quadrique  de  discrimi- 
nant non  nuL 
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SUR  LA  SIMILITUDE  DIRECTE  DANS  LE  PLAN, 
APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE. DES  ÉQIIIPOLLENCES; 

Pab  m.  r.  bricard. 


i .  Considérons  un  plan  rapporté  à  doux  axes  rec- 
tangulaires Ox,  Oy.  On  sait  que  la  méthode  des  équi- 
pollences  (Caucliy,  Bellavitis)  est  un  procédé  de  calcul 
géométrique  dont  voici  le  principe  :  Tout  vecteur  AB 
est  représenté  par  la  quantité  complexe  x  '\^ yi^  x  et  y 
étant  les  projections  de  ce  vecteur ,  respectivement 
sur  Oj:  et  sur  Oy,  Réciproquement,  à  toute  imagi- 
naire X  -i-yi  correspond  un  vecteur  défini  en  grandeur 
et  en  direction,  mais  non  en  position. 

On  a 

AB  =  —  BA. 

Trois  points  quelconques  A^  B,  C  donnent  lieu  à 
l'identité  entre  vecteurs 

AB  -f-  BC  -h  CA  =  o. 

Enfin,  la  similitude  directe  de  deux  triangles  AA'A'', 
BB'B"  s'exprime  par  Tégalité 

AA^  _  BB^ 
AA'  ""  bb"' 

2.  Ces  principes  étant  rappelés,  considérons  deux 
triangles  directement  semblables  A  A' A'',  BB'B"  et  po- 
sons 

vecteur    OA  =  x,         OB  =j^, 

»  OX'  =  x\        OB'=y, 

»  0A'=a7',        OB'  =  y. 
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On  a  la  relalion 


AA'        BB' 
A  A*  "  BH"* 

qui  peut  s'écrire 

(0 

t'-x  __  y --y 

af—x       y"— y 

Si  Ton  considère  {x^y)^  (x',  y')^  (j^^.y^)  comme  les 
coordonnées  cartésiennes  de  trois  points  (imaginaires), 
Tégalité  précédente  exprime  que  ces  trois  points  sont  en 
ligne  droite. 

Ainsi,  à  tout  système  de  deux  triangles  directement 
semblables,  on  peut  faille  correspondre  un  système  de 
trois  points  en  ligne  droite,  et  réciproquement. 

Ce  principe  extrêmement  simple  permet  de  trans- 
former les  propriétés  relatives  à  des  systèmes  de  points 
(imaginaires)  en  ligne  droite,  en  propriétés  relatives  à 
des  figures  semblables  réelles,  jNous  donnerons  deux 
exemples  de  cette  n)étIio<le  de  transformation. 

Remarquons  auparavant  que  la  valeur  commune  des 
rapports  figurant  dans  Tégalité  (i)  est  le  rapport  de  di- 
vision du  segment  joignant  les  points  (x',  y*)  et  {x/\  y^)^ 
par  le  point  {x^  y).  Interprété  au  point  de  vue  des 
équipollences,  ce  rapport  de  division  devient  le  rapport 

g4ométrique  des  vecteurs  jT*' 

Si  donc,  dans  Ténoncé  de  la  propriété  à  transformer, 
figurent  des  relations  entre  rapports  de  division  de  seg- 
ments par  des  points,  on  en  déduira  des  relations  entre 
rapports  géométriques  de  vecteurs. 

3.  Considérons  en   premier  lieu  un  triangle  imagi- 
naire aa'a^,  et  soient,  sur  les  côtés  de  ce  triangle,  trois 
Ann.  de  Mathémai.,  \'  série,  t.  I.  (Mars  1901.)  8 
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points  \  )/,  X",  tels  que  Von  ait 

W  Va'  l'oL  _ 

^^^  Xa'   X'5t   Vol'  ""*' 

On  sait,  par  le  théorème  classique  de  Ménélaûs,  que 
les  trois  points  X,  X',  )/'  sont  en  ligne  droite. 

Pour  transformer  ce  théorème,  traçons  à  partir  d'un 
point  O  deux  vecteurs,  dont  l'un  représente  Tabscisse, 
l'autre  l'ordonnée,  imaginaires,  du  point  a.  Nous  obte- 
nons ainsi  deux  points  réels  A  et  B.  Chaque  point  de  la 
figure  primitive  donne  ainsi  naissance  à  deux  points 
réels,  d'après  le  tableau 

a,         A      et     B;  X,  L      et    M; 

a',         A'     et    B';  X',         V     et    M'; 

a\        A'    et     B';  X%        L'    et    M*. 

Les  points  X,  a'  et  a"  étant  en  ligne  droite,  les 
triangles  LA' A''  et  MB'B''  sont  directement  semblables. 
On  a  de  même  les  couples  de  triangles  semblables 

L'A" A     et    M'B'B,        L'A  A'     et    M'BB'. 
En  outre,  la  relation  (a)  donne  réquipollence 

...  LA^  L  A*-  L'A  _ 

^^  LA"   L'A    L'A'  ""'' 

dont  voici  la  signification  géométrique  :  Menons  du 
point  O  deux  vecteurs  OC  et  OC",  équipollents  respec- 
tivement à  LA'  et  LA^,  et  un  troisième  vecteur  OC, 
déterminé  par  la  condition 

OC  _  L'A' 
OC   "  L"A'* 

L'équipollence  (3)  peut  s'écrire 

OC  OC'  L^  _ 

OC  OC   L"A'  ~'' 
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OC  _  L'A 
OC  ~  L*A' 


Autrement  dii  :  Les  iriaiigles  LMk\  LWA,  UkM 
sont  respcclivcnient  semblables  aux  triangles  OC'C, 
OCC,  OCC\  formés  en  joignant  le  point  O  aux  som- 
mets du  triangle  CC'C". 

Réciproquement,  le  triangle  CC'C  étant  (|uelcon(|ue, 
et  les  points  L,  L',  L"  éiant  déterminés  par  les  relations 
de  similitude  que  nous  venons  d'indiquer,  Téquipol- 
lence  (3)  est  satisfaite. 

Enfin,  la  conclusion  du  théorème  de  Ménélaûs  se 
transforme  en  la  suivante  :  les  triangles  LL'l/  et 
MM'M*^  sont  directement  semblables. 

Nous  parvenons  finalement  à  Ténoncé  suivant  : 

Soient  donnés  dans  un  plan  deux  triangles  quel- 
conques A  \' A",  BB'B'',  et  d'autre  part,  un  triangleCCC 
et  un  point  O.  Sur  les  côtés  du  triangle  A  A' A"  con- 
struisons trois  triangles  LA'A",  L'A" A,  U S.  M  directe- 
ment semblables  aux  triangles  OC'C%  OC'C,  OCC, 
respectivement  y  on  obtient  ainsi  trois  points  L,  L',  L"; 
au  mojen  du  triangle  B IV  B"  déterminons  de  la  même 
manière  trois  points  M,  M',  M"^  les  triangles  LL'L"  et 
M  M' M"  sont  directement  semblables . 

Ou,  plus  brièvement  : 

Soient  donnés,  dans  un  plan,  un  triangle  CC'C" 
et  un  point  O.  Sur  les  côtés  d'un  triangle  quel- 
conque A  A' A",  construisons  trois  triangles  LA' A", 
L'A^A,  L"AA',  directement  semblables  aux  triangles 
OC'G*,  OCC,  OCC,  respectii^ement.  La  fonne  du 
triangle  hVU  est  indépendante  de  celle  du  triangle 
A  A' A"  et  dépend  seulement  de  la  forme  de  la  fi- 
gure OCCC\ 
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4.  La  seconde  application  est  relative  à  un  problème 
posé  autrefois  par  Laguerre  (*),  et  dont  la  solution  n'a 
pas  été  donnée,  à  ma  connaissance.  Voici  Ténoncé  de  ce 
problème  : 

Déterminer  dans  un  plan  deux  systèmes  de  neuf 
points  conjugués 

jouissant  de  la  propriété  qu'étant  pns  au  hasard  deux 
couples  de  points  correspondants  ai  et  i/,  aj  et  bj^  il 
existe  toujours  un  autre  couple  de  points  correspond 
dants  ak  et  bkCt  un  seul,  tel  que  les  deux  triangles  aiajaj^ 
et  bibjbft  soient  semblables , 

Nous  admettrons  que  toutes  les  similitudes  dont  il  est 
question  dans  cet  énoncé  sont  directes  :  autrement,  il 
pourrait  se  présenter  un  très  grand  nombre  de  cas  dont 
Texamen  successif  serait  interminable. 

En  appliquant  à  la  figure  qu'il  s'agit  de  former  notre 
méthode  de  transformation,  on  obtiendra  une  figure 
composée  de  neuf  points,  telle  que  toute  droite  conte- 
nant deux  de  ces  points  en  contient  un  troisième. 

Or,  celte  dernière  configuration  est  bien  connue  : 
c'est  celle  que  forment  les  neuf  points  d'inflexion  d'une 
cubique  sans  point  double.  Rappelons  brièvement  les 
relations  auxquelles  ces  points  donnent  lieu. 

Ils  sont  disposés  trois  par  trois  sur  douze  lignes 
droil-es  (il  y  aura  donc  douze  couples  de  triangles  sem- 
blables dans  la  figure  que  nous  cherchons  à  former)  et  ou 
les  construit  de  la  façon  suivante  :  Soit  abc  un  triangle 
quelconque;  marquons  sur  bc  trois  points  1,  2,  3,  sur  ca 

(')  Nouv.  Ann.,  1865,  quesUoii  7f)3. 
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(   "7  ) 
trois  points  4»  ^9  6  et  sur  ab  trois  points  7,  8,  9,  les  rap- 
ports de  division  des  côtés  du  triangle  abc  par  ces  divers 
points  étant  indiqués  dans  le  tableau  suivant  : 


(4) 


Ar,  k'  ex.  f^  étant  trois  nombres  quelconques  (réels  ou 
non)  satisfaisant  à  la  relation 

et  (i>  désignant  une  racine  cubique  imaginaire  de  Tunité. 

On  voit  immédiatement  que  chacune  des  douze  triades 

suivantes 

/  1  2  3,  I  i  7,  I  5  9,  168, 

(5)  <  4  5  6,  2  5  8,  26  7,  2  4  9, 

(789,  369,  348,  357 

est  constituée  de  points  en  ligne  droite. 

Cette  construction  est  aussi  générale  que  possible. 

5.  Il  est  aisé  de  transformer  cette  figure  et  de  ré- 
soudre ainsi  le  problème  de  Laguerre.  Pour  plus  de 
commodité,  j'énoncerai  tout  d'abord  la  construction  k 
laquelle  on  parvient. 

On   commence   par  construire  la  figure  suivante  : 


Op,   Op',  Ojî'^  sont  trois  vecteurs  de  même  longueur, 
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faisant  eiilre  eux  des  angles  de  lao*";  de  même  Oy, 
Oy'  et  OV'.  De  plus  les  sens  de  rolalioii  ^P'^"  et  yYY' 
sont  opposés,  ce  dernier  étant  pris  pour  sens  positif. 
Enfin  le  vecteur  Oa  est  quelconque  de  longueur  et  de 
direction,  par  rapport  aux  premiers. 

Cela  fait,  on  se  donne  arbitrairement  deux  triangles 
ABC,  A'B'C,  et  sur  leurs  côtés  on  construit  neuf  couples 
de  triangles,  conformément  aux  indications  du  tableau 
suivant  : 

Bai  G  et  B'biC     directement  semblables  à      pOy, 

Ba,C  et  B'biC  »  ?'0^\ 

Ba,G  et  Bb^C  »  P'Oy*, 

G  «4  A  et  C'b|,^.'  V  '{Ouy 

G  «5  A  et  G' 65  A'  ï)  ï'Oa, 

GaeA  et  Cb^K'  »  ï'Oa, 

Art7B  et  A'^tB'  »  aOp, 

AagB  et  X'b^B'  »  a  O  P', 

Aa^B  et  X'b^B'  »  a  0  ?'. 

Les  systèmes  ^1^2.  .  .09  et  A|  ^2  •  •  «^o  satisfont  aiix 
conditions  du  problème;  les  douze  couples  de  triangles 
semblables  s'obtiennent  par  les  combinaisons  d* indices 
portées  dans  le  tableau  (  5  )  ;  en^n  la  construction  est 
aussi  générale  que  possible. 

Il  suffit  de  quelques  mots  pour  légitimer  cette  con- 
struction. 

Aux  couples  de  points  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C)  fai- 
sons correspondre,  par  notre  transformation,  trois 
points  a,  i,  c.  Soit  de  môme  i  le  point  qui  correspond 
au  couple  (a/,  ft/). 

Il  résulte  de  la  construction  que  les  points  i ,  2,  . . . ,  9 
sont  répartis  trois  par  trois  sur  les  côlés  du  triangle  abc^ 
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les  rapports  de  division  ëtaot  donnés  par  le  tableau  sui- 


(C) 


vant  : 

ic"tf,"C~"ÔY'         2C  ■"  Oy'*         3c  "O y'' 
4c_0j  ^-^  6c  _  Of 

4a""0a'  5a~0a'  6«~0a' 

7rt        Oa  8a  _   Oa  9^  _   ^* 

7Â  ""  Ôp'  8A  ^  o|"  P'"Ô^* 

Mais  si  Ion  pose 

ûP^,.        Oy_,,        ^*-r     • 

Oy""'^'         ÔÏ~'^'         Ô"P""'^' 
on  a  d'abord 

on  a  de  plus,  en  se  reportant  à  la  figure, 

'  c  »'0y  ' 

Oa  Oa 

Ainsi,  les  seconds  membres  des  neuf  égalités  figurant 
dans  le  tableau  (6)  sont  identiques  à  ceux  des  égalités 
figurant  dans  le  tableau  (4)  ;  les  points  1,2,  .  •  • ,  9  sont 
donc  répartis  par  triades  sur  douze  lignes  droites,  et 
leur  système  est,  on  le  voit,  aussi  général  que  possible. 

L'exactitude  et  la  généralité  de  notre  construction  se 
trouvent  donc  établies. 

Note.  —  J'avais  rédigé  l'article  précédent  quand  j'ai 
appris,  par  le  Tableau  de  correspondance  des  t/ues lions 
el  des  solutions  annexé  au  numéro  de  février  des  JVou- 
vielles  Annales^  qne  la  question  n**  793  de  Laguerre 
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avait  déjà  reçu  une  réponse  (i8g3,  p.  lo*).  M.  Jiiel, 
auteur  de  cette  réponse,  indique  en  quelques  mots  le 
principe  de  la  solution  développée  ci-dessus,  mais  sans 
entrer  dans  le  détail  de  la  construction.  Il  n'est  d'ailleurs 
pas  douteux  que  ce  même  principe  {à  deux  triangles 
semblables  on  peut  faire  correspondre  trois  points  en 
ligne  droite^  et  inversement)  n'ait  été  connu  de  Laguerre 
et  ne  lui  ait  inspiré  la  question  793. 

C'est  dire  que  mon  article  ne  saurait  prétendre  à  une 
complète  originalité.  J'ai  cru  cependant  devoir  le  publier^ 
d'abord  parce  que  j'y  ai  poussé  jusqu'au  bout,  si  je  ne 
me  trompe,  la  solution  du  curieux  problème  de  La- 
guerre, ensuite  parce  que  les  détails  où  je  suis  entré 
peuvent  attirer  l'attention  du  géomètre  sur  une  méthode 
de  transformation  qui  doit  conduire  à  d'intéressants  ré- 
sultats. R.  B. 


[02qP] 

SUR  LES  CAUSTIQUES  PAR  RÉFLEXION; 

Par  m.  Georges  MONNET, 
Élève  à  l'École  Centrale. 


Dans  ce  qui  suit  nous  ne  considérerons  que  des  rayons 
lumineux  situés  dans  un  même  plan. 

Théorème  de  Malus. 

Les  rajons  normaux  à  une  courbe  C  et  réjléclùs 
par  une  courbe  S  ont  pour  anticaustique'Jia  courbe  E 
telle  que  VSV=\SL 

En  effet  :  Si  une  droite  réfléchissante  tourne  autour 
d'un  de  ses  points  Fimage  d'une  courbe  donnée  C  tourne 
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aussi  autour  de  ce  point  :  c'est  une  conséquence  immé- 
diate de  la  symétrie  de  C  et  de  son  image. 

Soit  donc  une  pareille  droite  roulant  sur  une  courbe  £, 
IMmage  réfléchie  se  déplace  aussi  et  son  centre  instan- 
tané de  rotation  est  à  chaque  instant  le  même  que  celui 
de  la  droite^  c'est-à-dire  le  point  de  contact  I. 

Un  rayon  incident  normal  à  C  de  M  f^fig^  i)  se  réflé- 

Fig.  I. 


chit  suivant  IM'  normal  à  C  en  M',  par  symétrie  \  I  étant 
le  centre  instantané  il  en  résulte,  d'après  un  théorème 
connu,  que  M' est  un  point  de  l'enveloppe  de  01.  Or  IM' 
normale  a  C  est  aussi  normale  à  son  enveloppe  E  qui 
devient  ainsi  Tanticaustique  cherchée,  et  l'on  a  bien 

IM  =  IM'. 

Roulette  correspondant  au  déplacement 
DE  l'image  QI . 

Le  lieu  du  centre  instantané  étant  la  courbe  S  cette 
courbe  est  la  base. 

Cherchons  la  roulette  :  Soient  R' son  rayon  de  courbure 
en  I,  R  celui  de  S.  Lorsque  le  miroir  tourne  de  l'angle  rfx 
on  sait  que  l'image  tourne  de  2</a.  Le  miroir  roulant 
sur  S,  on  peut  lui  appliquer  la  formule  de  Savary  et  écrire 

d7,=i  ds  -^t 
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de  même  pour  Tirnage 

donc  R  =  R',  et  d*après  le  sens  dans  lequel  doivent  être 
comptés  ces  rayons  de  courbure  {fig*  2),  cette  égalité 


montre  que  la  roulette  est  la  symétrique  de  la  base  rela- 
tivement à  une  tangente  quelconque. 

On  peut  arriver  an  même  résultat  sans  Formules  de  la 
façon  suivante  :  Soient  B la  base,  R  la  roulette;  le  mou- 
vement de  l'image  peut  être  regardé  comme  produit 
par  B  roulant  sur  sa  tangente  qui  elle-même  roulerait 
sur  la  base  de  façon  que  les  deux  points  de  contact 
coïncident  toujours;  dans  ces  conditions  si  nous  rendons 
mobile  le  plan  de  la  6gure  de  façon  que  la  tangente 
reste  fixe,  les  mouvements  relatifs  n'étant  pas  changés, 
R  et  B  rouleront  simultanément  sur  la  tangente;  or  les 
courbes  C  et  C  entraînées  par  B  et  R  étant  toujours  sy- 
métriques par  rapport  à  la  tangente  il  faut  aussi  que  R 
et  B  le  soient. 

Centre  de  courbure  de  l'awticausttque. 

Soit  0)  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  G  en  M  ; 
son  symétrique  to'  est  le  centre  en  M' de  la  courbe  C. 
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(,23) 
£o  désignant  par  O  le  centre  de  courbure  de  Tanti- 
caustique  E,  on  a  d'après  la  formule  de  Savary 


(0 


1 


sincp  R 


Celle  formule  suppose  les  segments  Fo»  et  10  comptés 
positivement  à  partir  de  I  et  dans  deux  sens  opposés 
ifiS'  ^)>  ^^  même  pour  R,  mais  les  deux  centres  de  B 

Fig.  3. 


et  R  étant  toujours  symétriques  le  deuxième  membre  est 
toujours  positif. 

Conservant  Torigine  I,  prenons  un  sens  unique  sur  la 
droite  Oo);  il  vient,  en  supposant  10  positif, 


1  I 


I      tft 
sincp  R 
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et  si  nous  projetons  le  segment  lû  =  R  en  ID 
ji i_  _     2 

Envisagée  au   point  de  vue  métrique  cette  formule 
nous  donne,  en  posant 

Ia)'=Ia)  =  a,  10  =  ^  ID'=ID=^, 

(•2)  --h-.  =   -. 

a       h       p 
Soit  Ito''=i:  Iw'=  1(0  en  valeur  absolue,  on  a 

donc 

(3)  ^+^  =  ^, 

10  ïo'         ID 

et  qui  montre  que  I  et  D  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  O  et  w". 

Considérons  les  points  P  et  Q  de  la  normale  NN'  qui 
se  projetteraient  en  O  et  w'',  on  a 

ÏÔ  =  ÎPsin<p, 

1(1)' =  —  la)'  =  —  IQ  sin<p, 

en  portant  dans  la  formule  de  Savary 

/*  ÎP  "^  ÎQ   ^  ÎÔ  ' 

Donc  P  et  Q  sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port au  point  d'incidence  I  et  au  centre  de  courbure  û. 

Application  aux  miroirs  sphériques. 

Rayons  issus  d'un  point  lumineux.  —  Dans  ce  cas 
la  surface  caustique  étant  de  révolution  il  suffit  de  con- 
sidérer une  section  plane. 


Digiti 


zedby  Google 
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Point  lumineux  à  distance  finie.  —  Les  courbes  C 
et  C  se  réduisent  à  des  points  PP'  el  T anticaustique 
sera  engendrée  par  le  point  P'  {fig»  4)  entraîné  par  le 


cercle  û^  roulant  sur  son  égal  Q. 

Les  points  P  et  P'  étant  toujours  symétriques  par 
rapport  à  la  tangente  commune  aux  deux  cercles  on  en 
conclut  d'après  un  théorème  connu  que  P'  décrit  un 
limaçon  de  Pascal.  Enfin  la  formule  (a)  donne  la  rela- 
tion classique 

I  I    _     I 

PM  "^MG  ■"  Mn' 

Point  lumineux  à  V infini.  —  Supposons  le  point  à 
l'infini  sur  Taxe  xx  {fig-   5)  les  rayons  peuvent  être 

Fig.  5. 


considérés  comme  normaux  à  la  droite  j^'^  perpendicu- 
laire à  l'axe  et  Tauticaustique  correspondante  sera  Ten- 
veloppe  de  la  droite  j' quand  le  cercle  Ù  roulera  sur  û. 
On  sait  que  cette  enveloppe  est  l'épicycloïde  décrite 
par  un  cercle  w  de  rayon  moitié  de  celui  de  Q  et  roulant 
sur  l'exlérieur  de  ce  cercle. 
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(  126  ) 
D'après  un  théorème  connu  la  caustique  qui  est  la 
développée  de  cette  épicycloïde  est  une  courbe  du  même 
genre.  Ce  théorème  peut  s'établir  géométriquement  de 
la  façon  suivante  : 

Soit  le  cercle  to  de  rayon  r  roulant  sur  le  cercle  O 
de  rayon  R,  le  point  M  du  cercle  w  décrit  une  épicj- 
cloïde  ayant  pour  normale  en  M  la  droite  MI.  Consi- 
dérons  sur  01  le  point  i  tel  qu'on  ait 


(I) 


OiTr^^' 


et  soient  les  cercles  de  diamètre  \i  et  de  rayon  O/; 
la  droite  MI  rencontre  le  cercle  \i  au  point  m\  nous 
allons  démontrer  que  si  ce  cercle  roule  sur  le  cercle  Oi 
en  entraînant  m  tes  trois  points  M,  I,  m  sont  toujours 
en  ligne  droite. 

En  effet,  soit  le  rayon  li  venu  en  Vi'  {fig.  6),  M  vient 
Fig.  6. 


en  M',  m  en  m';  ramenons  la  figure  à  sa  position  ini* 
tiale  par  une  simple  rotation  autour  de  O,  M' vient  en  M, 
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el  ni  en  m\  et  Ton  a 

arcMMi  =  arcir,        arcmmi  =  arciT, 
Mais  eomme 

il  eu  résulte 


arcir   rriXarctT, 
arcMMi  =  X  arcm/Tii. 


Or,  les  cercles  o)  et  Ii  d'après  la  condition  (i)  sont 
Iioniothé tiques  et  de  rapport  ).  par  rapport  au  point  I  ;  il 
en  résulte  que  m!  est  bien  sur  la  droite  MI;  ceci  étant 
vrai  pour  la  position  \i  est  vrai  pour  la  position  Ti'. 
D'autre  part  Im  et  im  dans  le  cercle  le  sont  perpendi- 
culaires, mi  étant  normale  à  répicycloïde  décrite  par  m, 
Mirai  lui  est  tangente,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Application  des  formules  a  la  détermination 

DE    certains    rayons    DE   COURBURE. 

Les  formules  précédentes  qui  lient  les  trois  rayons  de 
courbure  de  la  courbe  C,  de  la  courbe  S  el  de  Tanti- 
caustique  E  permettent  de  déterminer  Tun  d'eux  con- 
naissant les  autres. 

Soient  un  point  F  et  une  courbe  E  ( /î^.  7);  consi- 
Fig.  7. 


dérons  la  courbe  S  telle  qu'on  ait 

MF  zçL  MQ  =  arc  OQ  h-  conM . 
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La  méthode  des  tangentes  de  Roberval  permet  de  voir 
immédiatement  que  la  tangente  est  bissectrice  des  rayons 
vecteurs  et  que  par  conséquent  un  rayon  issu  de  F,  par 
exemple  FM,  se  réfléchira  suivant  MQ.  La  courbe  E  est 
donc  la  caustique  et  si  nous  menons  la  perpendiculaire 
à  FM  en  F,  à  MQ  en  Q,  elles  rencontrent  la  normale 
en  1  en  deux  points  V  et  Q'  tels  que  le  centre  de  cour- 
bure û  de  S  est  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport 
à  ces  points. 

Ellipse  ou  hyperbole.  —  L'ellipse  est  un  cas  parti- 
culier du  précédent  où  E  se  réduit  à  un  point;  P'  et  Q' 
se  projettent  au  foyer  et  le  centre  de  courbure  est  con- 
jugué harmonique  de  M  par  rapport  à  ces  points.  Ce  cas 
a  été  étudié  par  M.  Manuheim. 

Parabole.  —  L'anticaustique  du  foyer  est  la  direc- 
trice. 

Soit  SM  un  rayon  réfléchi  ;  soit  S' le  symétrique  de  S 
relativement  à  M;  soit  D  la  projection  du  rayon  de 
courbure  de  la  parabole  {/ig-  8). 

Fig.  8. 


Le  rayon  de  courbure  de  l'anticaustique  qui  est  ici 
une  droite  est  infini;  or  la  formule  (3)  nous  apprend 
que  S'  est  conjugué  harmonique  de  ce  point  par  rapport 
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à  M  et  D  ;  donc  S' est  milieu  de  MD  et  Ton  a 

MD  =  2MS. 

Prolongeons  Mû  jusqu'à  sa  rencontre  (o  avec  la  direc- 
trice; puisque 

MD  =  2MS 

on  a 

MÛ=  2M(D, 

qui  est  un  théorème  connu. 


[05a] 

SIR  LES  SOLIDES  DONT  LE  VOLUME  S  EXPRIME  AU  MOYEN 
DE  DEUX  FORMULES  ÉLÉMENTAIRES; 

Par    m.    a.    de    SAINT-GERMAIN. 


Quand  Taire  de  section  faite  dans  un  solide  S  par  un 
plan  quelconque  parallèle  à  un  plan  fixe  P  est  une 
fonction  entière  du  second  ou  du  troisième  degré  de  sa 
distance  z  au  plan  P,  on  connaît  la  formule  simple 
({ui  donne  le  volume  d'un  segment  de  S  compris  entre 
deux  plans  parallèles  à  P  :  existe-t-il  d'autres  solides 
pour  lesquels  la  formule  soit  applicable  quand  on  prend 
aibilrairenient  les  distances  des  bases  du  segment  au 
plan  P?  J'ai  répondu  négativement  dans  le  numéro  de 
juilKa  1895,  mais  en  particularisant  la  forme  de  la 
fonction  f  (s)  qui  exprime  l'aire  d*une  section  :  il  est 
facile  de  lever  toute  restriction  sur  la  forme  de  ?(«). 
On  doit  avoir,  quels  que  soient  x  et^, 

(I)       /  cp(z)rf^  =  y[?(a:-hj^)-l-cp(ar— ^)-+-4ç>(iF)]; 

Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  I.  (Mars  1901.)  9 
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(liiTérentiant  deux  fois  par  rapport  à  or,  ou  a 

=  f  [?'(^+r)-*-?'(^"-7)  +  4?'(^)].      . 

Différeutiant  au  coulraire  (i)(leux  fois  par  rapport  ky^ 
après  avoir  d'abord  multiplié  par  3,  ou  trouve,  avec  de 
simples  réductious, 

T'C^-^-r)  — ?'(^-r)=rr?'(^H-r)-+-?'(^— r)]- 

La  comparaison  avec  (2)  donne  Téqualion  fonctionnelle 
de  forme  connue 

d'ailleurs,  si  on  la  dillérentie  par  rapport  à  ji^,  on  voit 
que  «p'"(x-h^)  doit  être  égal  à  cp"^(a:  — y)  :  c'est  dire 
que  ^'" {z)  doit  être  constant  et  ^{z)  un  poljnome  du 
troisième  degré. 

Si  Ton  fait  varier  seulement  la  hauteur  du  segment 
considéré,  en  laissant  fixe  la  section  moyenne  dont  on 
peut  supposer  le  ^  nul,  on  trouve  que  f  (^)  doit  être  un 
trinôme  du  second  degré  augmenté  d'une  fonction  im- 
paire quelconque  de  z. 

Lorsque  S  est  un  cône,  le  volume  du  segment  ou 
tronc  est  donné  par  une  foriii  ule  encore  plus  élémentaire  5 
cette  formule  est-elle  applicable  à  des  segments  de  so- 
lides pour  lesquels  ^{t)  n'aurait  pas  la  forme  simple 
k^{z  — cY  qui  convient  au  cône?  Non  encore.  Rem- 
plaçant ^{z)  par  ¥\z)^  on  devrait  avoir,  quels  que 
soient  x  etj^, 


/ 


\^{z)dz^^^—^\V^{x)^¥^{y)-^¥{x)¥{y)], 


Multiplions  par  3  et  dillerentions  par  rapport  à  j^  :  le 
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résultat  peur  s'écrire 

%F^{;y)  —  ¥(x)V{jr)—F*{x)    . 
=  (y-x)  [2  F(7)  -h  F(^)]  F'(7); 

on  peut  diviser  par  2  P(jk)  -}-  F(j!^))  et  il  reste 

La  diRerentiatioii  relative  à  x  eût  donné  de  même 

F(x)  —  F(jr)  =  {x  —  jr)F'{x). 

¥' (x)  elF' (jr)  doivent  donc  être  égaux,  donc  constants; 
F(z)  est  de  la  forme  A{z  — •  c)  et  ^(z)^  A^(z  — c)*, 
comme  dans  le  cône. 


CERTIFICATS  D'ETUDES  SUPERIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION  DE  JUILLET  1900.  —   COMPOSITIONS. 


Nancy. 

MÉCANIQUE. 


Épreuve  écrite.  —  Une  sphère  homogène  et  pe- 
sante, de  diamètre  égal  à  1",  se  meut  dans  un  fluide 
incompressible,  homogène,  pesant,  indéfini,  en  repos 
à  l'infini.  La  densité  de  la  sphère  est  égale  à  2,  celle 
dufiuide  est  égale  à  i,  A  l'instant  initial,  le  centre  A 
de  la  sphère  est  animé  d'une  vitesse  horizontale  AqYq 
de  2"  par  seconde,  et  la  sphère  est  animée  d'un  mou- 
ventent  de  rotation  qui  lui  fait  faire  3o  tours  par  mi- 
nute dans  le  sens  direct  autour  de  la  zénithale  pas- 
sant par  A©;  il  ny  a  pas  de  tourbillon  dans  le  fluide. 
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A  quel  instant  le  centie  A  de  la  sphère  se  sera-til 
abaissé  de  lo"*,  2  ?  Quelle  est  la  position  de  A  par  rap- 
port à  Aq  à  cet  instant  ?  Quel  est  l'état  des  vitesses  du 
solide  et  du  fluide  à  cet  instant? 

F'^FREuvE  PRATIQUE.  —  Sur  V unc  dcs  bases  d'un  cy- 
lindre droit  h  base  circulaire  est  soudé  par  sa  grande 
base  un  tronc  de  cône;  sur  Vautre  base  du  cylindre  est 
soude  par  sa  section  équatoriale  un  demi-ellipsoïde  de 
révolution,  les  trois  corps  sont  homogènes,  La  hauteur 
du  cylindre  est  égale  au  diamètre  de  ses  bases;  sa 
masse  est  de  25''8  et  sa  densité  de  7,7;  l<t  hauteur  du 
tronc  de  cône  est  égale  aux  |  du  diamètre  de  sa 
grande  base,  sa  masse  est  de  3*'^,  9  et  sa  densité  de  5,5  ; 
le  demi-axe  de  V ellipsoïde  de  révolution  dirigé  sui- 
vant le  prolongement  de  Vaxe  du  cylindre  est  égal  à 
la  hauteur  du  tronc  de  cône  et  sa  masse  est  de  5^^. 

E^^aluer  le  moment  dHtiertie  du  solide  total  par 
rapport  à  une  génératrice  du  tronc  de  cône. 

Géométrie  supérieure. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Etant  donnés  trois  axes  de  coor- 
données rectangulaires  Ox,  Oy^  Oz,  on  considère  dans 
le  plan  xOy  la  parabole  (P)  définie  par  Inéquation 

y^z=z  ip{x  —  h), 

1°  Former  V équation  de  la  surface  (E)  ens^eloppe 
d'une  sphère  variable  (S)  passant  par  l'origine  et  dont 
le  centre  décrit  la  parabole  (P).  Étudier  la  section 
de  (E)  par  le  plan  xOy^  et  la  surface  inuerse  de  (E) 
en  prenant  pour  centre  d'inversion  l'origine  et  pour 
module  le  carré  du  paramètre  de  (P). 

2*î  Soit  (S)  une  sphère  tangente  à  Vorigine  au 
plan  xOy\  démontrer  que  le  cercle  suivant  lequel  (S) 
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touche  (E)  est  orthogonal  à  (S),  et  que  (E)  et  (S)  se 
coupent  orthogonalement  en  tous  les  points  de  leur  in- 
tersection. Lignes  de  courbure  de  la  surface  (E). 

3®  Dans  quel  cas  les  deux  familles  de  lignes  de 
courbure  rfe  (E)  se  composent-elles  de  cercles  ?  Déter- 
miner la  deuxième  famille  de  sphères  dont  (E)  est 
V enveloppe,  et  trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  sphères. 

IL  On  considère  la  surface  engendrée  par  une 
droite  G  s' appuyant  sur  deux  droites  rectangulaires 
non  concourantes  et  faisant  un  angle  constant  avec 
l'une  d'elles;  déterminer  les  trajectoires  orthogonales 
des  génératrices  G. 

Épreuve  pratique.  —  111.  On  donne  une  para- 
bole  (P)  dans  un  plan  horizontal;  un  cône  de  ré\folu- 
tion  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  de  ^5°  se  dé- 
place de  façon  que  son  axe  reste  i^ertical  et  que  son 
sommet  décrive  la  parabole  (P).  Déterminer  r enve- 
loppe de  ce  cône,  ainsi  que  l'arête  de  rebroussement  et 
les  lignes  de  courbure  de  cette  enveloppe.  Construire 
la  projection  horizontale  de  la  section  de  la  surface 
enveloppe  ainsi  définie  par  un  plan  parallèle  au  plan 
de  la  parabole  (P)  et  dont  la  distance  à  ce  plan  est 
égale  au  double  du  paramètre  de  la  parabole. 

I.  La  surface  (E)  a  pour  équalioii 

elle  est  anallagmalique  ;  son  inverse  esl  un  cylindre  et 
sa  section  par  le  plan  des  xy  est  la  podaire  de  la  para- 
bole (P);  ses  lignes  de  courbure  sont  les  cercles  carac- 
téristiques et  les  courbes  suivant  lesquelles  elle  est  cou- 
pée par  les  sphères  (S)  ;  elle  est  une  cyclîde  de  Dupin 
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sî  rorîgîne  est  foyer  de  la  parabole  (P)',  le  lieu  des 
centres  des  splières  de  la  deuxième  famille  inscrites  dans 
la  surface  est  la  parabole  focale  de  la  première. 

II.  Si  Ton  prend  comme  axe  des  z  la  droite  avec  la- 
quelle G  fait  un  angle  constant,  et  si  z  =  o,  x  =  o  sont 
les  équations  de  l'autre  droite,  la  projection  d'une  tra- 
jectoire orthogonale  des  droites  G  sur  le  plan  des  xy  a 

pour  équation 

a  cos*  a 

p  et  8  étant  les  coordonnées  polaires  d'un  point,  a  Tangle 
constant  donné,  c  une  constante  arbitraire. 

III.  L'enveloppe  est  une  surface  développable  dont  les 
génératrices  font  45°  avec  le  plan  horizontal  el  se  pro- 
jettent suivant  les  normales  à  la  parabole  (P).  Les 
lignes  de  courbure  sont  les  génératrices  et  les  lignes  de 
niveau. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Expliquer  comment  on  rfe- 
termine  les  quatre  éléments  qui  dcjinissent  le  plan,  la 
forme  et  l'orientation  de  V ellipse  décrite  par  la  Lune 
autour  de  la  Terre. 

IL  Soient  O,  A,  A'  trois  points  matériels  de  masses  /, 
m,  m\  s' attirant  suii^ant  la  loi  de  Newton;  les  données 
initiales  sont  telles  que  les  mouvements  non  troublés 
de  A  et  de  A'  par  rapport  à  O  soient  les  mouvements 
elliptiques  ;  on  désignera  par  a,  «',  e,  e',  nr,  ts\  ti,  n' 
les  demi-grands  axes,  les  excentricités,  les  longitudes 
des  périhélies  et  les  moyens  moui'ements  de  A  et  de  A' 
dans  ces  mouvements  non  troublés,  à  t  =  o. 

On  sait  que,  en  négligeant  les  carrés  des  masses  ni. 
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nJ  et  les  produits  rie  ces  masses  par  les  carrés  des 
excentricités  e  et  e'  et  des  inclinaisons,  V excentricité  e^ 
du  mouuement  elliptique  auquel  le  moui^ement  troublé 
de  A  est  tangent  à  V instant  t  peut  être  représentée, 
pour  des  /valeurs  suffisamment  petites  de  f,  par  lafor^ 

mule 

et=  e  -\-  ane' mCt  sin(TîT  —  m'), 

oà  C  désigne  une  Jonction  symétrique  de  a  et  a'. 

Ceci  posé,  on  demande  d^ évaluer  une  limite  supé- 
rieure que  ne  peut  atteindre  et  pendant  le  temps 
dans  lequel  on  peut  envisager  la  formule  précédente 
comme  exacte,  et  d 'effectuer  les  calculs  numériques  en 
prenant  pour  les  constantes  relatives  à  A  et  A', 
pour  i  =  o,  les  ^valeurs  fournies  par  /'Annuaire  du 
Bureau  des  Longitudes  pour  Jupiter  et  Mars. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 
PROPOSÉE  EN  1900  AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DES 
SCIENCES  MATHÉMATIQUES; 

Par  m.  Ernbst  DUPORGQ. 


1®  On  sait  que,  pour  qu'il  existe  au  moins  une  qua- 
drique  indécomposable  passant  par  une  droite  et  une 
conique,  il  faut  et  suffit  que  la  droite  coupe  la  conique 
sans  être  dans  son  plan;  corrélativement,  pour  qu'il 
existe  au  moins  une  quadrique  indécomposable  passant 
par  une  droite  D  et  inscrite  à  un  cône  C,  il  faut  et  il 
suffit  que  D  touche  C  sans  passer  par  sou  sommet.  Par 
suite,  dans  le  cas  actuel,  D  devra  être  contenue  dans 
l'un  des  plans  xOy  ou  xOz^  sans  passer  par  O. 

2**  D  étant  ainsi  choisie,  par  exemple,  dans  le  plan 
xOy,  toutes  les  quadriques  S  qui  répondent  à  la  ques- 
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tîon  formenl  un  réseau  tangentîcl^  el  le  lieu  de  leurs 
centres  doit  bien  être  un  plan  P.  Il  est  facile  à  détermi- 
ner :  soit,  en  effet,  R  le  plan  tangent  au  cône  C,  qu'on 
peut,  outre  xOy^  mener  parallèlement  à  D;  toutes  les 
quadriques  S  touchent  ce  plan,  et  aussi,  bien  évidem- 
ment, le  plan  parallèle  issu  de  D  :  leurs  centres  sont 
donc  dans  le  plan  P,  parallèle  à  R  et  équidistant  de  ce 
plan  et  de  la  droite  D. 

3^  Le  plan  P  étant  ainsi  parallèle  à  un  plan  R  tan- 
gent au  cône  C,  s'il  est  assujetti  à  contenir  un  point  fixe 
A,  il  enveloppera  évidemment  le  cône  homotliétique  à  C 
et  dont  A  est  le  sommet.  Quant  â  la  droite  D,  soît  ÏY 
sa  symétrique  par  rapport  au  point  A;  elle  est  dans  le 
plan  U,  symétrique  de  xOy  relativement  à  A,  et  elle 
est  aussi,  d'après  la  seconde  partie,  dans  le  plan  R  tan* 
gent  à  C  :  l'enveloppe  de  D'  est  donc  la  section  de  C  par 
le  plan  U,  c'est-à-dire  une  parabole  Q',  dont  la  symé- 
trique Q,  par  rapport  à  A,  constitue  Tenveloppe  de  D. 

4"  Il  n'existe  qu'un  plan  U,  parallèle  à  xOj',  et  tel 
que  la  parabole  Q',  suivant  laquelle  il  coupe  C,  ait  un 
paramètre  donné  :  il  en  résulte  que,  pour  que  Q  ad- 
mette ce  paramètre  fixe,  A  doit  se  trouver  dans  le  plan 
équidistant  des  plans  U  et  xOy, 

5^  Soit  n  un  plan  tangent  à  une  quadrique  S  inscrite 
à  C  et  contenant  D;  ce  plan  contient  une  génératrice  A 
de  S,  qui  s*appuie  sur  D;  or,  cette  génératrice  doit 
aussi  toucher  C  :  c'est  donc  la  trace  sur  le  plan  II  du 
plan  langent  à  C,  autre  que  xOy,  qu'on  peut  mener 
par  le  point  où  D  perce  le  plan  II.  Cette  droite  A  est 
donc  commune  à  toutes  les  quadriques  S  qui  touchent 
le  plan  D. 

Si  II  se  déplace  arbitrairement,  la  congruence  des 
droites  A  est  formée  des  tangentes  au  cône  C  qui  s'ap- 
puient sur  D.  Il  en  passe  évidemment  deux  par  tout 
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poiut  de  l'espace  :  elles  renooulrenl  D  dans  les  plans 
tangenlsà  C  issus  de  ce  point. 

Enfin  si  A  reste  dans  un  plan  fixe  issu  de  D,  elle 
touche  la  section  de  C  par  ce  plan,  et  c'est  évidemment 
celte  conique  qui  constitue  alors  Tenveloppe  du  plan  II. 


CORRESPONDANCE. 


M.  E.-M.  Lémeraj.  —  Au  sujet  des  /onctions  sin^,  cosc 
de  M.  laggi,  —  Voici  une  remarque,  qui  parait  intéressante 
et  utile,  sur  les  fonctions  de  IVl.  laggi  : 

Soient  un  cercle  C  de  rayon  i,  et  une  ellipse  concentrique  E 


d'à  \  es 


et  p  (A:*-h  A:'*=  i).  Soit  G  la  courbe  dont  le  rayon 


vecteur  est  moyen  proportionnel  entre  ceux  du  cercle  et  de 
l'ellipse;  si  j'appelle  x  le  double  de  l'aire  ombrée,  on  aura  : 


Ordonnées  de  C  =  snâ7       ( 
Abscisses  de  E  =  cosc^r    ) 

En  effet  G  a  pour  équation  p  =  4 


Fonctions  laggi. 


/i  —  A:*sin*ç 


y  l'aire  ombrée 


est 


/^            I 
Donc 


CP  =  sin®  =  sinam^:  =  sn.r, 
on  trouve  ensuite 


EQ  = 


y/\  —  /r'sin^'f 


"p 
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donc 

on  voit  iroraédiateinent  les  dégénérescences  pour  k'  =  i. 

M.  E.  lagg^.  ^  Au  sujet  des  fonctions  sin^,  cos«.  —  La 
remarque  de  M.  Lémeray  sur  les  fonctions 

u^=  sinc^r  =  snx,         Vjc=  cos^x  =^  sn{k -h  x), 

que  vous  avez  bien  voulu  me  communiquer,  est  intéressante  par 
elle-même,  et  pourrait  devenir  utile  pour  l'édification  d'une 
théorie  élémentaire  des  fonctions  elliptiques;  car,  non  seule- 
ment elle  donne  une  représentation  géométrique  simple  de  ces 
fonctions,  mais  encore  elle  fournit,  au  moins  dans  le  cas  des 
variables  réelles,  une  démonstration  simple  de  ce  fait  que  les 
fonctions  u„y  v^^  sont  uniformes.  Cette  démonstration  n'obli- 
gerait pas,  comme  celles  qui  reposent  sur  l'équation  différen- 
tielle  

à  recourir  aux  notions  les  plus  élevées  de  la  Science. 

M.  H.  Brocard.  —  Gomme  addition  à  la  référence  biblio- 
graphique donnée  page  98  (1901)  par  M.  d'Ocagne,  je  signa- 
lerai, dans  le  Volume  cité  de  1884,  p.  438-44o,  la  solution 
complète,  par  M.  E.  Fauquembergue,  de  la  question  1360  pro- 
posée en  1881,  par  M.  P.  Barbarin  : 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  d^une  droite  de 
longueur  constante  mobile  entre  deux  axes  rectangu- 
laires. 

C'est  précisément  le  problème  étudié  par  M.  E.  CoUignon 
(1900,  p.  433-4 {2). 

Les  courbes  considérées  dans  cette  Note  sont  des  épicy- 
cloïdcs  ou  des  hypocycloïdes  et  leurs  courbes  parallèles. 

J'ai  indiqué  (1885,  p.  t44-i47)  plusieurs  articles  à  leur  sujet, 
et  aujourd'hui  il  y  a  lieu  d'y  ajouter  ; 

E.  CoLLiCNON.  —  Sur  la  cubât ure  des  solides  de  révolu- 
tion (A.F.A.S.  Congrès  d'Alger,  1881,  p.  196-225;  voir 
p.  '119). 

E.  CesÀro.  —  Remarques  sur  un  article  de  M.  d^Ocagne 
(1885,  p.  •i')6-264)  (cité  par  M.  d'Ocagne,  p.  93;  1901). 
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M.  Ph*  du  Plessis.  —  «...  Un  signe  mal  interprété  à  côté 
d'un  croquis  grossier  jeté  sur  le  brouillon  de  la  solution  du 
problème  d'admission  a  TKaole  Pol\  lechnique  en  1900  m'a  fait 
commettre  dans  la  mise  au  net  que  je  vous  ai  communiquée 
pour  rinserlion  dans  les  Nouvelles  Annales  (3*  série,  t.  XIX, 
p.  3*20)  un  lapsus  qui  s'est  traduit  par  une  erreur  sur  la 
Jig.  2  bis. 

A  la  page  332,  septième  ligne,  au  lieu  de  «  nécessairement 
parallèles  aux  asymptotes  »,  il  faut  «  nécessairement  dis- 
tinctes des  parallèles  au\  asymptotes  »,  ce  qui  est  d'ailleurs 
évident  pour  une  raison  donnée  à  la  page  précédente,  et  la 
Jig,  1  bis  doit  être  modifiée  en  conséquence. . .   » 


BiBLIOGRAPlilB. 


Histoire  K^KtotE  de  l'Astronomie;  par  M.  Ernest 
Lebon,  Agrégé  de  l'Uiiivcîisité,  Professeur  de  Mathéma- 
tiques au  Lycée  Charleuiague.  Un  volume  petit  iu-8, 
taractères  elzévirs,  avec  16  portraits  et  une  Carte  cé- 
leste*, litre  en  deux  couleurs.  Gautliier-Villars,  1899. 
Prix  :  8  fr. 

En  signalant,  l'un  des  premiers,  VHistoire  abrégée  de  V As- 
tronomie, par  M.  E.  Lebon,  dans  notre  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques  et  physiques  élémentaires  (Paris,  i5  juillet 
1899),  nous  avons  fait  remarquer  que  a  ce  Livre,  écrit  dans  un 
style  simple,  toujours  clair,  même  dans  l'exposition  des  tra- 
vaux d'Astronomie  mathématique,  est  le  résultat  de  recherches 
minutieuses  faites  dans  les  Ouvrages  originaux,  qu'il  sera  lu 
avec  plaisir  par  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  progrès  des 
Sciences  et  sera  un  très  utile  complément  du  Cours  de  Cosmo- 
graphie (ou  d'Astronomie  élémentaire)  dans  les  classes  de  Rhé- 
torique, de  Mathématiques  élémentaires,  de  Seconde  et  de 
Première  modernes  ».  Après  notre  article,  plus  de  trente  ana- 
lyses élogicuses,  parues  dans  des  journaux  français  et  étran- 
gers, ont  aussi  contribué  à  faire  connaître  le  consciencieux 
travail  de  M.  Ë.  Lebon.  Aussi  pensons-nous  qu'au  lieu  de 
donner  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  une 


Digiti 


zedby  Google 


(  «40) 

appréciation  personnelle  de  cette  Histoire^  il  sera  plus  intéres- 
sant pour  le  lecteur  et  plus  avantageux  pour  le  Livre  de  pré- 
senter des  extraits  des  principales  analyses  parues  jusqu'ici. 

Puisons  d'abord  dans  deux  des  articles  qui  indiquent  le  plus 
complètement  le  plan,  le  but  et  l'utilité  du  Livre  de  M.  E. 
Lebon  : 

«  Cet  ouvrage  est  construit  d'après  un  plan  original  qui  le 
distingue  des  ouvrages  précédents  sur  la  matière,  publiés  en 
France  tout  au  moins. . . . 

«  Dans  son  livre,  au  contraire,  M.  E.  Lebon  s'est  proposé 
surtout  de  donner  les  biographies  des  principaux  astronomes 
et  géodésiens,  depuis  l'antiquité  jusqu'à  nos  jours.  Les  biogra- 
phies sont  assez  complètes  et  énumèrent  les  principaux  détails 
de  leur  vie,  les  circonstances  qui  les  ont  engagés  dans  leurs 
recherches  scientifiques,  et  enfin  un  résumé  succinct  de  leurs 
travaux  les  plus  importants. . . . 

»  L'ordre  chronologique  des  naissances  régie  la  succession 
des  biographies.  Cependant  cet  ordre  suivi  strictement  aurait 
entraîné  la  confusion,  surtout  pour  les  astronomes  de  notre 
époque,  qui  en  général,  dans  cette  science  spéciale  qui  est 
l'Astronomie,  ont  une  spécialité,  c'est-à-dire  une  branche  par- 
ticulière à  laquelle  ils  s'adonnent  exclusivement.  Très  sagement 
l'auteur  a  divisé  son  domaine  en  trois  grandes  parties  :  pé- 
riode ancienne,  période  moderne,  période  contemporaine,  et 
ensuite  chaque  période  en  plusieurs  Chapitres  qui  corres- 
pondent aux  diverses  branches  de  l'Astronomie,  le  nombre 
des  Chapitres  étant  le  plus  grand  dans  la  période  contempo- 
raine. Or  l'ordre  chronologique  des  naissances  est  suivi  seu- 
lement dans  chaque  Chapitre.  Le  lecteur,  pour  chaque  branche 
de  l'Astronomie,  peut  donc  mesurer  la  part  exacte  de  chaque 
astronome  dans  le  résultat  et  en  même  temps  suivre  les  progrès 
successifs  plus  ou  moins  rapides  de  cette  branche,  pendant  un 
long  espace  de  temps.  D'ailleurs,  au  commencement  de  plu- 
sieurs Chapitres,  l'auteur  ajoute  un  résumé  bref  de  la  question 
et  de  ses  préliminaires,  et  prépare  le  lecteur  à  la  nomenclature 
des  résultats  obtenus  par  les  astronomes  successifs  qui  l'ont 
étudiée. 

»  Ce  livre  peut  donc,  à  juste  titre,  être  appelé  une  Histoire 
de  l'Astronomie.  Il  est  heureusement  complété  par  une  Table 
alphabétique  des  auteurs  cités  dans  TOuvrage,  avec  l'indication 
des  pages  qui  les  concernent,  et  avec  l'addition  de  nombreux 
détails  non  insérés  dans  la  bioî>raphic  clle-mcmc. 
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»  ...  Il  fournit  des  renseignements  fort  utiles  et  très  com- 
modes à  trouver.  Il  doit  être  recommandé  à  tous  ceux  qui 
veulent  faire  un  voyage,  complet  ou  restreint,  dans  le  domaine 
de  l'Astronomie.  »  (H.  Deslandrës,  Astronome  titulaire  à 
rObservatoire  physique  de  Meudon.  Bulletin  astronomique, 
publié  par  l'Observatoire  de  Paris,  décembre  1900.) 

...  «  La  période  ancienne  se  trouve  rapidement  traitée  et 
Texposition  s*altaclie  davantage  à  la  découverte  de  la  vitesse  de 
la  lumière,  à  la  théorie  des  tourbillons,  à  la  forme  de  la  Terre, 
à  Tattraclion  universelle,  à  la  Mécanique  céleste,  à  TAstro- 
nomie  physique,  à  la  Géodésie  et  à  la  Météorologie.  Tous  les 
grands  problèmes  de  Tunivers  sont  exposés  d'une  façon  lumi- 
neuse, en  citant  les  diverses  étapes  créées  par  les  différents 
savants;  ceux  qui  vivent  ont,  comme  les  autr^es,  leur  biogra- 
phie, et  Ton  peut  se  renseigner  immédiatement  dans  le  livre, 
bien  illusrré,  et  dans  des  Tables,  fort  bien  faites,  sur  les 
préoccupations  astronomiques  passées,  les  perfectionnements 
et  les  besoins  de  la  Science  actuelle.  »  (Jean  Mascart,  Aide- 
Astronome  à  l'Observatoire  de  Paris.  Revue  encyclopédique, 
29  décembre  1900.) 

Citons  encore  quelques  lignes  tirées  d'autres  articles  écrits 
dans  le  même  ordre  d'idées  : 

...  0  Son  livre  donne  l'exposé  méthodique,  siècle  par  siècle, 
génération  par  génération,  des  progrès  de  l'Astronomie  depuis 
sa  naissance. . . . 

»  Le  livre  de  M.  E.  Lebon  suit  ce  progrès  pas  à  pas.  Il  ne 
peut  tout  dire  dans  la  forme  résumée  qu'il  a  choisie,  mais  il 
dît  tout  l'essentiel.  »  (E.  Duhand-Gréville,  Journal  de  Saint- 
Pétersbourg^  17.  août  1899.) 

...  «  L'ouvrage  s'adresse  donc  aux  professeurs  et  aux 
élèves  des  Cours  d'Astronomie,  et  aux  personnes  qui  s'inté- 
ressent aux  progrès  de  la  plus  belle  et  de  la  plus  attrayante 
des  Sciences. 

»...  L'auteur  s'attache  surtout  à  la  Période  moderne,  qu'il 
fait  dater  de  Copernic  et  qu'il  prolonge  jusqu'au  milieu  du 
XIX*  siècle,  et  à  la  Période  contemporaine  :  Ces  deux  parties, 
qui  occupent  l'ouvrage  presque  tout  entier,  sont  intéressantes 
et  généralement  bien  renseignées.  »  (I.T.,  Revue  bibliogra- 
phique belge,  3i  août  1899.) 

...  «  Non  seulement  les  personnes  versées  dans  l'Astro- 
nomie devraient  accueillir  ce  livre  avec  empressement  dans 
leur  bibliothèque,  mais  aussi  ceux  qui  s'intéressent  au  progrès 
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de  cette  Science,  la  plus  ancienne  des  Sciences,  parcourront 
ces  pages  avec  profil.  »  {Nature,  London,  5  octobre  1899.) 

«  Cet  ouvrage  est  le  résumé  d'une  dizaine  d'années  de 
recherches.  Il  rendra  service  à  tous  ceux  qui  ont  à  enseigner 
la  Cosmographie  ou  à  perfectionner  leurs  connaissances  astro- 
nomiques. . . . 

»  On  ne  peut  que  savoir  gré  à  TAuteur  d'avoir  mis  entre  les 
mains  de  tous  un  livre  utile  dont  la  lecture  ne  présente  pas 
plus  de  difficultés  que  celle  d'une  histoire  quelconque.  »  {Le 
Cosmos,  14  octobre  1899.) 

«  En  ce  livre  dégagé  de  tout  calcul  et  de  toutes  théories, 
Fauteur,  en  un  langage  accessible  à  tous,  donne  un  exposé 
des  plus  complets  des  grandes  découvertes  et  des  travaux  im- 
portants accomplis  en  Astronomie  depuis  les  temps  anciens 
jusqu'à  nos  jours. 

»...  Celte  Histoire  constitue  donc  un  livre  du  plus  haut 
intérêt  et  qui  a  sa  place  indiquée  dans  toutes  les  biblio- 
thèques. »  (Georges  Vitoux,  Le  Rappel  et  le  XIX*^  Siècle, 
26  novembre  1899.^ 

a  L'Astronomie  moderne,  la  Mécanique  céleste,  la  Géodésie 
et  la  Météorologie  sont  traitées  abondamment  en  200  pages.. . . 
L'exposition  est  précise  et  intéressante.  Des  Tables  de  ma- 
tières détaillées,  faites  à  divers  points  de  vue,  augmentent 
l'utilité  de  l'Ouvrage.  »  (L.  Litterarisches  Centralblatt, 
n"  31,  Leipzig,  août  1900.) 

Les  extraits  suivants  de  trois  autres  analyses  montrent  que 
l'Ouvrage  de  M.  E.  Lebon  a  de  solides  qualités  de  style  et 
qu'il  est  remarquable  au  point  de  vue  typographique  : 

«  Voici  un  livre  qui  n'est  pas  banal  et  auquel  son  intérêt, 
mis  encore  en  relief  par  une  forme  littéraire  élégante,  vaudra, 
nous  n'en  doutons  pas,  un  légitime  succès.  Il  est  composé  avec 
compétence.  »  (R.  Guimarâes.  Membre  de  l'Académie  Royale 
des  Sciences  de  Lisbonne.  Enseignement  mathématique, 
Paris,  i5  juillet  1900.) 

«  D'abord  ce  livre  est  beau.  Non  seulement  il  ne  fatigue  pas 
les  yeux,  mais  encore  il  les  régale,  grâce  au  papier,  aux  illus- 
trations, aux  ornements  typographiques  distribués  avec  goût.... 

»  Le  livre  de  M.  E.  Lebon,  malgré  son  titre  modeste,  est 
aussi  un  bon  livre;  il  est  clair,  sobre  et  précis.  C'est  le  fruit 
de  recherches  minutieuses,  faites  aux  sources.  »  (A.  Rebiére, 
Agrégé  de  Mathématiques.  Revue  générale  des  Sciences  pures 
et  appliquées,  Paris,  3r  décembre  1899.) 
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«  C'est  un  excellent  pelit  Ouvrage  qui  unit  à  son  impression 
soignée  en  caractères  elzôvi riens  beaucoup  d'attrait  et  d'intérêt, 
non  seulement  pour  les  personnes  qui  s'occupent  spécialement 
de  la  belle  Science  dont  il  traite,  mais  aussi  pour  beaucoup 
d*autres,  grâce  au  style  agréable  et  clair  avec  lequel  il  est 
écrit.  »  {Memorias  y  Revis  ta  de  la  Societad  cientijica 
AxTOMo  Alz\tk;  n"*  H  et  12,  1898-1899.) 

On  voit  donc  que  cette  Histoire  a  été  l'objet  de  bien  des 
appréciations  flatteuses  et  qu'elle  a  été  cbaudement  recom- 
mandée par  des  astronomes,  des  professeurs  et  des  piibli- 
cistes  aux  jeunes  étudiants  et  aux  gens  du  monde.  Nous  ne 
voudrions  pas  terminer  notre  compte  rendu  sans  dire  que  ce 
Livre  a  attiré  l'attention  de  plusieurs  corps  savants  :  ainsi,  il 
a  été  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  par  un  de 
ses  membres,  M.  C.  Wolf;  apprécié  devant  la  Société  Astro- 
nomique de  France  par  son  Secrétaire  général,  M.  G.  Flam- 
marion; signalé  à  la  Société  Royale  Astronomique  de  Londres 
par  son  Président,  M.  G.-H.  Darwin;  et  sans  faire  remarquer 
qu*il  a  été  inscrit  sur  les  Catalogues  des  livres  de  biblio- 
thèques et  de  prix  et  honoré  de  souscriptions  du  Ministère 
de  l'Instruction  publique  et  de  la  Ville  de  Paris. 

L.  GÉRARD, 

Docteur  es  Sciences, 
Professeur  au  Ljcee  Charlomagne. 


La    RECENTE   GbOMETRIA    DEL    TRIANGOLO,  pcr  il   Pi'of. 

Cristoforo  Alasia.    Lapi,    Citta    di    Castello;     1900. 
Prix  ;  3  lire. 

Ce  Livre  est  le  premier  Ouvrage  qui  soit  consacré  uniquement 
à  la  Géométrie  du  triangle;  il  répond  à  un  véritable  besoin, 
car  il  était  difficile  d'arriver  à  connaître  l'ensemble  des  résul- 
tats acquis  depuis  la  création  de  ce  nouveau  rameau  de  la 
Mathématique,  puisque  depuis  1878,  époque  où  il  a  pris  nais- 
sance, et  notamment  depuis  que  son  autonomie  s'est  affirmée, 
ces  résultats  étaient  éparpillés  dans  les  périodiques  mathéma- 
tiques de  tous  les  pays,  à  part  quelques  résumés  fort  intéres- 
sants, mais  nécessairement  incomplets. 

L'exposition,  faite  d'une  façon  élémentaire,  est  claire;  ce 
texte  est  compris  aisément  même  par  un  lecteur  qui  n'est 
nullement  familiarisé  avec  la  langue  italienne.  Le  titre  du  Livre 
suffit  pour  que  les  mathématiciens  sachent  les  sujets  qu'ils  y 
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trouveront  développés  dans  (l'analyse  desquels  il  est  impossible 
d'entrer  ici);  nous  approuvons  l'auteur  d'y  avoir  introduit  des 
notions  de  Géométrographie;  si  cette  science  n'est  pas  à  pro- 
prement parler  du  domaine  spécial  de  la  Géométrie  du  triangle, 
elle  y  trouve  tant  d'applications  qu'on  doit  l'exposer  en  même 
temps. 

Il  est  curieux  que  l'Italie,  pays  où  la  Géométrie  du  triangle 
a  donné  lieu  à  moins  de  travaux  créateurs  que  les  autres,  soit 
précisément  celui  qui  en  présente  le  premier  Traité  didactique. 
L'éditeur  nous  l'explique  un  peu  en  mettant  en  tête  du  Livre 
une  carte  du  regretté  Beltrami  dans  laquelle  ce  dernier  l'en- 
gage  à  publier  un  Ouvrage  sur  celte  nouvelle  et  intéressante 
matière.  C.-A.  L. 


QUESTIONS. 


1911.  Étant  donnés  un  tétraèdre  P|  Pj  P3  P^  et  un  point  P 
dans  l'espace,  on  mène  par  ce  point  un  rayon  g  que  Ton  pro- 
jette orthogonalement  sur  les  faces  du  tétraèdre.  Montrer  que 
le  lieu  de  la  droite  g^  telle  que  ses  quatre  projections  appar- 
tiennent à  une  congruence  linéaire  singulière,  c'est-à-dire 
admettent  une  transversale  unique,  à  savoir  le  rayon  g  lui- 
même,  est  un  cône  du  quatrième  ordre  contenant  les  vingt 
droites  suivantes  : 

I"  Les  rayons  qui  vont  du  point  P  aux  sommets  du  tétraèdre  ; 

2"  Les  perpendiculaires  abaissées  du  point  P  sur  les  faces; 

3**  Les  perpendiculaires  abaissées  du  point  P  sur  les  arêtes; 

4"  Les  intersections  des  plans  menés  par  le  point  P,  d'une 
part  perpendiculairement  à  une  arête  et  d'autre  part  par 
l'arête  opposée. 

Quand  le  point  P  se  déplace  dans  l'espace,  les  génératrices 
du  cône  correspondant  engendrent  un  complexe  du  quatrième 
ordre  qu'on  pourrait,  suivant  la  proposition  de  M.  Neuberg, 
appeler  complexe  de  Simson.  (J.  Franel.) 

ERRATA  AUX  TABLES  DE  LOGARITUMES  DE  SGIIRON. 


Page  6;  log  10475,  au  lieu  de  i5'|0,  lisez  *i54o. 
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LIBRAIRIE   GAUTHIER- VILLARS, 

QUAI    DES  CKANDS-AUCrSTlNS,    55,   A.  PAniS- 


L'INTERMÉDIAIRE 

DKS 

MATHÉMATICIENS 

DIRIGÉ  PAR 

C.-A.  LAISANT,  |  ÉmtE  LBMOINE,    . 

Docteur  es  Sciences.  |  I  Dgéniettrcivil, 

Anciens  RIovcft  de  l'Ecole  Polytechnique. 

AVEC  LA  COLLABORATION  DE  M.  Ed.  MAILLET^ 
t»f ênlemr <!««  rvnU  cl  Chaussées,  Rcpélilcur  à  l'I^culc  Polytecbniqua. 


Tome  VIII.  -  AjEiiiée  1901. 

PRIX    POUR    UN    AN    (I2    NUMEROS) 

l*^ris,  7  fr.  —  Départements  et  Union  postale,  8  fr.  50. 
Un  numéro  spécimen  est  envoyé  sur  demande. 


WM. Laisant  elLemoine  ont  eu  ridée  de  mettre  en  rapport  scientifique  les 
mihcmaticicns,  au  moyen  d'un  orj^ane  international  dont  Je  titre,  l'Inter- 
JFDiAïKE  DKS  MATHÉMATICIENS,  indi<|uc  le  but.  Ce  recueil  mensuel  n'admet 
l'HUires  articles  que  des  questions  posées  par  les  mathématiciens  à  leurs 
•Menues,  soit  pour  en  indiquer  l'intérêt  général,  soit  pour  les  besoins  de 
l<^ur.>  recherches  personnelles, «t  les  réponses  à  cesqucstions.  La  Mathématique 
'M  si  vaste  maintenant  que  nul  n'en  connaît  complètement  même  une  des 
Tanches  et  qu'une  question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de 
frprnicr  ordre,  si  ce  détail  sort  du, cadre  de  ses  études  ordinaires,  taudis 
luelle  ne  serait  qu'un  jeu  pour  iin  a'utre. 

Celle  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dés  que  les  rédac- 
viirs  se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  forme- 
■aieni  les  premiers  naméros.  et  de  les  communiquer  autour  d'eux,  pour  avoir 
linéiques  réponses  dès  l'origine,  ils  ont  trouvé  un  accueil  qui  a  dépassé  leurs 
*p^rances  les  plus  optimistes;  sa  liste  des  correspondants ellectifs  du  journal, 
I  "te  déjà  longue,  comprend  les  noms  de  membres  de  l'Institut,  et  d'un 
atnd  nombre  de  géomètres  connus,  mêlés  à  beaucoup  d'autres  moins  en  vue, 
'^r  le  but  et  l'essence  même  rie  ['Intermédiaire  des  mathématiciens  esl 
'•^'re  utile  à  tous  ceux  qui  cultivent  la  Mathématique,  L'idée  était  si  nou- 
"l'e  que  les  rédacteurs  de  VJntermédi<:ire  n'ont  dii  viser  que  des  débuts 
«■-5  modestes,  putsqjue  1-e  prix  annuel  de  ^'abonnement  nest  que  de  n  franc> 
i  'Jr  Paris,  8  Ir.  5o    pour  la   province  et  les  pays   de  l'Union    postale.  . 

**n  peut  adresser  les  questions  et  communications  soit  à  M.  Luisant,  i<)-?, 
jv«rjiip  Victor-Hogo,  soit  à  M.  Lemoine,  32,  avenue  du  Maine,  soit  à  M.  Ed. 
M'iliet,  II,  rue  de  Fontenay,  à  Bourg-lu-Keinc. 

'^liacune  des  années  précédentes  se  vend 7  fr. 
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Liste  des    Correspondants  des  NOUVBLLES  ANNALES 
dans  les  nlles  où  siègent  les  Facultés  des  Sciences. 

Besançon  :  M.  X.  Stouff.  —  Bordeaux  :  M.  X.  —  Cacn  :  iM.  A.  de  Saint- 
Gkrmain.—  Glermont-Ferrand  :  M.  C.Gljciiard.  —  Dijon  ;  M.  Duport. 

—  Grenoble  :  M.  J.  Collet.  —  Lille  :  M.  H.  Padê.  —  Lyon  :  M.  L. 
AuTONNE.  —  Marseille:  M.  vSvlvage.  —Montpellier  :  M.  E.  Fabry. 

—  Nancy  :  M.  IL  Vogt.  — Paris  :  M.  Raffy.  —  Poitiers  :  M.  Mail- 
lard. —  Rennes  :  M.  Le  Uolx.  —  Toulouse  :  M.  Cosskuat. 


Le  prix  de  rabonnemenl  à  la  Bibliothèque  mathémalique  des 
travailleurs  est  de  i.?.'*'  pour  un  an  et  6*^''  pour  six  mois. 

Les  abonnés  des  ISouvelles  Annales  de  Mathématiques  pourront 
bénéficier  d'une  réduction  de  5o  pour  loo,  c'"est-à-dire  que,  pour 
euN.,  l'abonnement  annuel  ne  sera  que  de  six  francs. 

Vovw  profiler  de  cette  réduction,  on  doit  s'adresser  directement 
à  M.  le  D'"  HvLMX^îi,  Divecleur  de  \'c\  Bibliothèque  mathématique 
des  travailleurs,  4»  *'^i6  de  la  Cure,  Paris-Auteuil. 


LIBUAIRIK    GAlTHIlîR-VILLARS. 


CONGRÈS  INTERNATIONAL  DE  PHYSIQUE.  Exposition  universelle 
(le  i(|oo.  -  Rapports  présentés  au  Congrès  international  de  Physique 
réuni  à  Paris  en  1900,  rassemblés  et  publiés  par  (lu. -Ed.  Gi  illaime  et 
L.  PoiNCARÉ,  Secrétaires  généraux  du  Congrès.  3  beaux  volumes  grand 
in -8,  avec  figures  ;  se  vendant  ensemble 5o  fr . 

ToMK  1  :  Questions  générales.  Métrologie.  P/tysif/fic  mécanique.  Physique 
inolécuhdre 18  fr. 

ToMK  11  :  Optique.  Electricité.  Magnétisme iS  fr. 

ToMl-:  III  :    Electro-optique   et   ininsation.    Applications.  Physique  cos- 
mique. Physique  biologique 18  fr. 

ÉCOLE  POLYTECHNIQUE.  —  Livre  du  Centenaire,  1794-1894.  Trois 
beaux  volumes  grand  in-8  avec  nombreuses  gravures  et  planches,  se 
vendant  ensemble 5o  fr . 

On  vend  séparément  : 

ToMÈ   I  :    E' École  et  la  Science.  Volume  de  Lxv-572  pages  avec 
18  planches  ;   189 3 18  fr. 

Tome  IIÏ  :  Services  civils  et  carrières  diverses.  Volume  de  C4G  pages 
avec  21  planches  ;  1897 , 18  fr. 

Le  Tome  II  :  Services  militaires.  Volume  de  jG8  pages  avec  i4  planches; 
1899,  ne  se  vend  pas  séparément. 
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AVIS  RELATIF  A(l\  CONCOURS  BES  «  \OIIVELI<€S  miU&  ». 
CONCOURS  BE  1901.  /       ' 

_      '  ■  •  -  •  ,  ,   , 

L'expérience  drs  concours,  que  Ies^^dîrtv/fc5,  ^Vw- 
nales  onl  tentée  depuis  i8()6,  a  donné  dlieun'nx  ré^tl- 
tais.  Mais  elle  a  en  incnie  temps  révélé  la  nécessité 
d\ine  modification  cjue  nous  résumons  d'un  mot,  en 
disant  que  désormais  il  y  aura  chaque  année  un  con- 
cours au  lieu  de  deux.  La  cause  essentielle  de  cette 
modification  est  l'abondance  des  matériaux  que  reçoit 
la  Rédaction.  L'obligation  de  publier  presque  à  date 
fixe  deux  Mémoires  chaque  année,  Mémoires  souvent 
assex  longs,  nous  oblige  à  Caire  attendre  trop  longtemps 
rinsertion  d'articles  intéressants.  Cela  nous  empêche 
aussi  de  donner  aux  questions  et  solutions  lu  place  que 
normalenienl  elles  devraient  occuper. 

D'autre  part,  les  collaborateurs  des  Nouvelles  ^/i- 
nales  sont  pour  la  plupart  absorbés  par  des  obligations 
professionnelles;  et  plusieurs  nous  onl  souvc*nt  exprimé 
le  désir  d'avoir  un  plus  long  délai,  en  ce  qui  concerne 
les  concours. 

M.  Gauthier-Villars,  notie  éditeur,  a  partagé  l'avis 
dt*  la  Rédaction.  Mais  il  a  tenu  n  i'(q)orter  sur  le  con- 
cours unique  l'avantage  qu'il  conseiituil  pour  les  deux 
concours  réunis.  Le  Mémoire  récompensé  donnera  donc 
droit  «î  lin  crédit  de  deux  cknts  francs  d'Ouvrages 
(au  lieu  de  loo  Tratics)  à  clioisir  dans  le  ralalogne  de 
M.  Gauthier- Villars. 

Les  autres  conditions  du  concours  restent  d'ailleurs 
les  mêmes. 

En  ce  qui  concerne  le  premier  concours  pour  1901, 
Ann,  de  ifathenint.f  4'  série,  l.  I.  (Avril  1901.)  lO 
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Joui  le  sujet  a  été  publié  (1900,  p.  48 1),  il  de\icnt 
applicable  à  l'année  1901  enlière.  Eu  conséquence,  la 
date  Hmîle  d'envoi  des  manuscrits,  iixée  au  i5  mai  pro- 
chain, est  prorogée,  et  reportée  au  i^*"  novembre  1901. 
DMci  quelques  mois,  nous  espérons  pouvoir  publier 
le  sujet  du  concours  de  1902. 


[D5d] 

SUR  LES  NOTIONS  W  FONCTION  COMPLÈTE 
ET  m  FONCTION  PÉRIOMOUE; 

Par  m.  E.  IAGGI. 


1.  Pour  étudier  une  fonction  Y  d'une  variable  X,  on 
a  coutume  de  choisir,  parmi  les  valeurs  de  Y  détermi- 
nées par  une  valeur  x  de  X,  une  certaine  valeur  j^  dont 
on  suit  les  variations  lorsque  x  varie;  on  obtient  ainsi 
des  fonctions  uniformes  que  Ton  peut  classer  immédia- 
tement en  deux  catégories  distinctes  : 

1®  Les  fonctions  uniformes  sans  points  aitiques,  qui 
n'ont  pas  d'autres  singularités  que  des  singularités  essen- 
tielles (il  n'^  a  pas  lieu  de  distinguer  ici  les  pôles  d'une 
manière  spéciale);  c'est  le  cas  où  la  fonction  Y  est  uni- 
ifoçue. 

2°  Les  fonctions  uniformes  qui  ont  des  points  cri- 
tiques, c'est-à-dire  qui  ne  sont  réellement  uniformes 
que  sur  une  surface  de  Riemann  convenablement  choi- 
sie; car  si  Ton  fait  varier  x  dans  un  même  plan,  d'un 
point  Xo  quelconque  à  un  point  :ri  quelconque  (non 
singuliers  essentiels),  la  variation  correspondante  dej- 
n'est  pas  univoque,  mais  dépend  du  chemin  suivi,  dexo 
à  j?i,  par  la  variable  x-^  c'est  le  cas  où  la  fonction  Y  a 
plusieurs  valeurs. 
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Riemann  n'a  d'ailleurs  inventé  ses  surfaces  à  feuillets 
qae  dans  le  but  d'appliquer  aux  diflerentcs  valeurs 
d'une  fonctiou  multiforme  les  procédés  d'étude  em- 
ployés à  l'égard  des  fonctions  uniformes  sans  points 
critiques. 

Or,  il  est  quelquefois  utile,  nécessaire  même,  d'envi- 
sager^ non  pas  Tune  des  valeurs  d'une  fonction  multi- 
forme Y  de  or,  répondant  à  une  valeur  de  jr,  mais  Yen- 
semble  de  toutes  ces  valeurs. 

2.  Soit 

Teiisemble  des  points  y  correspondant  à  une  valeur 
donnée  x  de  la  variable.  Nous  dirons  que  Dj.(Y)  est  la 
détermination  y  pour  la  valeur  donnée  x  de  la  variable, 
de  la  fonction  complète  Y  de  X. 

Les  différents  points  y^  variables  avec  or,  dont  l'en- 
semble constitue  la  détermination  Dx(Y),  sont  fonc- 
tions de  x;  mais  chacune  de  ces  fonctions  n'est  ça  une 
partie  de  la  fonction  complèteY  :  nous  désignerons  ces 
fonctions  par  le  nom  de  fonctions  partielles. 

Plusieurs  de  ces  fonctions  partielles^,  parties  d'une 
même  fonction  complète  Y,  deviennent  égales  en  cer- 
tains points  x;  ces  points  sont,  à  l'égard  des  fonctions 
partielles  qui  y  deviennent  égales,  des  points  critiques: 
si  X  passe  par  un  de  ces  points,  Tune  des  fonctions  par- 
tielles, yt  par  exemple,  pourra  être  continuée  par  Tune 
quelconque  des  fonctions  partielles  ^2»  Jzy  •••?  qui 
deviennent  égales  à  j^  en  ce  point  ^  si  x  décrit  un  con- 
tour fermé  enfermant  un  de  ces  points,  les  fonctions 
partielles  qui  sont  égales  en  ce  point  se  permutent  entre 
elles,  mais  l'ensemble  n'a  pas  changé  :  la  détermina- 
lion  Dx(Y)  de  la  fonction  complète  Y  n'a  pas  varié. 

Les  points  critiques  des  fonctions  partielles  j^^  ne  sont 
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donc  pas  des  points  critiques  à  IVgard  de  la  fonction 
complète  :  ce  sont  des  points  multiples ,  en  ce  sens  que 
le  nombre  des  valeurs  distinctes  y  de  Y  est  moindre  eu 
ces  points  qu'en  des  points  ordinaires,  points  doubles 
si  deux  des  valeurs  de  Y  y  sont  égales,  points  triples  si 
trois  des  valeurs  de  Y  y  sont  égales,  etc. 

Ces  points  sont  encore  remarquables  à  d'autres 
égards  :  supposons  que  n  des  fonctions  partielles^  dont 
se  compose  Y  prennent  la  valeur  ^  lorsque  x  est  en  un 
point  critique  a  de  ces  n  fonctions  :  si  x  est  infiniment 
voisin  de  a,  les  valeurs  correspondantes 

y\i  yii    •  •  •  »  yn 

iies  n  fonctions  partielles  considérées  seront  infiniment 
'Voisines  de  ^,  et,  par  suite,  infiniment  voisines  entre 
elles.  (Nous  supposons,  bien  entendu,  que  la  fonction 
complète  Y,  c'est-à-dire  chacune  des  fonctions  partielles 
dont  elle  se  compose,  est  continue.) 

Ajoutons  enfin  qu'on  pourra  considérer  n  des  fonc- 
tions partielles  qui  composent  la  fonction  complète  Y 
comme  formant  une  fonction  partielle  multiforme . 
Cette  considération  est  particulièrement  utile  lorsque 
CCS  n  fonctions,  à  l'exclusion  des  autres,  deviennent 
égales  en  a. 

Éclaircissous  tout  ceci  par  des  exemples. 

Considérons  d'abord  la  fonction  complète 

qui  a  trois  valeurs  et  que  nous  écrirons  ainsi 

où  X,,  Xa,  A3  sont  les  racines  cubiques  de  Tunité,  et  ^x 
Tune  quelconque  des  trois  valeurs  de  Y. 

En  dehors  du  point  multiplr  zéro,  Y  se  décompose  eu 
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irois  fonctions  parliellcs  uniformes 

yx^XyVx,       yt^X^Vx,       yi=^iVxy 

pour  lesquelles  le  point  zéro  est  un  point  critique. 
Considf^rons  maintenant  la  fonction  complète 

^'X —  a  -4-  ^x  —  6, 

que  nous  écrirons  ainsi 

Y  =  (Xi,  X,,  X,)v/ï~— a-+-([jt,,  jxt,  [x„  jx;,  |i5)v^:r  — A, 

où  les  \  sont  les  racines  cubiques  de  l'unité  et  les  [x  les 
racines  cinquièmes  de  Funité.  Cette  fonction  complète, 
dont  la  détermination  comprend  quinze  points,  se  dé- 
compose, en  dehors  de  ses  points  multiples  a  et  b^  en 
quinze  fonctions  partielles  uniformes 

XiJ  =  X/  v/ar  —  ûH-  \Xj  yx  —  h 
(i  =  i,'i,3,  y  =  1,9-,  3,4,  5). 

Le  point  multiple  a  est,  pour  Y,  un  point  triple;  le 
point  multiple  h  est  un  point  quintuple. 

La  fonction  Y  peut  également  être  décomposée  en 
Irois  fonctions  partielles  multiformes  ayant  chacune 
cinq  valeurs 

tt;=(X,,X2,Xj)v^a:  — a-f-  (ly  v^ar  —  6         (y  =  1,2,3,4,5), 

ou  en  cinq  fonctions  partielles  multiformes  ayant  cha* 
cune  trois  valeurs 

Vi=\iVx  —  rt  -4-  ( [x,,  fis,  |ia,  |A;,  j-i4)v/a:-^         (t  =  r,2,  3). 

Le  point  a  est  un  point  muhiple  (triple)  pour  les 
fonctions  partielles  iij  et  un  point  critique  pour  les  fonc- 
tions partielles  Vi\  le  point  h  est  un  point  critique  pour 
les  fonctions  partielles  Uj  et  un  point  multiple  (quin- 
tuple) pour  les  fonctions  partielles  vt  :  les  fonctions  Uj 
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se  permutent  entre  elles  lorsque  x  décrit  un  eonlour 
fermé  autour  du  point  b  et  reprennent  la  même  déter- 
mination lorsque  x  décrit  un  contour  fermé  autour  du 
point  a  ;  les  fonctions  (^,-  se  permutent  entre  elles  lorsque 
X  décrit  un  contour  fermé  autour  de  a  et  reprennent  la 
même  déterminai  ion  lorsque  x  décrit  un  contour  fermé 
autour  de  b. 

3.  Nous  devons  encore  faire  la  remarque  suivante, 
qui  précisera  la  nature  d'une  fonction  complète  : 

Soitj'i  une  fonction  partielle  uniforme,  partie  d'une 
fonction  complète  Y. 

En  faisant  suivre  à  x  diflTérents  contours  fermés,  j^« 
prend  diiTéreutes  valeurs 

r»»    J'a,     ... 

lorsque  x  est  revenu  à  son  point  de  départ.  Si  Ton  con- 
sidère tous  les  contours  feimés  possibles  dont  le  point 
de  départ  est  un  point  ordinaire  x^^  et  si 

Jl,     yiy       ..,,     Xny       ... 

sont  toutes  les  fondions  partielles  obtenues,  renseniLle 
de  ces  fonctions  formera  une  fonction  complète  Y| ,  car 
cette  foncrion  Y,  reprendra  la  même  détermination 
lorsque  a:  reviendra  en  Xq  après  avoir  parcouru  un  che- 
min quelconque. 

Si  alors  cette  fonction  complète  Y|  n'est  pas  iden- 
tique à  la  fonction  complète  Y,  d'où  nous  avons  tiré^i, 
la  fonction  Y  est  décomposable  en  au  moins  deux  fonc- 
tions complètes  dont  l'une estYi. 

Il  est  d'ailleurs  évident  qu'on  pourra  considérer,  dans 
quelques  problèmes,  l'ensemble  de  plusieurs  fondions 
complètes;  mais,  dans  ce  cas,  nous  dirons  que  la  fonc- 
lîon  considérée  est  une  fonction  composée,  et  nous  ré- 
serverons le  nom  de  fonctions  complètes  aux  fonctions 
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indécomposables  en  d'autres  fonctions  n'ayant  pas  de 
points  critiques  ou  n'ayant  que  des  points  multiples. 
Ainsi,  par  exemple,  la  fonction 

est  une  fonction  composée  ;  elle  se  décompose  (dans  tout 
le  plan)  en  deux  fonctions 

-4-  /a:  —  a,      —  /a?  —  a. 

Chacune  de  ces  deux  fonctions  est  une  fonction  com^' 
plète  qui  ne  se  décompose  qu'en  fonctions  partielles 
(au  nombre  de  trois)  qui  ont  un  point  critique  jr  =:  a. 

En  résumé  : 

Une  fonction  partielle  a  toujours  des  ])oints  critiques; 
elle  a  aussi  des  points  multiples  si  elle  est  multiforme, 
c'est-à-dire  si  elle  a  plusieurs  valeurs. 

Une  fonction  complète  n'a  pas  de  points  critiques;  si 
elle  a  plus  d'une  valeur,  elle  a  des  points  multiples, 
c^est-à-dire  des  points  où  certaines  des  fonctions  par- 
tielles en  lesquelles  elle  se  décompose  deviennent  égales. 
Lorsque  x  décrit  un  contour  fermé  autour  d'un  de  ces 
points,  les  fonctions  partielles  se  permutent  entre  elles 
et  la  fonction  complète  reprend  la  même  valeur.  Une 
fonction  complète  est  indécomposable  en  deux  ou  plu- 
sieurs fonctions  complètes. 

Une  fonction  composée  est  un  ensemble  de  fonctions 
complètes. 

En  particulier,  une  fonction  uniforme  qui  a  des  points 
critiques  est  une  fonction  partielle  uniforme  et  une 
fonction  uniforme  qui  n'a  pas  de  points  critiques  est 
une  fonction  complète  uniforme  :  les  polynômes,  les 
fractions  rationnelles  sont  des  fonctions  complètes  uni- 
formes. Nous  avons  ainsi  caractérisé  la  distinction  que 
nous  avons  établie,  au  commencement  de  celte  Note, 
entre  deux  catcgorics  de  fonctions  uniformes. 
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A,  Les  considération^  qni  procèdent  permettent 
d'aborder  Tétudc;  générale  des  fonctions  qui  restent 
invariables  lorsqu'on  fait  h  x  certaines  substitutions. 

Considérons  une  fonction  complète  multiforme  Y 
de  X  se  décomposant,  en  dehors  de  ses  points  multiples, 
en  fonctions  partielles  uniformes,  et  soient 

y  il  y  11  j'î» 

les  valeurs  de  ces  fonctions  parlielles  en  un  point  ordi- 
naire X\.  Considérons  maintenant  la  fonclion  X  de  Y, 
inverse  de  la  précédente,  et  supposons  que  cette  fonc- 
tion soit  multiforme.  Si  nous  donnons  à  la  variable  in- 
dépendanic  Y  la  valeur  y^^  prise  dans  les  précédentes, 
nous  obtenons  pour  X  une  détermination 

formée  de  points  .r  parmi  lesquels  se  trouve  la  valeur  X\ , 
précédemment  choisie. 

De  même,  les  valeurs ^'2,  >'3,  . . .  précédentes  donnent 
|>our  X  les  déterminations  respectiv(\s 

qui  comprennent  chacune  le  point  Xt.  Or  il  peut 
arriver  que  toutes  ces  déterminations  de  X  aient  encore 
d'autres  points  communs  Xo»  x^^  ...  (nous  en  verrons 
des  exemples)  :  il  s'ensuit  que,  pour  tous  ces  points 
communs  X|,  Xo,  X3,  . . .  ,  la  détermination  de  Y  est  la 
même  ; 

!>...(  Y)  =  D,,(  Y)  =  D.,(  Y)  =j'„rt,  J3,  .... 

Or,  lorsqu'on  se  donne  Xi^  les  points  0^2,  X3,  . . .  sont 
déterminés  d'après  ce  qui  précède;  Xj,  X3,  x»,  ...  sont 
donc  des  fonctions  de  Xt  : 

.T'a  ~  Si (  .r,  ),  ./«s  -r-  j;,  rr ,  ),  .... 
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Ci  ces  fonctions  sont  telles  que,  subsliluées  à  la  va- 
riable X|,  la  Jonction  Y  veste  identiquement  la  méme^ 
ou,  si  l'on  voui,  posant  Y  =  F(a;),  on  «ura 

Pour  abréger  le  langage,  nous  appellerons  substitu- 
tions d* invariabilité  H eY ^  ou  simplement  substitutions 
</<?  Y,  les  fouclions  S'2{x)^  Si{x)^  ...  elles-mêmes. 

Posons 

H  arrive  quelquefois  que  la  quantité  pi{x)y  déler- 
iiiinée  par  cette  égalité,  est  constante  :  dans  ce  cas  par- 
ticulier, ou  Ta  désignée  par  le  nom  de  période. 

Ayant  ici  à  envisager  des  quantités  analogues,  mais 
en  géuéral  variables,  nous  désignerons  par  le  nom  de 
période  toute  quantité  telle  que 

Pi{x)  =  Si(x)  —  x, 

c*esl-à-dire  toute  quantité^  constante  ou  fonction  de  x, 
qui,  ajoutée  à  x,  ne  change  pas  la  valeur  de  la  fonc^ 
lion  Y=F(x).  Celle  fonction  sera  alors  appelée  une 
fonction  périodique* 

Ainsi,  dans  la  fonction  sinx  nous  envisagerons  les 
périodes  constantes 

a//*Tt        (m  =zh  I,  ih  2,  ih  3,  ...), 
et  les  périodes  variables 

(*)  On  a  coutil  me,  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  de 
n'aUacher  d'importance  qu'aux  deux  périodes  constantes  ou  aux 
sobstitutions  de  la  forme  amw -f- anw'-h  j:.  Les  périodes  variables, 
ou  les  substitutions  de  la  forme 

2  m  w  -f-  i  «  w'  —  X        ou         (  1»  m  -i   i )  »d  ^-  2  n  oj'  —  x, 
ont  autant  d'importance  que  les  premières  pour  l'existence  des  fonc- 


Digiti 


zedby  Google 


(  'Sa  ) 

qui  oui  autant  d'importance  que  les  premières  pour 
Texistence  de  sinx. 

Nous  étudierons  d'ailleurs  des  fonctions  périodiques 
qui  n'ont  aucune  période  constante. 

De  l'élude  précédente  il  résulte  : 

i"*  Qu'une  fonction  multiforme  n*admet  pas  généra- 
lement de  substitutions  d'invariabilité,  ou,  selon  notre 
définition,  n'est  pas  généralement  périodique;  car,  pour 
qu'elle  soit  périodique,  il  est  nécessaire  et  d'ailleurs  suf- 
fisant que  les  déterminations  D^^(X),  D^,(X),  ...  de  la 
fonction  inverse,  comprt*niient  plusieurs  points  com- 
muns 

^lî       ^î»       ^3»        .«., 

ytj  J'a»  J  s>  • . .  étant  tous  les  points  de  la  détermination 
de  Y: 

En  particulier,  toute  fonction  complète  multiforme 
Y  de  X,  inverse  d^une  fonction  complète  uniforme  X 
de  Y  nest  pas  périodique,  car  la  détermination  de  X, 
lorsqu'on  se  donne  une  valeur  de  Y,  ne  comprend  qu'un 
point. 


lions  elliptiques,  car  on  peut  démontrer  qu'il  n'y  a  que  la  fonction 
exponentielle  qui  ait  seulement  des  substitutions  de  la  forme 

a?  -h  const., 

c'est-à-dire  qui  ait  seulement  des  périodes  constantes. 

Quant  à  l'usage  que  nous  faisons  ici  des  expressions  dt  périodes  el 
At  fonctions  périodiques,  il  n'est  destiné  qu'à  abréger  le  langage  et 
non  à  soulever  une  question  de  doctrine.  II  est  d'ailleurs  justifié  en 
ce  sens  que,  dans  le  langage  ordinaire  et  même  dans  les  théories 
astronomiques,  on  appelle  phénomènes  périodiques  des  phénomènes 
qui,  on  Ta  reconnu  depuis  longtemps,  n'ont  pas  de  périodes  con- 
stantes, de  sorte  que  les  fonctions  qui  représenteraient  exactement 
ces  phénomènes  ne  pourraient  être  que  des  fonctions  périodiques  à 
périodes  variables,  fondions  évidemment  de  la  Tariable  indépcn- 
diinlc. 
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a^  Toute  fonction  complète  uniforme  Y  de  X,  autre 
qu'une  fonction  linéaire,  est  une  fonction  périodique 
de  X,  car  tous  les  points 

Xiy    Xx,    a:,,     ... 

de  la  détermination  de  X  obtenue  par  un  point  yx  sont 
tels  que 

En  particulier,  un  polynôme  ou  une  fraction  ration* 
nelle  de  degré  n  est  une  fonction  périodiqiœ  qui  a  /i  —  i 
substitutions,  car  la  fonction  inverse  a  n  valcuis. 

Il  est  facile  de  construire  des  fonctions  multiformes 
périodiques  de  la  manière  suivante  :  Soit  P(x)  une 
fonction  complète  uniforme,  par  exemple  une  fonction 
rationnelle  de  degré  n  et  soit  ^(x)  la  fonction  inverse 
d'une  autre  fonction  complète  uniforme,  par  exemple 
arcsinx;  la  fonction 

F(jp)  =  *[P(x)J  =  arcsinP(a?) 

admet  les  n  —  i  substitutions  de  P(x)  t;t  n'admet  que 
celles-là,  car  la  fonction  4>(x)=  arcslnx  n'est  pas 
périodique.  La  fonction  ^[P(j^)]  est  donc  une  fonc* 
tion  complète  multiforme  périodique. 

Les  fonctions  multiformes  périodiques,  obtenues  par 
ce  procédé,  sont  telles  que  les  fonctions  partielles  y^ , 
J^2  9^3)  ...,  en  lesquelles  elles  se  décomposent,  soûl  elles- 
mêmes  périodiques  et  ont,  toutes,  les  mêmes  substitu- 
tions. 

Mais  il  est  évident  que  d'autres  cas  peuvent  se  pré- 
senter, ou  certaines  substitutions,  au  moins,  de  la 
fonction  complète  Y  ne  laissent  pas  invariables  les 
fonctions  partielbrs  ^i  ,  ^2  >  J»  >  •  •  •  ?  mais  les  per- 
mutent. 

o.   Nous  appellerons  groupe  de  subsiit talions  d'une 
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foDclioii  complète  périodique  Y  =  F(j:),  tiiulliforiiie  ou 
uniforme,  l'ensemble  des  siibslitulions  s{x)  qui  laissent 
invariable  celle  fonelion  complète,  et  parmi  les  fonc- 
tions multiformes  périodiques  nous  «considérerons  parti- 
culièrement celles  pour  lesquelles  les  détcîrminations  s  (x) 
forment,  avec  x,  tous  les  points  de  la  substitution  D^.(X) 
de  la  fonction  inverse  [ce  qui  arrive  toujours  dans  le  cas 
des  fonctions  V{x)  complètes  uniformes].  Pour  toutes 
ces  fonctions,  on  pourra  dire  que  le  groupe  des  substi- 
tutions, auxquelles  on  adjoint  x,  n'est  autre  que  la 
il  é  terminal  ion  Dy(X)  de  \a  /onction  inverse  dont  toits 
les  points  sont  considérés  comme /onction  de  l'un  quel- 
conque d^ entre  eux. 

Les  points  multiples  de  la  fonction  multiforme  X 
de  Y,  inverse  de  la  fonction  Y  de  X,  sont  des  points  j^  où 
plusieurs  des  fonctions  partielles  X  deviennent  égales. 
Soit  j' ==  fi  un  de  ces  points,  et  soit  ;r  =  a  la  valeur 
commune,  en  ce  point,  des  fonctions  partielles  qui  y 
deviennent  égales;  si  ces  fonctions  partielles,  consi* 
dérées  comme  fonctions  de  la  première,  sont 

5i(.r},     5i(x),     s^{x),     ..., 
on  aura 

*i(a)  =  *î(a)  =  *3(a)  =...=  «. 

Les  points  a  ainsi  déterminés  sont  donc  tels  que  plu- 
sieurs snbsiilulions  du  groupe  y  deviennent  égales-,  ces 
valeurs  de  x  seront  appelées  les  points  multiples  du 
groupe;  ce  qui  précède  montre  que  ces  points  sont  les 
valeurs  a  de  la  fonelion  multiforme  X  de  Y^  qui  sont 
déterminées  par  les  points  mulliples  |3  de  la  fonction  X 
de  Y,  inverse  de  la  fonction  périodique  Y  considérée. 

Les  fonctions  multiformes  que  Ton  a  étudiées  jus- 
qu'ici eu  Mathématiques  sont  telles  que  leur  déter- 
minalion  r),.(Y),  pour  un  point  .r  de   la  variable,  ne 
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comprend,  sauf  pour  des  points  x  parliculiers^  que  des 
points  isolés  séparés  les  uns  des  autres  par  des  inter- 
valles non  infiniment  petits.  Si  donc  nous  considérons 
une  fonction  périodique  Y  de  X,  dont  Tinverse  jouit  de 
la  propriété  précédente,  les  points 

X,    arj,     Xfy     ... 

de  la  détermination  D^(X)  formeront  un  ensemble 
discontinu,  sauf  pour  certaines  valeurs  particulières  de 
Y  qui  sont,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment,  les 
points  multiples  de  ta  fonction  X  de  Y.  Mais  ces  points  x 
ne  sont  autres  que 

X,      si{x),     st(x),      

Dans  le  cas  considéré,  le  groupe  de  la  fonction  pé- 
riodique Y  sera  donc  discontinu,  sauf  en  certains  points 
que  l'étude  précédente  fait  connaître  :  lorsque  x  sera 
infiniment  voisin  d'un  point  multiple  a  du  groupe,  les 
points  J|(x),  S2{x)j  ...  seront  également  infiniment 
voisins  de  a,  et  par  conséquent  infiniment  voisins  de  x 
(nous  supposons,  bien  entendu,  que  la  fonction  X  de  Y 
est  continue  dans  le  domaine  de  ces  points).  Il  s'ensuit 
que  les  périodes 

Si{x)  —  X  =pi(x), 

relatives  aux  substitutions  Si  qui  s'égalent  en  un  |)oint 
multiple  a,  sont  infinitésimales  dans  ie  domaine  de  ce 
point.  Si  l'on  remarque  que  toute  fonction  complèle 
multiforme  X  de  Y  a  nécessairement  des  points  mul- 
tiples a  (ce  qui  revient  à  dire  que  toute  fonction  par- 
tielle a  nécessairement  des  points  critiques),  on  voit 
que  tout  groupe  a  des  points  multiples,  et,  par  consé- 
quent, que  tout  groupe  discontinu  pour  des  points  x 
quelconques  cesse  d'être  discontinu  dans  le  domaine 
de  certains  points  x  qui  ne  sont  antres  que  des  points 
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multiples.  Le  raisonnement  précëdeni  suppose  que  le 
point  muUiple  a  est  h  distanee  finie,  et  tombe  lorsque 
ee  point  est  rejeté  à  Tinfini.  l^!s  substitutions,  en  groupe 
discontinu  de  la  fonction  sinar,  donnent  un  exemple 
simple  de  Tun  et  Taiitrc  cas  :  la  substitution 

(•j>.//i-m)7:  —  a?        (m  =  o,  dr  I,  zb  2,  , . .) 

est  infiniment  voisine  dex,  lors(|ue  or  diflère  infiniment 
peu  de —  on,  si  1  on  veut,  la  ))eriode 

('im  -¥■  i)tz  —  9.x 

est  infinitésimale  dans  le  voisinage  du  point  — —» 

qui  est  un  point  multiple  où  les  deux  substitutions 

fa(;ii -f-/))4-i]'R  —  x,     2/>n4-a?     (/?  =  o,  =fc  i,  dz  •;►.,.. .) 

deviennent  égales.  Les  substitutions 

qui,  d'ailleurs,  forment  le  gi*oupe  des  substitutions  de 
la  fonction  e*^,  n'ont  pas  de  points  multiples  à  dis- 
tance finie,  et  l'on  voit  qu'aucune  des  périodes  de  ce 
groupe  n'est  infinitésimale  pour  aucune  valeur  de  x. 

Dans  certains  des  cas  particuliers  étudiés  jusqu^ici, 
on  a  appelé  (  *  )  groupe  proprement  discontinu  un  groupe 
discontinu  dans  lequel  aucune  période  n'est  infinitési- 
male pour  une  valeur  de  x,  et  groupe  improprement 
discontinu  un  groupe  discontinu  dans  lequel  certaines 
périodes  au  moins  sont  infinitésimales  dans  le  do- 
maine de  certains  points  particuliers.  Ce  qui  précède 
montre  que  tout  groupe  proprement  discontinu  n'a  pas 


(»)  M.  PoiN(ïAHÊ,  Théorie  des  groupes  fuchsitns  et  kleinéens. 
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(le  poiut    Hiiilliple    a  distance    iinie,    c'est-a-diro  que 
réqualioii 

Si(T)  =  X  OU  pi(x)=iO 

n'a  aucune  solution  finie,  quelle  que  soit  la  substitu- 
tion Si{x)  du  groupe;  toutes  les  substitutions  du  groupe 
sont  alors  de  la  forme 

X  -+■  const.; 

il  n  y  a  donc  pas  d'autre  groupe  proprement  discontinu 
que  celui  de  la  fonction  exponentielle  e^;  il  n'y  a 
donc  pas  lieu  de  faire  la  distinction  précédente  entre 
les  divers  groupes  discontinus,  puisque  l'une  des  deux 
catégories  qu'elli?  distingue  se  réduit  à  un  groupe  parti- 
culier. 

6.  Mais,  h  l'égard  des  groupes  continus,  il  y  a  lieu 
de  faire  une  distinction  analogue  beaucoup  plus  im- 
portante. On  appelle  groupe  continu  tout  groupe  qui 
contient  des  périodes  qui  sont  infinitésimales  quel  que 
soit  jc.  Nous  allons  d'abord  montrer  qu'il  existe  des 
fonctions  périodiques  ayant  des  groupes  continus  de 
substitutions. 

Considérons  la  fonction  complète  multiforme 

où  m  est  un  nombre  réel  et  incommensurable.  On  re- 
connaît facilement  que  cette  fonction  complète  a  pour 
détermination  D^O^)  une  infinité  de  points  infiniment 
voisins  les  uns  des  autres  sur  une  circonférence  ayant 
Torigine  pour  centre,  et  qu'il  n'existe  aucun  arc  fini 
de  cette  circonférence  sur  lequel  ne  se  trouvent  une 
infinité  de  points  y.  Cependant  il  y  a  des  points  de  la 
circonférence  qui  n'appartiennent  pas  à  la  détermina- 
lion  Dj.(j>'),  car  s'il  n'en  existait  pas,  la  détermination 
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M 

de  a'"  cl  retic  Je  .r'  serainU  îJriiliqncs  pour  [x|  =  i, 
car  elles  se  (composeraient  lonles  deux  de  tous  les  points 
de  la  eîrconference  de  rayon  m//,   et  alors  les  racines 

"~îï57t  c^   "TAiëi  ^^  Tunilé  seriiienl   identiques;  cela  est 

impossible,  car  Téquation  )/"=  i  admet,  outre  les  ra- 

ciiies  de  IVquation  A"'i=i,  toutes  celles  de  Téquation 

X'"z=z —  I .  On  ne  peut  donc  pas  dire  que  la  détermina- 
tion Ox{x)  se  compose  d'une  suite  continue  de  points, 
au  sens  propre  du  mot;  toutefois,  nous  pouvons  dire 
que  cet  ensemble  de  points  est  improprement  continu 
sur  la  circonférence  de  rajon  |  x"*  |,  entendant  par  c«îtte 
expression  que  sur  celte  circonférence  existent  une  infi- 
nité de  points  y  infiniuient  voisins  les  uns  des  autres, 
que  sur  tout  arc  fini,  si  petit  soit-il,  se  trouvent  des 
][)oinls^,  sans  d'ailleurs  que  les  points  y  constituent  la 
ligne  continue  qu*est  la  circonférence,  ni  même  aucun 
arc  continu  au  sens  géométrique,  de  lieu  d'un  point  en 
mouvement  continu. 

Nous  ne  connaissons  aucune  (onction  dont  la  déter* 
minalion  Dx(y)  se  compose,  quel  que  soit  .r,  de  lignes 
au  sens  géométrique  du  mot;  s'il  en  existait,  on  pour* 
rait  les  appeler  des  fondions  proprement  linéales,  leur 
détermination  étant  proprement  continue,  c'est-à-dire 
une  ligne  géométrique.  Dans  tous  les  cas,  on  pourra 
appeler yb/^cfio/i 5  improprement  linéales  des  fonctions, 
telles  que  la  précédente,  dont  la  détermination  est, 
quel  que  soit  x  (sauf  aux  points  multiples),  impropre- 
ment  continue  sur  une  ligne  continue. 

Les  fonctions 
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OÙ  m  est  iDcommeiisurablc  et  u  cominensurable,  sont, 
comme  la  précédente,  des  fonctions  improprement  li^ 
néales.  La  délcrmination  Dj.(^|)  de  la  première  se 
compose  d'une  infinité  de  points  infiniment  voisins  sur 
une  circonférence,  pour  toute  valeur  de  .r  autre  que  a 

ou  b.  Si  w  =  — 1  la  détermination  Djr  (y  2)  delà  seconde 

se  compose  d*une  infinité  de  points  infiniment  voisins 
sur  q  circonférences  de  centre  c.  Si,  dans  cette  der- 
nière, on  suppose  n  incommensurable  et  m  commen- 

sutable   =  — ,    la  fonction  esÇ  encore   improprement 

linéale;  les  points  y  en  suite  improprement  continue, 
sont  situés  sur  une  courbe  sinueuse  qui  oscille  entre  les 
deux  circonférences  de  centre  c  et  de  rayons 

mocl[mod(a7  —  ay»±  modo]"*, 

lorsque  mod(a:  — f^)"'^  mode. 

Lorsque 

mod(a7  —  «)'*<  modb, 

la  courbe  précédente  est  remplacée  par  q  ovales  égaux 
disposés  régulièrement  dans  la  couronne  précédente. 

Les  inverses  des  trois  fonctions  considérées  sont  éga- 
lement des  fonctions  improprement  linéales.  On  voit 
facilement  que  cliacune  des  fonctions  y^  y^,  y^  admet 
des  substitutions;  leurs  groupes  seront  donc  impropre- 
ment  continiLs;  en  particulier,  le  groupe  de  la  fonc- 
tion j'i  est  un  groupe  linéaire  continu  (improprement). 

Mous  appellerons  fonctions  ponctales  les  fonctions, 
telles  qu'on  les  a  considérées  jusqu'ici,  dont  la  déter- 
mination est  un  ensemble  discontinu  de  points  (sauf 
dans  le  domaine  d'un  point  multiple).  On  voit  que  les 
fonctions  ponctales  X  de  Y  donnent  lieu  à  des  fonctions 
périodiques  Y  de  X  dont  les  groupes  sont  discontinus, 

Ann.  de  Mathémat.^  4*  série,  i.  I.  (Avril  1901.)  îi 
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et  que  les  fonctions  improprement  linéales  X  de  Y  don- 
nent lieu  à  des  fonctions  périodiques  Y  de  X  dont  les 
groupes  sont  improprement  continus  (sur  une  ligne). 

7.  Considérons  la  fonction  y 2  de  l'exemple  précé- 
dent, mais  en  supposant  maintenant  que  m  et  n  soient 
tous  deux  incommensurables.  On  voit  facilement  que 
la  délermination  T^xi^y-i)  de  cette  fonction  se  compose, 
quel  que  soit  x  (sauf  les  points  multiples),  d'une  double 
iiidnité  de  points  j^2  situés  dans  la  couronne  du  centre  c 
dont  il  a  été  question  tout  à  Tlieure,  tels  que  tout  pointas 
est  entouré,  dans  une  induite  de  directions,  d'une  infi- 
nité de  points  analogues  infiniment  voisins,  et  que  toute 
aire  finie,  si  petite  soit-elle,  prise  dans  la  couronne, 
contient  une  infinité  de  ces  points  y^t  sans  que  cepen^ 
dant  toiis  les  points  que  l'on  peut  prendre  dans  la  cou- 
ronne fassent  partie  de  \^x{^y%)* 

Sans  préjuger  l'existence  de  fonctions  dont  la  déter- 
mination Dj:(j/2)  serait,  (|uelque  soit  x  (sauf  certains 
points),  une  aire  au  sens  géométrique  du  mot,  et  qu'on 
pourrait  appeler,  pour  cette  raison,  des  fonctions /jro- 
prement  aréales,  nous  dirons  que  la  fonction  précé- 
dente, dont  la  délermination  Dx(j^2)  est  un  ensemble 
de  points  doublement  continu  (improprement)  dans 
une  aire,  est  une  Jonction  improprement  aréalc, 

La  fonction  inverse  de  y^  est  encore  une  fonction 
aréale;  on  voit  que  des  fonctions  X  de  Y,  improprement 
a  réaies,  donnent  lieu  a  des  fonctions  périodiques  Y 
de  X  dont  les  groupes  sont  improprement  continus 
(dans  une  aire).  On  peut  dire,  si  l'on  veut,  que  la  con- 
tinuité de  ces  groupes  est  double,  tandis  que  la  conti- 
nuité des  groupes  engendrés  par  les  fonctions  impro- 
prement linéales  est  simple. 

Si  Ton  considère  une  fonction  périodique  quelconque 
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F(j:),  toutes  les  substitutions  s{x)  de  son  groupe  satis- 
font à  l'équation 

F(5)  =  F(:r). 

De  cette  équation  on  peut  tirer  toutes  les  propriétés 
générales  des  groupes  quelconques^  discontinus  ou  im- 
proprement continus. 

Cette  étude  sera  sans  doute  Tobjel  d'une  nouvelle 
Note. 


[HU]  [111] 

SUR  LES  FONCTIONS  NUMÉRIQUES 
ET  LA  SYMÉTRIE  ABÉLIENNE; 

Par   m.    E.-M.    LÉMERW. 


Etant  donnés  une  /onction  f  et  un  entier 

on  sait  que,  si  Von  définit  une  fonction  F(/w)  f^ar  la 
relation 


^{ni)r^"^f{d\ 


où  la  somme  s*étend  à  tous  les  diviseurs  de  m,  on  a 
inversement 


(') 


(/(m)=F(;n)^2-^(^)^- 


[2/(7)*2:/(^.)-]- 


Il  est  possible  de  généraliser  ce  théorème  quand  on 
définit  F(m)  non  plus  par  une  somme,  mais  par  une 
fonction  des  J\d)  possédant  la  symétrie  abélienne.  Par 
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déGiiition,  une  fonction  H^2(^m  ^2)  possède  ta  symétrie 
abélienne  lorsque  : 

(A)  Elle  ne  change  pas  quand  ou  permute  a^  et  ^2; 

(B)  ^r2[rt,,  ^^2(r/2,  «s)],  que  nous  désignerons  par 
^3(^4,  a2,  ^s),  ne  change  pas  quaud  on  permute  ai,  02 
et  ^3. 

En  continuant  ainsi  Ton  forme  une  suite  de  fonctions 
par  la  loi 

Chacune  des  fonctions  est  symétrique  par  rapport  aux 
2,  3,  ...,  X  variables  dont  elle  dépend.  D'autre  part, 
représentons  par 

la  résolution  de  Téquation 

par  rapport  k  v.  he  théorème  que  nous  nous  proposons 
de  démontrer  peut  alors  s'énoncer  ainsi  : 

Si  'du  dz,  . . . ,  dx  sont  les  dii^iseurs  de  m^  et  si  l'on 
définit  V{m)  par  la  relation 

(2)  F(m)  =  Tx[/(rf,),/(é/O...M/(rfx)]. 
on  aura  inversement 

(3)  /(m)  =  U(G,H), 

où, 


(4) 


o-..[f<„,,  r(^^) r(^„)], 

■— ■■["C) "(,:.)■ ]■ 


Les  indices  y.  et  v,   (/ui  indiquent  le  nombre  des 
variables  dont  dépendent  respectii^ement  G  e£  H,  sont 
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égatix  :  le  premier  à  l' unité  augmentée  du  nombre  des 
disfiseurs  de  m  qui  contiennent  un  nombre  pair  de 
/acteurs  premiers  distincts  ;  le  second  au  nombre  des 
diviseurs  de  m  qui  en  contiennent  un  nombre  impair; 
p.  et  V  seront  égaux,  comme  on  sait. 

Pour  démontrer  celte  proposition,  rappelons  que, 
d'après  Abel,  les  conditions  (A)  et  (B)  sont  nécessaires 
et  suffisantes  pour  qu'il  existe  une  fonction  4^  admet* 
tant  ^"2  pour  théorème  d'addition,  c'est-à-<lire  telle  que, 
si  Ton  pose 

(5)  a/=4>(:r/), 

on  a 

*(x,-f-ar,)  =  n'',(a,,aj). 

Alors,  en  général,  on  aura 

*(ariH-a7,-+-...-+-;rx)  =  Vx(«i,  «i,  ...,  «X)» 
De  plus,  si  Ton  pose 

y  =  ^i(u,  ç)  =  *(a:y),         u  =  *(x;t), 

la  fonction 

w  =  iliy,u) 
n'est  autre  que 

*(ary  — Ta). 

EnGn,  si  Ton  représente  par  4>_i  la  fonction  inverse 
de  <I>,  de  l'équation  (5),  on  lire 

a?/=*_,(a/). 

Il  résulte  de  là  que,  en  faisant  ai=/(di)^  en  intro- 
duisant dans  (2)  et  (4)  la  fonclion  ^  au  lieu  des  fonc- 
tions W  et  en  substituant  dans  (3),  on  est  ramené  à 
démontrer  que,  si  l'on  définit  F  (m)  par  la  relation 

(6)  F(^0  =  *j2*-'f/(^)li' 
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on  aura  inversement 


(7) 


/(m)  =  *j     2*-«fP('")]      -*-2*-[^(S)]'^"" 

-2*-[Kî)]-2*-^C-^)]-4 


La  démonstration  est  maintenant  immédiate,  car  les 
équations  (6)  et  (7)  peuvent  s'écrire 

(C)  *_,[F(m)]=2<I._,[/(rf), 

de  sorte  que,  si  l'on  pose 

<ï>_,[F(//î)]  =  F'(m),         *-,[/(m)]  =:/'(/n), 

on  est  ramené  à  une  relation  de  même  forme  que  (i). 

11  faut  remarquer  que  ^^"2  et  û  peuvent  avoir  plu- 
sieurs déterminations;  nous  supposons,  bien  entendu, 
que  lorsqu'on  a  choisi  une  détermination  de  ^2,  celle 
qu'il  convient  de  prendre  pour  û  est  par  là  même  déter- 
minée. 

Exemple.  —  Soit  la  fonction  symétrique 

^i(a,,a,)  =  a,  /i -h  âf|  H- «i  v^i -+- af     (»); 
on  trouve 

symétrique  en  A|,  ^z^,  ^3;  ^''2  possède  donc  la  symétrie 


(')  Elle  représente  le  théorème  d'addition  de  la  fonction  hyper- 
bolique Shâ7,  qui  n'intervient  pas  d'ailleurs  dans  le  calcul. 
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abélîeiine;  on  trouve  ensuite 

Prenons  pour  /(m)  la  fonction  numérique  fonda- 
mentale ç(/m)  et  supposons  /7i  =  6=2.3.  Ses  divi- 
seurs sont  I,  2,  3,  6  et  Ton  a 

Q(f)  =  l,  ?(2)  =  l,  «p(3)  =  2,  ?(6)  =  2. 

En  remplaçant  les  «  par  les   ^{(l)  et  tenant  compte 
de  (2),  on  a 

F©  =  *'iO,^)         =      /î+   2v/î,  f(Jj      =M^(,,.)  =  '2/I. 

Eu  tenant  roraple  des  équations  (4),  on  a  ensuite 

D'autre  part,  de 


on  lire 

cl  Ton  vérifie  que 

0(6)  =  i2(G,  H)  =  G  /m^iF—  Il  /TTGî  =  lA 
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[M'5b] 

SUR  LIIYPOCYGLOÏDE  A  TROIS  REBROUSSEMEOTS; 

Par  m.  Ernest  DUPORCQ. 


1 .  Ou  sait  que  toute  courbe  de  troisième  classe  bit  an- 
genfe  à  la  droite  de  V infini  aux  points  cycliques  est 
une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

Je  me  propose,  dans  cette  Noie,  de  donner  de  cette 
propriété  une  démonstration  des  plus  simples  par  la 
transformation  du  second  oi'dre.  Les  transformations 
quadratiques  éiant  l'objet  d'une  des  leçons  indiquées  par 
le  programme  d'Agrégation,  cette  démonstration  pourra 
fournir  un  intéressant  exemple  de  leur  application. 
J'indiquerai  ensuite  quelques  conséquences. 

S.  Nous  considérerons  ici  la  transformation  du  second 
ordre  qui  associe  entre  eux  les  foyers  des  coniques  in- 
scrites à  un  triangle  fixe  abc^  transformation  qu'on 
désigne  souvent  sous  le  nom  d'inversion  par  rapport  au 
triangle. 

Comme  on  le  sait  (*),  à  la  droite  de  l'infini  correspond 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  abc^  et  les  points 
cycliques  se  transforment  l'un  en  l'autre;  enfin  une 
quartique  admettant  pour  points  doubles  les  sommets 
du  triangle  abc  correspond  à  une  conique,  qui  est  in- 
scrite à  ce  triangle  lorsque  les  points  doubles  sont  de 
rebroussement.  En  particulier,  si  le  triangle  abc  est  un 
triangle   équilatéral  formé  par  les   points  de  rebrous- 


(')   Voit\  par  exemple,  mes   Premiers  principes  de  Géométrie 
moderne,  p.  i33-i'|2. 
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semcni  d'uue  hjpocycloïde  triangulaire^  celle-ci  corres- 
pond au  cercle  inscrit  au  triangle  abc. 

Ces  résultats  rappelés,  considérons  une  courbe  de 
troisième  classe  bitangente  à  la  droite  de  Tinfini  aux 
points  cycliques  :  puisqu'elle  a  une  tangente  double, 
elle  est  nécessairement  du  quatrième  ordre  et  admet 
trois  points  de  rebronssement,  a,  i  et  c.  Faisons  main- 
tenant une  inversion  par  rapport  au  triangle  ahc\  la 
courbe  considérée  a  pour  transformée  une  conique  in- 
scrite au  triangle  abc^  mais  cette  conique  doit  toucher 
aux  points  cycliques  la  transformée  de  la  droite  de  l'in- 
fini, c'est-à-dire  le  cercle  circonscrit  au  triangle  abc  : 
elle  doit  donc  être  un  cercle  concentrique.  Le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  abc  devant  ainsi  être  équi- 
distantdes  côtés,  ce  triangle  est  donc  équilatéral,  et  la 
courbe  considérée  est  l'inverse  par  rapport  à  ce  triangle 
de  son  cercle  inscrit,  c'est-à-dire  une  liypocycloïde  à 
trois  rebroussements.  Le  théorème  est  doue  démontré* 

3.  Comme  application,  transformons  par  dualité 
la  propriété  suivante,  bien  connue  :  le  lieu  des  points  de 
contact  des  tangentes  menées  d'un  point  fixe  à  des  co- 
ni(|ues  Iiomofocales  est  une  strophoïde  ayant  pour  point 
double  le  point  fixe,  et  dont  les  tangentes  en  ce  point 
sont  conjuguées  au  faisceau  des  coniques  Iiomofocales. 

Faisons  une  transformation  corrélative  qui,  à  ces  tau- 
geiilcs  au  point  double,  fasse  correspondre  les  points 
cycliques;  au  faisceau  des  coniques  Iiomofocales  corres- 
jwnd  un  faisceau  ponctuel  de  coniques  conjuguées  aux 
points  cycliques,  c'est-à-dire  un  faisceau  d'hyperboles 
é(]uilatères,  et,  comme  la  droite  de  l'infini  est  la  trans- 
fofDiée  du  point  fixe  d'où  l'on  menait  les  tangentes  aux 
coniques  homofocales,  la  transformée  de  la  strophoïde 
constitue  l'enveloppe  des  asymptotes  de  ces  hyperboles 
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équilatères;  or,  ocUe  transformée  est  de  iroîsième  classe, 
et  elle  touche  la  droite  de  riiifiiii  aux  points  cycliques. 
Par  suite  : 

L'em^eloppe  des  asymptotes  des  hyperboles  équi- 
lalères  circonscrites  à  un  triangle  est  une  hypocycloïde 
triangulaire. 

4.  Désignons  ce  triangle  par  abc^  et  considérons  le 
triangle  dégénéré  T  dont  deux  côtés  sont  formés  par  la 
droite  de  l'infini,  le  troisième  côlé  étant  une  asym- 
ptote (A)  d'une  des  hyperboles  envisagées,  et  le  sommet 
opposé  à  ce  côté  étant  le  point  à  TinGni  de  Tautre 
asymptote.  Ce  triangle  et  le  triangle  abc  sont  inscrits  à 
une  même  conique  :  ils  sont  donc  également  circonscrits 
et  conjugués  à  une  m(>me  conique.  Or,  une  conique 
circonscrite  au  triangle  dégénéré  T  est  évidemment  une 
parabole  ayant  A  pour  tangente  au  sommet  \  une  conique 
conjuguée  à  ce  même  triangle  est,  au  contraire,  une 
parabole  d'axe  A.  Par  suite  : 

Les  asymptotes  des  hyperboles  éf/uilatères  circon- 
scrites à  un  triangle,  les  tangentes  au  sommet  des  para- 
boles inscrites  et  les  axes  des  paraboles  conjuguées  à 
ce  même  triangle  ont  pour  cnv^eloppe  commune  une 
hypocycloïde  triangulaire . 

Les  paraboles  conjuguées  à  un  triangle  sont  d'ailleurs 
évidemment  inscrites  au  triangle  ayant  pour  sommets 
les  milieux  des  côtés  du  premier;  par  suite  : 

L'axe  d 'une  parabole  inscrite  à  un  triangle  abc  est 
une  droite  de  Simson  relative  au  triangle  formé  par 
les  parallèles  aux  côtés  du  triangle  abc  issues  de  ses 
sommets. 
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5.  Reveuons  au  triangle  dégénéré  T,  de  loul  à  Tlicure  ; 
le  triangle  a^y  formé  par  les  pieds  des  hauteurs  de  abc 
est  conjugué  à  toutes  les  hyperboles  équilatères  circon- 
scrites à  ce  triangle,  et  une  de  ces  hyperboles  est  circon- 
scrite au  triangle  T.  Puisqu'il  existe  ainsi  une  conique 
conjuguée  au  triangle  a^y  et  inscrite  au  triangle  T,  il  y 
en  a  une  antre  (*),  circonscrite  au  triangle  a^y  et  con- 
juguée au  triangle  T;  autrement  dit,  la  droite  A  est 
axe  d'une  parabole  circonscrite  au  triangle  a^v.  On  voit 
donc  que  : 

Uenifeloppe  des  axes  des  paraboles  circonscrites  à 
un  triangle  est  une  hypocycloïde  à  trois  rebrousse* 
ment  s. 


GIRTIPIGATS  DÉTDDBS  SUPÉRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1900.  —  COMPOSITIONS. 


Besançon. 

MÉCAMQUE. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Établir  analytiquement 
l'existence  de  l^axe  instantané  de  rotation  dans  le 
mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe. 

II.    Un  disque  circulaire  tourne  autour  d'un  axe 


(»)  Soient,  en  effet,  T  el  T'  deux  triangles,  le  premier  circonscrit, 
le  second  conjugué  à  une  même  conique  F.  Considérons  la  conique 
conjuguée  à  T  el  louchant  deux  côtés  de  T'  :  elle  est  harmoni- 
quement  inscrite  à  T;  par  suite,  elle  touche  le  troisième  côté  de  T'. 
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horizontal. SOUS  Inaction  d'un  poids  fixé  à  une  cord^ 
qui  s'enroule  sur  un  CQ'lindre  de  même  axe.  Le  disque 
est  plongé  dans  un  milieu  où  chaque  élément  de  sa  sur-^ 
face  éproui^e  une  résistance  de  la  forme  Av'-f-Bt'*, 
V  étant  la  vitesse  de  Vêlement. 

Déterminer  le  mouvement  du  disque. 

La  dérivée,  par  rapport  au  temps,  du  uiomcnt  des 
quantités  de  mouvemeut,  par  rapport  à  l'axe,  est  égale  à 
la  somme  des  moments,  par  rapport  à  cet  axe,  des  forces 
qui  sollicitent  le  disque.  Soient  M  la  masse  du  disque, 
MK'  son  moment  d'inertie,  m  la  masse  du  poids  moteur, 
(o  la  vitesse  angulaire  du  disque,  a  son  rayon.  On  a  : 

MK*  ^^  =  mga  ^    f     Ç      r^  dr  d/0(  Arto  h-  Brïto«}. 

On  a  entre  £  et  co  une  relation  de  la  forme 

diù 


dt  = 


a  -h  Pa>  -h  Yw* 


Les  circonstances  du  mouvement  dépendent  du  signe 
de^-*— 4aY. 

Épreuve  pratique.  —  Engrenage  à  développante. 
Crémaillère  et  pignon, 

Caen. 

Éléments  généraux  de  Mathématiques. 

Épreuve  écrite.  —  L  Eni^eloppe  et  trajectoires 
orthogonales  des  paraboles  qui  ont  OX  pour  axe,  OY 
pour  directrice, 

ar*  — j'*=0,         [x  ±  v^r*— 7»)  ('^J-  :;:  y/x^—y^Y  =  G». 

II.  Mouifenient  d'un  disque  très  mince ^  pesant^  ho- 
mogène,  pouvant  tourner    autour  d'un    axe    hoii- 
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zontal  OX  qui  le  trav^erse  suivant  une  corde  AB  e£ 
glisse  sans  frottement  te  long  fin  OX.  Durée  des  pe- 
tites oscillations;  position  de  Al^  pour  laquelle  cette 
durée  est  mininia. 

Ç  abscisse  du  centre;  9  angle  du  disque  ai^ec  la  ver- 

ticale  :  -^,  =  o,  (^««-f-  _  j  _  =  -  ^a  sinO. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  la  longitude  L  du 
Soleil  au  moment  oii,  en  négligeant  la  réfraction.  Use 
couche  pour  un  lieu  de  latitude  X;  r heure  moyenne 
du  lieu  est  H  et  l'on  est  en  un  four  d'été  pour  lequel 
l'équation  du  temps  est  E.  On  connaît  l'obliquité  de 
lécUptique  (o. 

langCO  =  colXcos(H  — E),         sinL=-; • 

SIDUJ 

Dijon. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  1.  Recherche  des  surf  aces  trajec- 
toires orthogonales  des  lignes  dont  les  équations  en 
coordonnées  rectangulaires  sont 

X  =  o(^  a,  h\        y  =  ^(^  a,  h),        z  =  ^{t,  a,  h), 

où  ty  a^  h^  représentent  la  variable  auxiliaire  et  deux 
parainètres  indéterminés,  oii  »,  -^r,  ^  désignent  des 
fractions  données  de  ces  trois  quantités. 

II.  Appliquer  la  théorie  précédente  aux  lignes 
X  =  ae-i",        y  =  6e- v',        z  =  f , 
oii  p,  q  représentent  deux  constantes  données. 

MÉCANIQUE. 

I .  Forme  d 'équilibre  d 'un  fil  homogène  pesan t  don t 
les  extrémités  sont  attachées  à  deux  points  fixes. 
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II.  Dans  le  cas  ou  les  points  sont  donnés ^  ainsi  que  la 
longueur  du  fil,  déterminer  complètement  la  courbe 
qi^ affecte  leJiL 

Astronomie. 

I.  Formules  différentielles  de  la  Trigonométrie 
sphérique. 

II.  Détermination  du  temps  sidéral,  connaissant  la 
latitude,  au  moyen  de  plusieurs  mesura  de  hauteur 
d'une  étoile  connue, 

Grenoble. 
Calcul  différentiel  et  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  Recherche  générale  des  surfaces 
dont  les  normales  rencontrent  une  courbe  plana 
données.  Lignes  de  courbure  d\me  surface  intégrale 
générale  et  directions  principales  en  un  point  de  cette 
surface. 

Cas  particulier  ou  la  surface  intégrale  considérée 
touche  le  long  d\ine  ligne,  un  plan  parallèle  à  celui  de 
la  courbe  S.  Calculer,  dans  ce  cas,  la  longueur  des 
rayons  principaux  en  un  point  de  la  surface. 

Épreuve  pratique.  —  Intégration  générale  des 
équations 

—  =  ax  -h  hy  -\-  c,         -j^  =  a  x -h  b  y -h  c  , 

dans  lesquelles   a,  i,  c,  a\  b\  d  désignent  des  con- 
stantes. 

Cas  particulier  oà  l'on  a 

a=a(p  — a),  6  =  ap,  c  =  o, 

a'=aî— a?  — p»,         ^>' =— ^(a -h  p .),         r' =  o. 
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Dans  ce  cas  parliculier,  (fuelle  relation  faut -il  éta- 
blir entre  a  et  P,  supposés  différents  fie  zéro,  pour 
que,  les  constantes  d* intégration  étant  conifenablenient 

déterminées,  les  valeurs  de  jr,  y^  -^>  -~-  soient  nulles 

pour  /  =  o  ?  Quel  est  alors  le  lieu  du  point  dont  les  coor- 
données  sont  x  et  y? 

MÉCAMQL'K. 

Kpbecjve  écrite.  —  On  considère  la  surface  hélicoïde 
réglée  à  cône  directeur  dont  les  coordonnées  d'un  point 


quelconque  sont  données  par  les  formules 

? 


X  =  -^  cos6, 


z  =z  a^  —  a- 


k 


ou  ^  et  Q  sont  deux  variables  dont  la  première  déter- 
mine la  génératrice  AB  du  point  et  la  seconde  la  dis- 
tance de  ce  point  INI  au  point  A  de  cette  génératrice  qui 
est  sur  l'axe.  L'angle  M  A -2  et  l' angle  de  l* hélice  avec 
l'axe  sont  du  reste  tous  deux  égaux  à  45". 

Un  point  matériel  non  pesant,  assujetti  à  glisser 
sans  frottement  sur  la  surface,  est  sollicité  par  une 
force  perpendiculaire  à  l'axe,  attracti\^e  et  propor- 
tionnelle à  la  distance  de  cet  axe.  Mouvement  du  point 
en  général.  Étudier  plus  particulièrement  le  cas  oii,  à 
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l'origine,  le  point  M  serait  sur  V hélice  et  où  sa  vi» 
tesse  i/Q  serait  tangente  à  cette  hélice. 

Épreuve  pratique.  —  Un  cylindre  plein  CDG'D' 
glisse  dans  un  cylindre  creux  de  même  axe  et  de  rayon 

Fig.  2. 


B' 


D* 


double  AB  A'B'  dont  il  peut  remplir  exactement  le  vide. 
On  demande  dans  quelle  position  il  faut  le  placer  pouf* 
que  V ellipsoïde  d^ inertie,  relatif  au  point  O  de  l^axe 
commun  qui  est  à  égale  distance  des  deux  bases  AB 
et  Çj\y  {supérieure  de  l'un  et  inférieure  de  Vautre)^  soit 
une  sphère.  Les  cylindres  sont  homogènes  et  de  même 
densité. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  Dév^eloppement  de  la  longitude 
du  Soleil  suivant  Us  puissances  de  V excentricité,  — 
Équation  du  centre. 

Temps  moyen,  —  Equation  du  temps.  Discussion • 

Epreuve  pratique.  —  Dans  un  triangle,  on  donne 

a  =  i35'.  5'.23j8, 
b  =  5o.3o.  8,4» 
G=   69.34.55,9; 

1**  Calculer  C  et  A  isolément; 

2**  Résoudre  complètement  le  triangle; 
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3*"  Déterminer  l'influence  qu'aurait  sur  la  détermi- 
nation de  C  et  de  K  une  erreur  de  ±i'  affectant  la 
valeur  de  C. 

Lyon. 
Analyse. 
I.  I®  Intégrer  le  système  (p,  4f  =  const.) 


(0)     ^^=/(^)  =  (j^-i>)(jK~^), 


dz        .,,     . 


a®  Montrer  que  le  système  (o)  possède  Vinifariance 
vis'à'vis  des  trois  transformations  (a,  i,  c  =  consl.) 


X 

x-\-a 

X 

bx 

y 

y 

» 

y 

y 

f 

z 

z 

z 

bz 

X       x{i  —  cxy-^ 

y    y-^cziy  —  cx)-^ 
z  z{\  —  car)-* 


=  r. 


3**  Montrer  que  le  système  (o)  possède  au  moins  une 
solution  y  =  const.  Combiner  cette  remarque  as^ec 
l* invariance  ci-dessus  indiquée  pour  construire  a  prîorî 
l'intégrale  générale. 

L'intégrale  générale  est  (A,  B,  C  =  param.  arbitr.) 

Les  courbes  intégrales  sont  les  génératrices  rectilignes 
d^un  certain  faisceau  de  quadriques.  La  transformation  F 
est  birationnelle.  Pour  avoir  F"'  il  suffit  de  changer  C 
en  —  C. 

II.  Deux  variables  complexes  x  et  y  sont  liées  par 
l'équation 

(H)  a7"*-+-^'*  =  i         (m,  71=  entiers  positifs). 

Montrer  que,  pour  |a:|  <  i,  H  définit  n  fonctions 
holomorphes  distinctes  y  de  x. 

Ann,  de  Mathémat.^  4*  série,  t.  I.  (Avril  1901.)  12 
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Construire  les  n  dés^eloppements 

y  =^aixi        (/  =  o,  I,  2,  . . .,  «) 


et  établir  directement,  pour  |j:|  <  i,  la  coni^ergence 
absolue  et  uni/orme  des  n  séries. 

Pour  quels  poinU  x  (H)  possède-t-elle  des  racines 
égales? 

Cas  particulier  :  mz=in  =  2,  En  déduire  le  etéuelop- 
pement,  en  série  de  MaC'Laurin,  de  arc  sin x,  pour  x 
réel  et  compris  entre  +  î  e/  —  i . 

III.  Quand  la  ^variable  complexe  z  est  dans  l'inté- 
rieur de  la  couronne  comprise  entre  les  deux  circon- 
férences qui  ont  l'origine  pour  centre  avec  izet^tz  pour 
rayons  respectifs,  on  a  {théorème  de  Laurent) 

/i=  — • 
Calculer  Ao,  A|,  A 2,  A_o  A_2,  A_8« 

MÉCANIQUE. 

On  a  une  sphère  creuse  de  rayon  ^  et  une  droite 
matérielle,  de  longueur  fixe  <  aR,  infiniment  mince, 
homogène,  sans  pesanteur,  La  droite  se  meut  dans 
l'intérieur  de  la  sphère,  en  s^j  appuyant  par  les  deux 
bouts ^  sans  frottement. 

Poser  les  équations  différentielles  du  mouvement  de 
la  droite,  la  sphère  restant  fixe. 

Calculer,  en  fonction  des  paramètres  qui  définissent 
la  position  de  la  droite  :  la  vitesse  de  chaque  point; 
les  réactions  exercées  sur  la  sphère. 
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Mathématiques  peépabatoiaes. 
I.  La  droite  C  {coordonnées  rectangulaires) 
^  =  1,        x=imxj        fn  =  const. 

tourne  autour  de  Vaxe  des  z  et  engendre  une  surface  S 
de  révolution. 

Montrer  que  S  est  une  quadrique  et  en  trouver  la 
conique  méridienne. 

Discuter  la  conique  section  de  S  par  un  plan  passant 
par  V origine.  Distinguer,  par  la  considération  du  cône 
asymptote,  les  cas  ellipse,  parabole,  hyperbole. 

Les  sections  yz"*  =  const.  5e  projettent  sur  le  plan 
des  xy  suivant  un  faisceau  de  coniques  A 

X*  +  \y^  =1        (  X  =  paramètre). 

Montrer  que  les  trajectoires  orthogonales  des  co- 
niques A  ont  pour  équation  différentielle 

dy  _^  I  —  ar« 
cLt  ~     xy 
Intégrer. 

IL  Théorèmes  généraux  de  la  Dynamique. 

MarseiUe. 

Analyse  infinitésiuale. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Quels  sont  les  points  singu- 
liers des  fonctions  représentées  par  les   intégrales 

définies    1  -, — ^^r ,     / ^— ^ ,    /  — —  >  et  quels  sont 

leurs  caractères  distinctifs? 
{Aucune  démonstration  n'est  demandée.) 
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II.    Étant  donnée  la  surface  représentée  en  coor- 
données rectangulaires  par  les  équations 

ex  =  az  cosç  -+-  ac  sinç,        cy  =  bz  sîn^  —  bc  cos^, 

où  ç  est  un  paramètre  variable,  on  demande  de 
déterminer  l'équation  générale  du  plan  tangent  en 
un  point  (x, j, z)  quelconque  de  la  surface,  et  celle 
du  plan  tangent  au  point  à  V infini  sur  la  généra- 
trice correspondant  à  une  valeur  quelconque  de  ç. 
Déduire  de  là  l'équation  du  plan  central  et  les  coor- 
données X\y  y^^  Zi  du  point  central  de  la  génératrice 
considérée.  Trouver  les  points  de  la  ligne  de  striction 
les  plus  élevés  au-dessus  du  plan  des  xy. 

On  trouve  sans  difficulté 

c^{a'^ — 6*)sin<p  cosç 


Le  maximum  de  cette  expression  se  calcule  facile- 
ment. La  question  proposée  consiste  à  déterminer  sur 
une  hyperboloïde  la  ligne  de  striction  correspondant  à 
un  système  choisi  de  génératrices  rectilignes. 

MÉCANIQUE. 

Épkeuve  écrite.  —  Dans  un  bloc  homogène  pesant 
est  creusé  un  canal  rectiligne  OA  qui  rencontre  un 


axe  vertical  fixe  OZ  autour  duquel  le  bloc  peut 
tourner. 
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Dans  le  canal  se  meut  un  point  matériel  pesant. 
Etudier  le  moui^ement  du  système. 
En  particulier,  quelles  doivent  être  les  données  ini- 
tiales pour  que  le  point  reste  fixe  dans  le  canal? 

Épreuve  pratique.  —  Le  tablier  d^ un  pont  suspendu 
pèse  4000***  par  mètre  courant.  Il  a  100"  de  longueur, 
et  il  est  supporté  par  deux  câbles  qui  passent  sur  deux 
piles  d'égale  hauteur  pUicées  aux  deux  extrémités  du 
tablier. 

Lafièclie  de  la  courbe  décrite  par  chaque  cable  est 
égale  à  8"*.  Calculer  la  section  qu'il  faut  donner  à 
chaque  câble  pour  qu'il  ne  travaille  pas  à  une  tension 
supérieure  à  1  q}^^  par  millimètre  carré. 

Trouver  la  longueur  de  la  courbe  décrite  par  chaque 
cdble.  On  négligera  le  poids  des  câbles. 

Astronomie. 

Épreuve  écrite.  —  Description  et  théorie  du  sex- 
tant. 

Déterminer  la  longitude  et  la  latitude  d'un  lieu  à 
l'aide  d'un  sextant  et  d'un  chronomètre  réglé  sur  le 
temps  moyen  du  premier  méridien. 

Epreuve  pratique.  —  Connaissant  un  côté  a  d'un 
triangle  géodésique  ainsi  que  les  angles  adjacents  B,  C, 
trouver  les  autres  éléments  et  la  surface  du  triangle 

a  =  55347™,  82, 
B  =  55»  4/ 53' 6, 
G  =  62''58'47''6. 

Calculer  les  accroissements  des  côtés  h  et  c  corres- 
pondant à  un  accroissement  de  o",65  du  côté  a. 
On  supposera  le  rayon  de  la  Terre  égal  à  636oooo"*. 
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Excès  sphérique  en  secondes 


««sinBsinC                N 

^^  2K*sin(B-i- 

G)sini'       D' 

B'=B-|, 

G'=C-Î, 

1.                 sinB' 

sinG' 

^  -"^sinCB'-hC')^ 

^  -^sin(B'+G')^ 

A:55i8o  — (B4-C)-hs, 

a^sînB'sînC 

Aè  _  Ac  _  Aa 
b    '^   c   ~~   a 

B  =  55:47'53',6           s  = 

6,58                 B'=55!47.2i',4 

G  =-62.58.47,8            1  = 

2, a                   G'  =  62.58.45,5 

B  +  C  =  ii8.46.4i,4            A'  = 

i8o-(B'H-G')  =  6i.i3.23,o 

Log. 

Log. 

a» 9,486 

sîdB T,9i8 

siûG î,95o 

N 9,354 

const.=  D 9,464 

s o,8i8 

e o,3oi 

R« i3,6o6 

sin(BH-G) ï,943 

sini' 6,686 

D 8,536 

Log. 

sinB' 1,9175355 

a 4>743ioo5 

const.=  sin(B'-i- G') 0,0572418 

sinG' 1,9498010 

b 4,7178838 

c  4 ,7501493 

Log.  Log. 

a* 9,4862910        b 4,719 

sinB' 1,9175355        const.  =  a 5,257 

sinG' 1,9498010        Aa ï^,8i7 

const.  =  2 1,6989700        c 4,75o 

const.  =  sin(B'4-G'j.     0,0572478        A6 ï^»789 

s 9,1097553         Ac T,820 

81 
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RÉSULTATS  : 
m  •       .       •  m 

6...     5'i'2a5,64  A  =  6i.i3.25,2  \b o,6i5 

c...     56-253, 4/  le 0,66 

5  . . .     19.87524000"*» 

Montpellier. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  Les  axes  étant  rectangulaires, 
déterminer  l'équation  générale  des  courbes  planes 
telles  que  la  projection  orthogonale  du  rayon  de  cour^ 
bure  sur  l'axe  des  y  ait  une  longueur  constante  don^ 
née.  Parmi  les  courbes  obtenues,  déterminer  celle  qui 
est  tangente  à  l'axe  Ox  au  point  O.  Étudier  la  forme 
de  cette  courbe  et  calculer  la  longueur  de  l'arc  compté 
à  partir  de  l'origine. 

Épreuve  pratique.  —  Déterminer  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  différentielle 

MÉCANIQUE  rationnelle. 

Épreuve  écrite.  —  Un  paraboloïde  de  réi^olution 
est  animé  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  au- 
tour de  son  axe,  qui  est  fixe  et  dirigé  suivant  la  ver- 
ticale ascendante.  Un  point  pesant  se  déplace  sans  frot- 
tement sur  la  surface  de  ce  paraboloïde.  On  propose 
d'étudier  le  mouvement  relatif  du  point  pesant  sur  le 
paraboloïde,  en  supposant  que  la  vitesse  initiale  rela- 
tive du  point  est  dirigée  suivant  la  tangente  au  paral- 
lèle. On  se  dispensera  de  calculer  la  réaction  du  pa- 
raboloïde sur  le  point. 
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Epreuve  pratique.  —  Une  figure  plane,  mobile 
dans  son  plan,  est  liée  au  mouvement  d'un  angle 
droit  dont  un  côté  enveloppe  une  parabole  fixe  tandis 
que  l'autre  passe  constamment  par  le  foyer  de  cette 
parabole. 

Trouver  la  base  et  la  roulante;  construire ^  pour  une 
position  quelconque  de  la  figure,  le  cercle  des  in- 
flexions. 

Astronomie. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Établir  les  formules  fonda- 
mentales du  mouvement  parabolique  des  comètes;  en 
déduire  le  théorème  d'Euler  ou  de  Lambert,  Con- 
clure, de  la  position  à  l'instant  t  d'une  comète  dans 
son  orbite  parabolique  : 

i^  Ses  coordonnées  héliocentriques  écliptiques; 

a°  Ses  coordonnées  héliocentriques  équatoriales. 

II.  Définir  les  éléments  des  orbites  des  grosses  pla- 
nètes et  exprimer  par  le  développement  en  série  usuel 
la  longitude  héliocentrique  V|  en  fonction  de  la  lon- 
gitude dans  V orbite  V. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  pour  l'époque  1900 
décembre  10,0  :  l'anomalie  moyenne 

M  =  ii7°34'23',.î, 
l'excentricité 

(p  =  i"37'4o%9, 

le  moyen  mouvement 

fx  =  881',  0985 

de  la  planète  (^)  Ludovica, 

On  demande  pour  igoo  décembre  3o,o  :  i^  la  va- 
leur de  V anomalie  excentrique  E  5  2.^  la  valeur  de 
l'anomalie  vraie. 


Digiti 


zedby  Google 


(   '85  ) 

Nancy. 
Calcul  différbntibl  et  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  I,  Définition  et  propriétés  du 
déterminant  fonctionnel  de  n  fonctions  de  n  va- 
riables. Condition  pour  qu'il  existe  entre  ces  fonc- 
tions une  relation  identique. 

IL  Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox, 
0/,  0^  et,  sur  Oz,  deux  points  C  et  G  des  cotes  -i-c 
et—c'^  on  considère  la  sphère  (S)  lieu  des  points  dont 

le  rapport  des  distances  à  C  et  G  est  égal  à  ?-  » 

puis  la  famille  des  sphères  (S)  obtenues  en  faisant 
varier  la  valeur  de  X  : 

i"  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des 
sphères  (S)  5 

2°  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces  (S) 
orthogonales  en  chacun  de  leurs  points  à  la  sphère  (S) 
yi«  passe  par  ce  point; 

3°  Déterminer  en  particulier  l 'équation  de  la  sur- 
face (S)  qui  passe  par  la  droite  z  =  o,  x  =  a^et  celle 
de  la  surface  (S)  qui  passe  par  le  cercle 

d  et  p  étant  des  constantes  données  et  c  la  cote  du 
point  C. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  la  surf  ace  re- 
présentée par  les  équations 

37  =  co8<p(2-4-i),       j^  =  sincp(r— ^), 

o«  0  est  un  paramètre  variable. 

Déterminer  le  volume  intérieur  à  cette  surface  et 
<^ompris  entre  les  plans  *  =  H-  i  cl  z  —    -  i . 
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Déterminer  le  lieu  des  points  de  contact  des  plans 
tangents  à  la  surface  parallèles  àOz  et  construire  les 
projections  de  ce  lieu  sur  les  plans  de  coordonnées; 
trouver  la  longueur  de  la  courbe  ainsi  définie  sur  la 
surface. 

Le  volume  est  \tz\  les  équations  de  la  courbe  sont 
et  sa  longueur  est  ^Ï3. 

GéOMÉTRIB  SUPÉRIEURE. 

Épreuve  écrite.  —  I.  On  considère  deux  axes  rec- 
tangulaires Ox,  Oy\  sur  le  premier,  un  point  fixe  A 
d^  abscisse  a,  sur  le  second  un  point  fixe  B  d^  ordonnée  h 
et,  dans  le  plan  xQy^  un  point  variable  M  de  coor- 
données X  ei  Y',  soient  A'  et  B'  ses  projections  sur  Ox 
et  O/.  Les  circonférences  déterminées,  Vune  par  les 
points  0,  A,  B',  Vautre  par  les  points  O,  A',  B,  se  cou- 
pent en  un  point  m  de  coordonnées  x  et  y, 

I**  Montrer  que  x  et  y  s'expriment  rationnellement 
en  fonction  de  X  et  Y,  et  réciproquement  ; 

a^  Si  M  décrit  une  droite  D,  m  décrit  une  cubique  c 
et,  lorsque  D  varie,  c  admet  O  comme  point  double  et 
passe  par  A,  par  B,  ainsi  que  par  les  points  cycliques  I 
et  J  du  plan  ; 

3**  Si  m  décrit  une  droite  rf,  M  décrit  une  cubique  C  ^ 
qu^arrive-t-il  lorsque  d  varie  en  passant  par  l*un  des 
points  O,  A,  B,  I,  J? 

4®  Lorsque  d  varie  d'une  manière  quelconque^  G 
varie  en  faisant  partie  d'un  réseau  de  cubiques;  quel 
est  le  lieu  des  points  doubles  de  ces  cubiques? 

II.  On  considère  la  surface  représentée  par  les  égua- 
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tions 

a?-f-(n- m)cosç',       /'  =  (i  —  tt)sinf,        z  =  u; 

déterminer  ses  lignes  asymptotiques  et  former  Inéqua- 
tion ayant  pour  racines  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux en  un  point  quelconque, 

I.  La  transformation  biratiouaelle  qui  existe  entre 
les  coordonnées  des  points  m  et  M  est  définie  par  les 
équations 

(X\  —  ab){Y  —  b)  „      x^^y^—by 


(X— a)«-t-(Y-.6)2 


_    (XY  — a^>)(X— g)  x^-^y'^  —  ax 

Si  M  décrit  une  droite  (U,  V,  W),  m  décrit  la  cu- 
bique 

U(a:«H-jr«—  by)y  -h  V(t;«-H  j^*—  aa?)ar  h- Wa?x  =  o, 

qui  admet  Torigine  comme  point  double  et  passe  par 
A,  B,  I  et  J;  les  points  fondamentaux  de  la  transforma- 
tion sont  ainsi  mis  en  évidence. 

Si  m  décrit  une  droite  i^n^  v,  w),  M  décrit  la  cubique 

[a(Y  —  6) -+- v(X  —  a)](XY  -  a6) 

-4- »'[(X  -  a)*H-( Y  -  6)«]  =  o, 

qui  a  toujours  le  point  (a,  i)  comme  point  double. 

Si  d  passe  par  O,  G  se  décompose  dans  l'hyperbole 
fixe  XY  —  a6  =  o  et  dans  une  droite  variable  ;  si  d 
passe  par  un  des  points  A,  B,  I,  J,  G  se  décompose 
cbaque  fois  dans  une  certaine  droite  fixe  passant  par  le 
point  (a^  &)  et  dans  une  conique  variable.  La  cubique  G 
ne  peut  avoir  d'autre  point  double  que  le  point  (a,  6) 
que  si  elle  se  décompose  \  le  lieu  des  points  doubles  se 
compose  alors  de  l'hyperbole  et  des  quatre  droites  fixes 
que  Ton  vient  de  trouver. 
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II.  Les  lignes  asjmptotiques  sont  données  par 

'2  sitkiv  du  dv  -h  {i  —  u^)  dv*  =  o ; 

elles  se  composent  des  génératrices  de  la  surface  corres- 
pondant k  u  =  const.  et  de  courbes  définies  par  l'équa- 
tion 

u  —  I  / 

L'équation  qui  donne  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux est 

R*sin«2P-f-aR(i  —  M«-i-sin*av)v/2(u-+-cos2(')*-hsiD»2P 

—  [2(m  —  cos2p)*-h  sin*2t>]'  =  o. 

MÉCANIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  On  imprime  à  un  cône  de  rés^o- 
lution  homogène,  pesant,  une  rotation  autour  de  son 
axe  Oz;  puis,  fixant  le  sommet  O  du  cône  et  plaçant 
son  axe  Oz  horizontal,  on  abandonne  le  cône  à  son 
propre  poids,  sans  imprimer  aucune  vitesse  initiale  à 
son  axe. 

La  hauteur  h  et  le  rayon  r  de  la  base  du  cône  sont 
égaux  àjg^  g  désignant  l'accélération  due  à  la  pe- 
santeur; la  vitesse  angulaire  de  rotation  initiale  du 
cône  autour  de  son  axe  est  n  =  5;  la  densité  du  cône 
est  quelconque. 

On  demande  de  décrire  le  mouvement  du  cône  au- 
tour de  son  sommet  O. 

On  a  à  étudier  dans  un  cas  particulier  le  mouvement 
d'un  corps  homogène,  pesant,  de  révolution  autour  de 
son  axe;  la  troisième  équation  d'Euler  donne  d'abotxl 
/=  /'o^^  5,  d'où 

(I)  cp'-H  VcosO  =  To  —  ■>; 
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le  théorème  des  forces  vives  et  celui  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  par  rapport  à  la  verticale  du 
sommet  fournissent  ensuite,  avec  les  conditions  initiales 
données,  les  relations 


(^) 

e'î-4-4/'»sin«e 

=  - 

^«^^^ose 

=  — 

8 
-cos 

(3) 

f  sin«e  = 

^cos6=- 

'2  COS  6. 

En 

posant  cos  0  = 

n, 

on  a 

«'«  = 

jM(w  — 2)(aM-M); 

par  conséquent  6  oscille  entre  -  et  -^  d'une  manière  pé- 
riodique, et  le  problème  s'achève  de  la  manière  connue. 

Épkeîive  pratique.  —  Déterminer  le  centre  de 
masse  d'un  arc  d'hélice  homogène  tracé  sur  un  cylindre 
de  résolution  à  axe  ^vertical  de  rayon  égal  à  2"  ;  les 
rayons  des  extrémités  de  V  axe  font  un  angle  de  45°  et 
leur  dislance  ^verticale  est  égale  ai". 

Astronomie. 

Épreuve  écrite.  —  T.  Démontrer  le  théorème  de 
Legendre  relatif  aux  triangles  sphériques  dont  les 
côtés  sont  très  petits  par  rapport  au  rayon  de  la 
sphère. 

n.  Définition  et  période  de  VéquatiQn  annuelle 
dans  le  mouvement  troublé  de  la  Lune, 

Ul.  Sachant  qu'une  étoile  dans  son  mouvement 
diurne  reste  un  temps  sidéral  T  au-dessus  de  l'horizon 
d'un  lieuy  trouver  sa  déclinaison;  on  connaît  la  lati- 
tude o  du  lieu. 
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SOLUTIONS  BE  ODBSTIONS  PROPOSfiSS. 


528. 

(IMO.  p.  847.) 

Le  nombre  figuré  par  1121  ne  peut  être  un  carré  par- 
fait dans  aucun  système  de  numération.         (Rouchb.) 

SOLUTION 
Par  M.  N.  Plakhowo. 

Écrivons  ce  Dombre  dans  la  base  x\  il  sera  représenté  par 

/p» -4- a?* -4-  aa: -4- 1  =  ar' -h  (a? -h  I )*  ; 

et  prouvons  qu'il  ne  peut  être  égal  à  un  carre  parfait,  ou  que 
ar'-h(a?-i-i)«=jr«  est  une  équation  impossible.  Elle  peut 
s'écrire  x^  =  jr^ — (ar-f-i)«.  M.  Fauquembergue  ('),  en  résol- 
vant Téquation  w*=y^ — ^*,  a  remarqué  avec  raison  que,  si 
ar  =  3m-+-i,^  est  un  mult.  3,  et  si  a?  =s  3m— i,  z  est  mult.3. 
Or  nous  avons 

(3m  -4-  I)»  =7«—  (3m  -f-  2)*, 
et 

y^z=  3(9m'-H  9m«-+-  3/n-i-  3/n*-h  bm)  -f-  2, 
ou 

j^«=  3X:-4-2. 

Mais  un  carré  ne  saurait  être  un  mult.  3+2,  et  cette  décon- 
position  est  impossible  ;  quant  à 

(3m-i)»  =  >rî--(3m)«, 

cette  décomposition  est  également  impossible,  puisque 

j.i=:3A:-i. 

Il  nous  reste  à  voir  si  une  décomposition  en  une  différence  de 
deux  carrés,  d'un  nombre  mult.  3  est  possible. 

3m*=j^s— (3mH-i)»        d'où        j^«=3A--hi. 


(•)  Voir  Interm.  des  mathématiciens,  p.  Sog,  question  461;  1895. 
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Cette  décomposition  serait  possible,  car 

9»  =  365*—  364»  =  364» -h  728  -M  —  364*=  729, 

dont  ni  365,  ni  364  n'est  divisible  par  3.  Prenons 

3—  ['^(a?-f-i)1*       rar(a?  — i)"|* 

Ce  sera  la  différence  de  deux  plus  petits  carrés 

^i ^ 

=07 -M  OU         rr* — 3rr-i-2  =  o, 

2 

équation  qui  ne  donne  pas  de  solution  entière. 

Or  il  n'existe  pas  de  base  x  qui  donne  une  décomposition 
de  deux  carrés  les  plus  petits,  pour  que  le  nombre  1 121  soit  un 
carré  parfait 


Ce  sont  les  carrés  les  plus  grands, 


a?' —  'ix  —  3  =  o, 


Or  on  voit  que  cette  équation  ne  donne  pas  de  solutions 
entières,  car  si  nous  posons  â?  =  2,  Je  premier  membre  de 
réquation  devient  positif,  et,  si  nous  prenons  âr=:i,  le  pre- 
mier membre  devient  négatif,  et  cette  fonction  est  toujours 
croissante  de  a:  =  2,  jusqu'à  a?  =  00.  Il  ne  peut  pas  y  avoir  de 
base  X  qui  donne  les  carrés  maximums,  mais  nous  pouvons 
poser  X  égal  à  un  multiple  pair  ainsi  qu'à  un  multiple  impair, 

/p3 IL 

Posons  — - — ^  =  a7-f-i;  celte  équation   ne  donne  pas  de 
4 
solutions  entières,  puisque  cette  fonction  est  négative  pour 
rr  =  2,  et  positive  pour  a?  =  3,  et  devient  croissante  de  a:  =  3 
jusqu'à  a?  =  00.  Nous  pouvons  poser 


-=r-^)'-(^)'. 


a:«  — 16 

=  a7-i-i, 


8 
équation  qui  n'a  pas  de  solution  entière,  qui  devient  négative 
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(  >9^  ) 
pour  or  =  3  et  positive  pour  a?  =  4*  Après  quoi  elle  est  con- 
stamment croissante,  et  ainsi  de  suite. 

On  pourrait  même  former  une  équation  générale  et  démon- 
trer que,  pour  un  exposant  aussi  grand  que  l'on  veut,  Téqua- 
tion  n'a  pas  de  racines  entières,  et  que,  par  conséquent,  on  ne 
trouvera  pas  de  base  x  telle  que  le  nombre  figuré  par  1121 
soit  un  carré  parfait. 

QUESTIONS. 


1912.  Étant  donnés  trois  points  fixes  Ai,  As,  A3  et  trois 
plans  fixes  Pf,  P«,  P3,  trouver  le  lieu  d'une  droite  G  telle  que 
les  projections  des  points  Ai,  As,  Aj  sur  cette  droite  soient 
respectivement  dans  les  plans  P|,  Pj,  Pj.        (P.  Appell.) 

1913.  Trouver  en  nombres  entiers  les  solutions  de  l'équation 

2ar»=  3^*— I.        (H.-J.  Krantz.) 

1914.  Si  une  ellipse  de  grandeur  donnée  roule  sur  deux 
droites  rectangulaires  : 

1°  Le  lieu  des  foyers  de  cette  ellipse  se  compose  de  quatre 
ovales  dont  chacun  d'eux  a  une  aire  équivalente  à  celle  d'un 
cercle  ayant  pour  diamètre  la  distance  focale; 

2*  Le  lieu  des  sommets  du  grand  axe  se  compose  également 
de  quatre  ovales  ayant  chacun  pour  aire  celle  du  cercle  décrit 
sur  le  grand  axe  comme  diamètre; 

3°  Le  lieu  des  sommets  du  petit  axe  est  aussi  formé  par 
quatre  ovales  ayant  chacun  une  aire  équivalente  à  celle  dii 
cercle  décrit  sur  le  petit  axe  comme  diamètre. 

(E.-N.  Barisibn.) 

ERRATA. 

4*  série,  t.  I,  1901,  p.  4^1  ligne  i3  en  remontant  (question  1908)  : 
au  lieu  de  '^  =  Tr{'  \/'-^^"U^)' 

lisez  :  -  =  ~  ^4  /CTTH^  V 
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[051] 

SDR  U  THBOMK  BIS  LIG»B8  «ÉOBKSIOUBS  (M; 

Par  m.  Paul  STÂCKEL. 
(Traduit  par  M.   L.   Laugel. ) 


1.  Un  théorème  connu,  de  Liouville  {Journal  de 
Mathématiques,  \^*  série,  t.  XI,  p.  345;  1846),  passé 
dans  renseignement,  dit  que  les  lignes  géodésiques  des 
surfaces  pour  lesquelles  le  carré  de  Télément  linéaire  ds 
peut  être  mis  sous  la  forme 

rfi«=[U(u)  — V(i;)](£/tt»-h€/i^») 

peuvent  être  déterminées  par  des  quadratures.  En  effet, 
si  un  point  matériel  qui  n'est  soumis  à  l'influence  d'au- 
cune force  extérieure  se  meut  sur  une  surface  pareille, 
son  mouvement  sera  représenté  pour  un  choix  conve- 
nable de  la  vitesse  (constante)  par  les  équations 

r  \}du        r  \dv 
J  v/tr^Ti    J  v/ï:=r\ 


=  /--T, 


i/îT^    j/irrv     ^' 


oà  t  désigne  le  temps,  et  où  a,  p,  x  sont  des  constantes 
dont  les  valeurs  sont  déterminées  par  les  conditions  ini- 
tiales du  mouvement. 

£n  adoptant  certaines  hypothèses  très  générales  sur 
la  nature  des  fonctions  U(u)  et  V(i/),  on  peut,  comme 
on  va  le  démontrer  dans  ce  qui  suit,  tirer  des  équations 
de  Liouville  des  conclusions  sur  le  cours  des  lignes  géo- 
désiques. 

{*)  Jahresbericht  der  D.  M.   V„  t.  IX,  p.  121  (igoO-  Leipzig, 
Teubner. 

Ann,  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  I.  (Mai  igoi.)  '3 
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2.  Soient  'f(«),  x(tt),  f{u)\  'i(0»/*>(^)^  g{^)  des 
fonctions  des  arguments  u  et  i^,  satisfaisant  aux  condi- 
tions suivantes  : 

Dans  un  domaine  ®  des  variables  u  et  v  qui  est  déGni 

par  les  inégalités 

a<tt<A,        b^v<^, 

premièrement  y  les  fonctions  devront  être  toutes  les  six 
uniformes,  finies  et  continues  ;  deuxièmement,  dans  le 
domaine  ^^  j  compris  ses  limites,  les  fonctionsy*(i/)  et 
g(.^)  devront  avoir  des  valeurs  essentiellement  positives 
et  différentes  de  zéro,  tandis  qu^en  troisième  lieu  ^(u)^ 
y(u);  ^{i^)^  ^{^)  devront  également  conserver  le  même 
signe  dans  (I^,  mais  pourront  s'évanouir  en  certains 
points.  Enfin,  en  quatrième  lieu,  le  déterminant 
cpco  —  ^'/^  devra,  dans  (0,  être  toujours  positif,  ou  bien 
être  toujours  négatif,  sans  être  jamais  nul. 

Lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  on  a  ce  tliéo- 
rème  démontré  par  M.  Staude  (Math,  Annalen, 
t.  XXIX,  p.  469;  1887,  et  Journal  fwr  Mathem., 
t.  CV,  p.  3o3;  1890),  diaprés  lequel  les  fonctions  u  et  1^ 
sont  définies  dans  le  domaine  ®  par  le  problème  d'in- 
version 


r"  ^{ii)du  ^  r"  ^{v)dç 

J^    ^{u--a)iX^u)f(u)      J,    /(p_A)(B-^ 

comme  fonctions  paires  uniformes,  finies  et  continues 
des  arguments  à  variabilité  illimitée  x  et  y^  fonctions 
doublement  périodiques  au  système  de  périodes 

,=,y* fA!^}^ 


iiOu  ■■ 


v/(a-«)(A~M)/(tt) 
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et 

r^  y(u)du 

r^  iù(v)dv 

Jh     V(^*  — ^)(B-i^)^(i') 

Oift  doit  partout  doim«r  aux  radicaux  le  signe  positif. 
]>e  plus,  tous  les  couples  de  valeurs  x,  y  y  qui  donnent 
le  même  couple  de  valeurs  ii|,  i^^  appartenant  au  do- 
maine tf ,  seront  représentés  par  les  formules 

ar  =it  ri-H  ^mi  wn-f-  imjOin, 
j^  =±^,-+- ain,w„-i- 2m,w„, 

où  ni|  et  m^  désignent  des  entiers  quelconques,  et  où  le 
couple  de  valeurs  X|,  j^i  appartient  au  domaine 

el  est  le  seul  de  res|)èce  requise  faisant  partie  de   ce 
domaine. 

3.  Il  a  été  déjà  remarqué  (Stàckel,  Math.  Annaletty 
i.  XXV,  p.  gS;  1889.  Staude,  Journal  fur  Mathe- 
ifialik,  t.  CV,  p.  Saa;  1890)  que  le  précédent  théorème 
peut  être  avantageusement  employé  dans  Fétude  des 
lignes  géodésiques  sur  les  surfaces  en  question;  mais 
cette  remarque  n'a  pas  été  mise  à  proGt  depuis.  C'est  ce 
que  nous  allons  faire  ici,  et  nous  démontrerons  en  par- 
ticalier  ce  théorème  : 

Les  lignes  géodésiques,  au  cas  oà  le  théorème  de 
M,  Staude  est  applicable,  ou  bien  sont  fermées,  ou 
bien  recouvrent  une  certaine  région  de  la  surface 
d'une  manière  partout  dense» 

Pour  arriver  à  identifier  les  deux  systèmes  d'équations 
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dont  il  s*agil,  on  doit  poser 

ç(a)  =  Ura),  ^;(«.)  =  -V(f;), 

7(a)=i,  (o(y)  =  — I, 

(w-a)(A-u)/(£i)  =  L'(M)~a,     (^.-6)(B-i>)  ^^  =  «-¥(1^), 

et  chercher  à  voir  quand  seront  remplies  les  quatre 
conditions  requises  pour  que  te  théorème  de  M.  Staude 
ait  lieu. 

Puisque  Tex pression 

[U(iO  — V(i;)](rfw«-4-rfr») 

représente  le  carré  de  Pélément  linéaire  de  la  surface  en 
question,  il  est  clair  que  les  fonctions  U(u)  et  V(>)  sont 
uniformes.  Cependant,  elles  peuvent  cesser  d^èlre  finies 
et  continues  en  certains  points  et  lignes  singulières  que 
Ton  marquera  sur  la  surface.  On  reconnaît  aussi  que,  en 
général,  U(ii)  —  V(i^)  doit  être  positif  et  ne  peut  s'éva- 
nouir qu'en  certains  points  singuliers  que  Ton  marquera 
de  même  sur  la  surface.  On  regardera  enfin  comme 
lignes  singulières  les  courbes  u  =  const.,  p  =  const. 
pour  lesquelles  U{ii)  et  V(t')  s'évanouissent  en  chan- 
geant de  signe.  Alors,  sur  une  portion  de  surface  J^  qui 
ne  renferme  aucun  des  points  et  lignes  singulières  pré- 
citées, les  conditions  1,  3  et  4  (p.  ig4)  seront  remplies.  . 

Maintenant,  si  l'on  considère  un  point  Uq,  i'o  qui  est 
situé  à  Tinlérieur  d'une  telle  portion  de  surface  Sj  on 
reconnaît  que  de  ce  point  sont  issues  une  infinité  de 
lignes  géodésiques  dont  chacune  est  caractérisée  par  la 
direction  de  la  Ungente  au  point  Uq,  i^o  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  par  la  valeur  du  rapport 

dv 
en  ce  point.  Si  le  point  mobile  se  trouve  au  point  1/0,  m© 


Digiti 


zedby  Google 


(  '97  ) 
au  temps  /  =  o,  les  équations  intégrales  du  mouvement 
seront  les  suivantes  : 


ydv 


/''_du r*"    dv     ^        r""    du     _  r*'*    ds? 

Dans  ces  formules,  la  constante  a  est  déterminée 
d'une  manière  univoque  par  la  valeur  initiale /7o  de^  ; 
en  eflet,  de  Téquation 


I  t 


on  tire 


a  = 


_\(vo)^V(Uo)pi' 


Pî 


Par  conséquent,  lorsque  pi  parcourt  Tîntervalle 
(o..*+oc),  a  parcourt  d'une  manière  continue  les 
valeurs  de  V(i'o)  à  U(ao). 

Si  Ton  attribue  à  la  constante  a  une  valeur  déter- 
minée de  l'intervalle  [V(i'o)'  •  •U(ao)],  on  devra  faire 
la  discussion  des  expressions 

,T/„^      ,       V(u)^\(ço)^lU{u)-'V{u^)\pi 

et 

„       y.,.)^  V(i^o)-V(0-^rU(^o>-V(^')]/>; 

l-hpl 

Au  point  Uo,  1^09  le*  deux  expressions  ont  chacune  une 
valeur  essentiellement  positive,  et  tout  revient  donc  à 
voir  si  les  équations  U(u)  —  a  =?  o  et  a  —  V(i^)  =  o  pos- 
sèdent chacune  deux  racines  simples  rangées  par  ordre 
de  grandeur  a  et  A,  &  et  B  entre  lesquelles  soient  res- 
pectivement situées  u^  et  ^«.  C'est  lorsque  ceci  a  lieu,  et 
seulement  alors,  que  la  condition  2  est  remplie  (p.  1 94). 
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Maïs,  pour  que  les  conditions  1»  3,  i  demeurent  véri- 
ûées,  il  faut  que  le  domaine 

que  l'on  désignera  par  ^at  soit  situé  tout  entier  à  Tiii- 
lérieur  d'une  portion  de  surface  S  de  la  propriété  pré- 
citée. Quand  ce  fait  aura  lieu,  nous  nommerons  a  une 
valeur  admissible  et  ^a  un  domaine  admissible. 

Soit  alors  a^  une  valeur  admissible  de  a,  ou  aura, 
par  suite, 

U(iO—     «0     =(w  — ao)(Ao— w)/o(m)i 
«0    -V(i.)=(i>~fto)(Bp-p)^o(i'), 

expressions  où  yo(«)  ^^  S^i^)  s^ï'ont  essentiellement 
positifs  dans  le  domaine  &o(^.  Si,  maintenant,  nous  fai- 
sons varier  a  de  ao  à  a^  valeur  suffisamment  voisine 
de  olqj  de  la  continuité  de  U(u)  et  de  V(r)  résulte 
qu^à  ai  correspondront  des  couples  de  racines  a^  et  A| , 
bi  et  B|  de  la  propriété  exigée  et  il  résulte  aussi  que, 
pour  une  valeur  suffisamment  petite  de  la  différence 
ai  —  a^,  le  domaine  ^f^^  sera  admissible.  Par  consé- 
quent, lorsque  le  théorème  de  M.  Staude  est  vérifié  pour 
une  valeur  initiale  p^^  il  Test  également  pour  un  inter- 
valle tout  entier  ^  =  (^, ,  . .  • ,  ^2)  ^^  valeurs  initiales  à 
l'intérieur  duquel  est  situé  /^o,  ou,  si  Ton  emploie  le 
langage  de  la  Géométrie,  il  existera  un  certain  espace 
angulaire  de  directions  initiales  issues  du  point  /lo,  i^o* 
Il  se  peut  que  cet  espace  angulaire  renferme  toutes  les 
directions  initiales,  comme  il  se  peut,  au  contraire, 
qu'il  n'en  renferme  qu'une  partie  et,  dans  ce  cas,  il  peut 
aussi  exister  plusieurs  espaces  angulaires  séparés  de 
directions  initiales  qui,  ou  bien  sont  adjacents,  ou  bien 
sont  séparés  par  des  espaces  angulaires  de  di rejetions 
initiales  inadmissibles. 
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4.  Ces  prélioiinaires  |X)sés,  soil  x  une  valeui*  iniliale 
k  laquelle  correspond  un  domaine  admissible  Oa*  ^h 
dans  les  équations  iuiégralesdu  mouvement,  on  suppose 
les  seconds  membres  ramplacës  par  x  et  par  j^,  d'après 
le  théorème  de  M.  Stande,  u  et  i^  seront  alors  définis 
comme  fonctions  uniformes,  finies,  continues  et  paires 
des  arguments  X  et  j^y  fonctions  doublement  périodiques 
admettant  les  systèmes  de  périodes 


et 


rdii                         r"     dv 
— >  'AWj|=     I        •■      ^i • 


Dans  ces  fonctions  ti  et  i^  de  x  et  y^  on  doit  alors 
poser 

^      r"*  \]dit        r"*   \dv 

-     r"*_  ^" r'"  _  ^''_ 

pour  que  u  et  ^  soient  des  fonctions  unifonnes,  finies  et 
continues  de  I.  Comme  u  et  p,  regardées  comme  fonc- 
tions de  JC,  y^  sont  développables  en  séries  de  Fouricr  à 
deux  variables ,  pit>cédant  suivant  les  multiples  des 
arguments 

Ç  =  i: 9  Tj   =  TT = $ 

li  et  V  peuvent  être  représentées  comme  fonctions  de  t 
par  des  séries  trigonométriques  doublement  infinies, 
procédant  suivant  les  sinus  et  cosinus  de  niulliples  de 
deux  fonctions  linéaires  du  temps  ^  {Comp.  St4L'de, 
Math.  Annalen,  t.  XXIX,  p.  484;  1887.) 
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Ou  peut  démontrer  que  les  courbes  que  Ton  obtient 
quand  on  fait  u  et  u  égales  aux  fonctions  de  t  ainsi 
définies  ou  bien  sont  fermées,  ou  bien  recouvrent  le 
domaine  ©«  (Tune  manière  partout  dense. 

En  effet,  si  ii| ,  i^i  est  un  point  quelconque  du  do* 
niaine  tf «,  pouvant  aussi  coïncider  avec  le  point  u«,  i^o? 
Il  et  f/  regardés  d'abord  encore  comme  fonctions  de  x 
et  y  prendront  les  valeurs  Ui,  v^  pour 

x^Xi-\-  2miWn-4-  2/ns(Uii, 

/7ii  et  mj  désignant  encore  des  nombres  entiers  quel- 
conques et  ^  et  ^  appartenant  au  domaine 

ar  =  pcttn-hffwti,        J' =  pw,, -+- aa>„        [p,  <j  =  (o...i)]. 

En  poursuivant  la  discussion  on  voit  qu'il  faut  distin- 
guer deux  cas  essentiellement  différents. 
Premièrement^  si  le  rapport 

n*a  pas  une  valeur  rationnelle  on  peut,  en  vertu  d'un 
théorème  connu  {Comp.,  par  exemple,  Kronbcker, 
Berliner  Sitzungsberichte^  p.  107;  1884  ;  OEui^res, 
t.  III,  p.  3i),  déterminer  une  infinité  de  nombres  en- 
tiers pi| ,  pia,  tels  que 

prenne  une  valeur  aussi  rapprochée  que  Ton  voudra 
d'une  valeur  donnée  ^2.  Mais  de  la  continuité  des  fonc- 
tions u  et  ^  de  X  et  y^  il  s'ensuit  alors  qu'aux  valeurs 
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correspondent  des  Yaleurs  Uj  et  u^  de  u  et  i»  qui  dif- 
fèrent aussi  peu  que  Ton  voudra  de  U|  et  u^ . 

Revenant  alors  aux  lignes  géodësiques  et  faisant 


V 


Jr"*    du  r*"*     âv 

il  s'ensuit  qu'au  temps 

r"*    Vdu        /^-   \di^ 

Je  point  mobile  arrive  en  un  point  u^^  ç^^  aussi  rap- 
proché que  Ton  voudra  du  point  donné  ii| ,  i^i  ;  et  cela 
arrive  aussi  souvent  que  Ton  voudra  parce  qu'il  y  a 
une  infinité  de  paires  d'entiers  |X|  et  p.)  de  la  propriété 
requise.  H  en  résulte  immédiatement  que  la  ligne 
géodésique  considérée  remplit  le  domaine  0^a  d*une 
manière  partout  dense. 

Deuxièmement,  supposons  que  q  ait  une  valeur 
rationnelle;  soient  alors  g^  et  g2  I^s  deux  nombres 
entiers  premiers  entre  eux  pour  lesquels  on  a 

tandis  que 


a  une  valeur  positive;  comme 

-A  -■  (\}^\)dud^ 


Je,    Jb     /U— a/«-^ 


a  une  valeur  essentiellement  positive,  dilTérente  de  zéro, 
û  ne  peut  être  jamais  nul.  Dans  ce  cas  alors  uelx^  pren- 
dront au  temps 

exactement  les  mêmes  valeurs,  i/q  et  r»,  qu  ils  avaient 
au  temps  t  =  o,  car  te  couple  de  valeurs  Uq,  v^  pour  g^ 
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et  g 2  entiers  correspond  à 

r"*    du         /•*'•     dç 

Par  conséquent,  nous  sommes  en  présence  d^un  mou- 
vement périodique  de  période  2Û,  et  les  lignes  géodé^ 
siques  sont  des  courbes  fermées  qui  ont  leur  cours  à 
l'intérieur  du  domaine  ©«. 

Si  l'on  fait  varier  a  de  sorte  que  cette  quantité  varie 
d'une  manière  continue,  depuis  une  valeur  admissible  x^ 
jusqu'à  une  valeur  admissible  voisine  ai,  on  peut  dé- 
montrer sans  peine  que  les  périodes  acoia  et  2(023 
éprouveront  alors  des  variations  continues,  et,  puisque 


to)|,  : 


r^     dv 


est  différent  de  zéro,  il  en  sera  aussi  de  même  du  rap- 
port 

q  •=  -       i 

à  moins  que  q  ne  soit  indépendant  de  a  et  ne  conserve 
toujours  la  même  valeur*  Pour  nous  débarrasser  de  suilc 
de  ce  cas  d^exception,  faisons  remarquer  que  dans  ce  cas, 
pour  les  valeurs  admissibles  de  a  qui  sont  voisines  de  la 
valeur  ao,  les  trajectoires  du  point  mobile  seront  toutes, 
selon  que  q  est  rationnel  ou  irrationnel,  des  courbes 
fermées  ou  des  courbes  partout  denses.  Mais  lorsque  q 
dépend  de  a,  q  parcourra  d'une  manière  continue  un 
intervalle  (^o  •••?!)•  Comme  les  valeurs  rationnelles 
de  ^  y  sont  distribuées  d'une  manière  partout  dense  il 
en  est  de  même  de  ces  valeurs  de  la  grandeur  ât  dans 
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riiilcrvallc  (a©  . .  .ai)  qui  donnent  des  trajeetoires  fer- 
mées, c'est-à-dire  en  d'autres  termes  :  exception  faite 
du  cas  d^ext-eption  précité,  dans  un  espace  angulaire 
de  directions  initiales  admissibles,  les  directions  i/i/- 
tiales  i/ui  donnent  des  trajectoires  fermées  sont  dis- 
tribuées  d^une  manière  partout  dense;  elles  ont  donc 
la  puissance  de  V ensemble  des  nombres  entiers» 

5.  Attirons  ici  Tatteniion  sur  celte  circonstance,  qu'il 
y  a  des  surfaces  de  la  nature  de  celles  en  question  où  la 
condition  S  n'est  vérifiée  en  aucun  point. 

Il  en  est  ainsi,  par  exemple,  lorsque  U  ou  V  se  réduit 
à  une  constante,  c'est-à-dire  par  conséquent  lorsque  la 
surface  est  applicable  sur  une  sur/ace  de  révolution. 
Une  discussion  plus  approfondie  révèle  un  fait,  relatîi 
à  ces  surfaces,  qui  mérite  d'être  signalé.  Si  la  surface 
est  de  révolution,  dans  certaines  hypothèses  que  yai 
précisées  dans  ma  Dissertation  Inaugurale  (Berlin» 
i885),  les  lignes  géodésiques  ont  la  propriété  suivante  : 
en  général,  ou  bien  elles  recouvrent  d'une  manière  par- 
tout dense  un  domaine  limité  par  deux  parallèles,  ou  bien 
elles  ont  un  cours  fermé  à  l'intérieur  de  domaine.  Mais 
si  l'on  considère  les  liélicoîdes  déterminés  par  Bour 
{Journal  de  V  h  cote  Polytechnique,  Cahier  XXXIX, 
p.  82;  1862)  qui  proviennent  par  déformation  de  la 
surface  de  révolution,  l'on  verra  que  les  lignes  géodé- 
siques correspondantes  ne  possèdent  en  général  ni  Func 
ni  l'autre  de  ces  propriétés.  Cela  tient  à  ce  qu'il  faut 
regarder  la  surface  de  révolution  comme  formée  d'une 
infinité  de  couches  superposées  qui  sont  déroulées  pen- 
dant la  déformation. 

Déformons,  par  exemple,  Talysséîde 


ar=  /tt*-i-  a'cosp,      y  =  /a* -h  a*  sini^,       ^  —  I  "7= 

J   V^ 


a  du 


■a* 
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en  riiélicoïde  réglé  à  plan  directeur  : 

les  parallèles  se  transformant  en  hélices,  et  les  méri- 
diens en  lignes  droites.  Si  Ton  fait  croître  ici  i^  depuis  i^» 
jusqu'à  i^o+  aie,  il  est  clair  que  sur  la  surface  de  révo- 
lution un  méridien  tournant  de  36o^  parcourt  toute  la 
surface,  tandis  que  sur  Thélice  une  droite  tourne  de  36o® 
et  éprouve  en  même  temps  un  déplacement  en  hauteur 
de  a  pour  un  tour  de  la  surface.  Une  ligne  géodésique, 
qui  sur  la  surface  de  révolution  coupe  pour  la  seconde 
fois  le  même  méridien^  entre  dans  un  nouveau  tour  de 
Thélicoïde,  et  ne  peut  donc  ni  se  fermer,  ni  revenir 
dans  le  voisinage  du  point  initial  du  mouvement. 

De  là  résulte  que  la  considération  seule  de  l'équation 
diOei^entielle  des  lignes  géodésiques  commune  à  toutes 
les  surfaces  de  déformation  ne  suffit  pas  toujours  pour 
donner  une  idée  de  leurs  rapports  de  forme  et  que  la 
nature  des  surfaces  de  déformation  particulières  que 
l'on  considère  peut  jouer  sur  ce  point  un  rôle  essentiel. 

Une  autre  question  serait  celle  de  savoir  ce  qui  se 
présente  au  lieu  du  théorème  de  M.  Staude  quand  les 
conditions  relatives  aux  fonctions  <p(w),  x(")>  /(")î 
^{u)^  io(v)y  g{v)  ne  sont  pas  vérifiées.  Une  étude  plus 
approfondie  montre  que  le  théorème  reste  vrai  dans  ses 
parties  essentielles,  lorsque  le  déteiminant  çco  —  <J/^ 
s'évanouit  en  des  points  isolés,  de  façon  qu'il  n'est  pas 
nécessaire  de  faire  une  exception  pour  les  points  de  la 
surface  où  els==o.  Au  contraire,  la  condition  qui  exige 
que  f  (u),  xi^)'^  ^(^))  ^(^)  ^^  changent  pas  de  signe 
est  tout  à  fait  essentielle  et  ici  s'ouvre  alors  un  champ  de 
nouvelles  recherches  qui  fournirait  de  fructueux  pro- 
blèmes, d'abord  sur  des  exemples  simples,  puis  sur  des 
types  plus  généraux. 
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[F2e] 

SUR  mi  PROPRIÉTÉ  M  LA  FOKCTION  C; 

Pa«  m.  e.  fabry. 


Considérons  la  fonction   ^  de  Weierstrass,   définie 
par  la  série 

U         éaà  \U  —  W         W  W^ J 

OÙ  «'=  awti)  +  2W(o',  m  et  /2  prenant  toutes  les  va- 
leurs entières  positives  et  négatives,  y  compris  zéro, 
saufle  système  m  =  /i  =  o. 

Soit 

8  =  td'!J(w)  —  wî(t«>'); 


on  sait  que  S  =  zt:  —  >  le  signe  étant  celui  du  coefficient 

iii' 

de  1  dans  le  rapport  —•  Cette  relation  peut  se  déduire 

des  propriétés  du  développement  de  Ç(u) Ç(^)  en 

série   trigonométrique.   Je  vais    montrer   qu'on    peut 

l'obtenir  directement  par  la  sommation  des  séries  qui 

définissent  Z. 

On  a 

^       tt>'        eo       V^'/     w'                 eu            «I)'— u)\ 
0  = ?-»■>.{ -, « )• 

Supposons  que  m  varie  de  —  M  à  4-  M,  et   ti  de 
—  N  à  +N.  Dans  Texpression 

u)  —  w  =3  —  !2/ia>'-i-(i  — a/n)t«>, 

I  —  2m  prend  les  valeurs  impaires  de  i  —  2 M  à  1 4-  2 M 
gt  in  les  valeurs  paires  de  —  2N  à  -h  aN.  Les  termes 
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(  2o6  ) 
sont  deux  à  deux  égaux  el  de  signes  couiraires,  sauf 
les  termes  — 2/i(«)'-|- (i -i- aM)cu,  et  le  ternie  —  w, 
car  pour   m  = /i  =  o,   le  ternie  +  u)  est    supprimé; 

donc  les  termes  de  7   se  réduisent  à 

éaà  CD  —  W 


0>^ 


^  «li' 


De  même,  dans    >;    ,^   »  les  termes  se  détruisent 
deux  i  deux,  et  il  reste 

eu'        Jêâ    (-iN  4-  nu*' — a/iiw* 

Les  termes  de  \|  -  disparaissent  tous. 

0  sera  donc  égal  à  la  limite,  lorsque  M  et  N  devienneni 
infinis,  de  l'expression 

(aM-f- i)w  —  2«tu'       ^{2N -4- i)(ii' — a/w« 


Cette  limite  est  la  môme  que  celle  de  Texpression 

10'  ^  CO 


210'  ^  CO 

^(Mw  — nw')  ""^^(Ntu'— j 


car  leur  différence  est 


-2 


UaM  -M)  w  —  'i/iu>'J('j(M(u  —  2/t<x>') 

-N 


2 


[(alN  -t-  i)w'^  2//t(u](2iN(D'—  a/«w) 
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Soient  p  le  module  de  ai,  p'  celui  de  ci>\  Q  Targument 
de  — .  On  a 

|/ww-h/tc«i'j*=  m*p'-^-  /i*p'«-H  2m/tpp'cos9 

=  (i  —  cos6)  (m*p*H-/i*p'«)  -4-  cos6(mp-i-/ip')* 
=  (i-Hcos6)(/n*p«-*-/i*p'«)  —  cos8(mp  — /ip')«, 

et,  quel  que  soit  le  signe  de  cosO, 

|ma>  -f-  /iw'|«>(m«p«-+-  /i*p'«)  [i  --|co86|  ]. 

\*  jT— Vf : 'TTT— \ï Tv  a  donc  un  module 

plus  petit  que 

^^i V  '  . 

I  — |cofte|-i6d/4(M«p«-i-/i«p'»)' 

—  N 

or 

+  31 

2i<M«p«H-/i«p'» 

-» 

N 

—       '  V  I  I  /**  (ir 

""  M^pt'^^^Mîpi-t-wîp'»       M«pî"^^,/      M«pî-^:r«p'« 


1 


""  M«p«        Mpp'' 

qui  tend  vers  zéro,  lorsque  M  devient  infini.  Le  même 
résultat  s'applique  au  second  terme,  qui  a  une, forme 
symétrique* 

Donc  2  0  est  égal  k  la  limite  de 

•^N  +M 

^  M  w  —  rt  to'  ~  ^  N  u)' —  m  eu  * 

-îl  -M 

Ces  sommes  peuvent  se  remplacer  par  des  intégrales 
définies.  Considérons,  en  effet,  la  somme 

^  t  ^'^    n-k-a  —  bi 
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(  ao8  ) 
Cl  supposons  a  A  >  I .  —^ — rj  croît  avec  x,  si  x  est  com- 
pris entre  — &  et  +&,  et  décroit  dans  les  autres  cas.  On 
a  donc 

(/H-a)«-+-6«  ^J^        (a?-t-a)«-+-é»«    "^^ 
si  /i  4-  a  est  compris  entre  —  A  et  4  —  i ,  et 

si  n  +  a  est  compris  entre  —  oo  et  —  A  ou  entre  b  -+- 1 
et  -hoo.  En  outre,  si  /z  +  a  est  compris  entre  b — i  et  A, 

le  plus  petit  des  deux  termes  _— ^j-^-^,  ^^^^^,_^^, 

est  plus  petit  que  J       (x^a^^b^  ^^'  *^  *'^"  *"P" 
pose  A  —  I  >  —  A,  ou  A  >  i. 

Il  en  résulte  que  Ton  a,  quel  que  soit  a, 

-f-M 


i(«H-a)»-i-A«  ^  *      JLj, 

■N 

'        ar  +  a 

(ar-i-a)«-t-é»* 

I        I.  <NH-a)«H-A« 

On  obtient,  de  la  même  manière,  l'inégalité 

-4-N 

— N 

Si  A  augmente  indéfiniment,  avec  N 


^         TU- a  T.   (N-f-a)»-h6* 


tend  vers  zéro. 
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(   ''^9  ) 
De  même,  -z — r;>  oxx  i  ^  o,  a  un  seul  maximum, 
pour  a:  =  o.  On  en  déduit,  quel  que  soit  rt, 

-i-N 


Y  6  £         r^' bdx 

=  _  J  _  arc  tang  ^j—-^  +  arc  tang  ^A^ , 

où  les  arcs  sont  compris  entre  o  et  ir,  afin  que  arc  lang  - 
varie  d'une  façon  continue  lorsque  x  varie  de  —  oo 
à  -h  00. 

N  étant  positif)  on  a,  quel  que  soit  a, 

b       ^  b 

arc  tang  ^— —  <  arc  tang  ^-37  ^. 

et 

b                               b                                       aNÔ 
arc  tang  —. arc  tang tvt  =  —  arc  tang  - p- —  -., , 

ces  trois  arcs  étant  compris  entre  o  et  tz. 

Si  b  augmente  indéfiuiment,  \^ j-.  a  la  même 

limite  que 

-  ^  7 stt; n  -^  ^  \  arc  tang  — arc  tang -.  J 

=  L(N  H-  ât  -H  60  —  L(«  —  N  -h  bi) 

fa^^^bi\ 
=  ^\a^^  +  bi)' 

où  L  désigne  la  valeur  du  logarithme,  dont  le  coefficient 
de  i  est  compris  entre  —  1:  et  tî.  Pour  les  deux  pre- 
miers, ce  coefficient  est  positif^  pour  le  dernier,  il  est 
compris  entre  o  et  —  tz. 

Si  a  est  une  quantité  imaginaire,  dont  le  coefficient 
Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  I.   (xVIai  1901.)  i4 
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(  ^^o  ) 
de  i  tend  vers  +  oo,  en  même  temps  que  le  nombre 
entier  N, 

-N 

tend  vers  zéro,  ce  logarithme  ayant  le  coefficient  de  i 
compris  entre  o  et  —  iî. 

Si  —  et,  par  suite,  ^^  ont  le  coefficient  de  i  positif, 


+  N                               ^-M 
28  =  Lim— 7^ X >' 


_N  n— M— 7       _M  m-hN- 


la  limite  est  la  même  que  celle  de 


a>  b> 

—  L L 


(O  (1) 

ou 

''Moi4-Na)'  Ntu'-Mw""       ^      "^* 

Si  Ton  pose 

M(D-f-Nâ)'  ' 

on  aura 

Nu)'— Mou  ^  ^  * 

car  i  et  tt  —  i  doivent  être  compris  entre  o  et  —  tî,  et 
L( —  i)  représente  ici  la  valeur  — izi.  On  a  donc 

0  =  —  • 
2 

Si  le  coefficient  de  i,  dans  — y  était  négatif,  il  est 

clair  que  Ton  devrait  chang(3r  les  signes  des  logarithmes 
et,  par  suite,  de  5. 
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[Bla] 
THÉORÉNB  RELATIF  AUX  MINEURS  D  UN  DÉTERMINANT; 

Par  m.  VOGT, 

Professeur  à  l'Université  de  Nancy. 


M.  Nelto  a  démontré  {Acta  mathematica,  t.  XVII, 
ti  Journal  de  C relie,  t.  H4)  plusieurs  théorèmes  rela- 
tifs aux  mineurs  d'un  déterminant;  l'un  d'entre  eux 
en  particulier  est  susceptible  d'applications  à  la  théorie 
des  formes  binaires  ;  je  me  propose  de  donner  de  ce 
théorème  une  démonstration  plus  élémentaire  que  celle 
de  M.  Nelto. 

Soit 

un  déterminant  d'ordre  n  dont  les  éléments  ne  sont 
soumis  à  aucune  restriction,  et  soit  d  un  de  ses  mineurs 
d'ordre  q\  D  et  rf  sont  différents  de  zéro;  pour  sim- 
pli6er  nous  supposerons  que  les  éléments  de  ^  sont  con- 
tenus dans  les  q  premières  lignes  et  les  g  premières 
colonnes  de  D,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

Désignons  par  A^  le  mineur  du  déterminant  D  obtenu 
en  bordant  d  par  les  éléments  de  la  /•^•'"*  et  de  la  j**°**  co- 
lonne, c'est-à-dire 


K  = 


al 
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(  ^'2  ) 

les  mineurs  A)^,  pour  r  et  s  variant  de  ç  -\-  i  à  n,  sont 
les  élémenls  d'un  déterminant  d'ordre  n  —  q  que  nous 
désignons  par 

^=z\^f.\         {r,s  =  q-hi,  ...,  n). 

Nous  nous  proposons  d'évaluer  le  déterminant  A  au 
mo^en  de  D  et  de  d^  et  les  mineurs  du  premier  ordre 
de  A  au  moyen  de  d  et  des  mineurs  du  premier  ordre 
deD. 

Considérons  le  système  suivant  de  n  équations  li- 
néaires à  72  Inconnues  : 


a\ 

Xx-\- a\     a?j  +  . 

..-^aî 

^/t=0, 

arj- 


Xfi  — W/i, 


les  seconds  membres  des  q  premières  étant  nuls,  et  ceux 
des  suivantes  étant  des  quantités  arbitraires  «y^+i,  ..., 
iin\  nous  allons  évaluer  les  valeurs  des  inconnues  x^^i, 
^^^.3)  '*.,  Xn  satisfaisant  à  ces  équations;  comme  le 
déterminant  D  n'est  pas  nul,  nous  avons  en  général 


(I) 


W7^-J  " 


)       \ 


Nous  pouvons  encore  résoudre  le  système  précédent 
d'équations  en  éliminant  d'abord  X\^  X2j  . .  . ,  x^  entre 
les  q  premières  et  chacune  des  suivantes,  puis  tirant 
Xq^i,  ...  ,  Xn  des  équations  ainsi  formées.  L'élimina- 
tion des  ç  premières  inconnues  enire  les  q  premières 
équations  et  celle  de  rang  r  donne 


«! 

a\     . 

..     aï 

«i 

a},     . 

.     a? 

«j 

a}.      . 

..     «? 

^q-il 


^q       ^r/-»-l 
,7+î 


..-^a'ixn 


a"Xn 


Trj^l  4-...  H-  ft'/.Xn—Kf 
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OU  bien 


En  donnant  à  r  les  valeurs  ^  +  i ,  9  H-  2,  .  . . ,  /i,  on 
an  —  q  équations  linéaires,  dont  la  solution  est  donnée 
par  la  formule  générale 


n       / 


les  valeurs  (1)  et  (2)  des  inconnues  d'indice  supérieur 
à  9,  fournies  par  les  deux  méthodes,  doivent  être  les 
mêmes,  et  comme  cela  a  lieu  quelles  que  soient  les  va- 
leurs attribuées  aux  indéterminées  Uq^i,  "^+2j  •  •  ■  j  "/i> 
il  faut  que  ces  indéterminées  aient  les  mêmes  coeffi- 
cients :  on  déduit  de  là  la  relation  générale 

(3)  -^  ^  =  -'-  ^. 

G)nsidérons  maintenant  les  deux  déterminants  dont 
les  éléments  sont  les  deux  membres  deTéquation  précé- 
dente lorsque  r  et  5  varient  de  17  H-  i  à  /*,  et  écrivons 
([u'ils  sont  égaux  ;  nous  avons 

mais  d'après  les  théorèmes  connus  sur  les  mineurs  du 
premier  ordre  d'un  déterminant,  nous  avons 


I 

dD 

=  ^--^-\         hriT 


da'r 


D«-v-i  d\ 


en  remplaçant  ces  déterminants  par  leurs  valeurs,  nous 
en  déduisons  la  relation  fondamentale 

(4)  A  =  Drf'»-7->; 

la  formule  (3)  donne  ensuite 


âXi 


dai 
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(a.4) 
Les  égalités  (4)  et  (5)  constituent  le  théorème  que 
nous  voulions  démontrer;  elles  sont  établies  en  suppo- 
sant que  D  et  d  ne  sont  pas  nuls  ;  comme  ce  sont  des 
identités  dont  les  deux  membres  sont  des  fonctions  en- 
tières des  éléments  a^,  elles  ont  encore  lieu  lorsque  ces 
éléments  prennent  des  valeurs  particulières  pour  les- 
quelles D  ou  //  sont  nuls;  elles  sont  par  suite  générales. 


CERTIFICATS  D  ÉTIDES  SUPÉRIEURES 
DES  FAClIlJÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1900.  —  COMPOSITIONS. 


Rennes. 
Analyse. 

Epreuve  écrite.  —  \^  Vérifier  que  les  tangentes  à 
la  courbe  représentée  par  les  équations 

1  a:  =  t^fV)-^tf{t)-^:tf(t), 

(I)  r  =  /'(o, 

f  z^tr{t)--f'{t), 

ou  t  désigne  un  paramètre  variable^  sont  parallèles 
aux  génératrices  d'un  cône  du  second  degré,  et  montrer 
que  toute  courbe  dont  les  tangentes  sont  parallèles  aux 
génératrices  de  ce  cône  peut  être  représentée  par  les 
équations  (i). 

2°  Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  prc' 
mier  ordre  des  surfaces  enveloppes  des  plans  oscula' 
tew^s  des  courbes  (i)  quand  onj  regarde  /{t)  comme 
une  fonction  arbitraire. 
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(2.5) 
3°  Intégrer  V équation  trouvée 
4/?^ —1  =  0. 

Éteeuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  double 
r  r  dxdy 

Jj  i^-^y? 

étendue  à  Vaire    du    triangle  formé    par  les  trois 

droites 

j7  — 1  =  0,        y  —  1  =  0,        ar-H^  — 3  =  0: 

!*•  Par  la  méthode  directe; 

2*  En  effectuant  d'abord  le  changement  de  va^ 
riables  défini  par  les  formules 

MÉGANIQUE. 

Épreuve  écrite.  —  On  donne  un  centre  d'action  O, 
une  droite  AB  et,  dans  le  plan  ABO,  la  famille  de  cir~ 
conférences  dont  chacune  a,  avec  O,  la  droite  ABpour 
axe  radical. 

Montrer  qu^il  existe  une  force  répuUiv^e  émanant 
de  O  et  dépendant  de  la  distance  et  de  l' angle  polaire 
qui  peut,  pour  des  conditions  initiales  conv^enables, 
faire  mouv^oir  sur  ces  diverses  circonférences  des 
mobiles  de  même  masse. 

Considérant  celle  de  ces  circonférences  qui  est  vue 
de  O  sous  l'angle  droit,  on  peut  donner  à  la  force  cor- 

respondante  la  forme  ^7   où  [l  est  une  fonction  de 

l'angle  polaire  ^;  trouver  les  autres  mouvements  que 
cette  force  peut  faire  décrire  et,  en  particulier,  ceux 
qui  sont  circulaires. 
Etudier  dans  les  deux  cas  les  mouvements  qui  se 
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(2,6) 
produisent  et  en  spécifier  les  conditions  initiales,  les 
mobiles  étant  supposés  placés  sur  la  droite  qui  pro- 
jet Le  O  sur  AB. 

La  force  considérée  étant  delà  forme /'~2cp(0)  étudiée 
par  Jacobi,  le  problème  peut  se  ramener  à  des  quadra- 
tures. 

Épreuve  pratique.  — -  Le  centre  d'une  boule  homo^ 
gène  pesant  4006*^  est  soutenu  à  i^  de  distance  au- 
dessous  d'un  point  fixe  O  par  un  cordon  en  repos 
attaché  en  ce  point.  On  imprime  à  cette  boule,  suiv^ant 
une  des  horizontales  de  son  centre,  une  percussion 
assez  forte  pour  quelle  s'élève  au-dessus  de  O,  et 
pas  suffisante  pour  que  le  mouvement  produit  soit 
résolutif.  Dans  ces  conditions,  le  cordon  se  repliera 
à  partir  d'une  certaine  époque  t^  et  se  retendra  à  une 
certaine  époque  postérieure  t^*  Que  doit  être  l'impul- 
sion initiale  pour  que  toute  la  force  vii^e  possédée  par 
la  boule  à  l'époque  t^  soit  dépensée  uniquement  pour 
tendre  le  cordon.  Calculer  les  directions  du  cordon 
aux  époques  /«,  ^oj  ^^  aire  en  quoi  consistera  le  mou^ 
vement  succédant  à  l'époque  /o- 

On  reconnaît  immédiatement  que,  d'après  les  con- 
ditions de  l'énoncé,  la  tangente  à  la  trajectoire  para- 
bolique, à  l'époque  ^2»  doit  passer  par  le  point  O.  La 
solution  du  problème  se  déduit  facilement  de  cette 
remarque. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  La  parallaxe  annuelle  des 
étoiles. 

Epreuve  pratique.  —  La  latitude  géographique  de 
Rennes  {Tour  Saint- Mélaine)  est  48**6'55".  Trouver  la 
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(  2>7  ) 
latitude  géocentiique  et  la  longueur  du  rayon  terrestre 
en  ce  point. 

On  prendra  pour  valeur  de  l'aplatissement 

et,  pour  le  rajon  équatorial, 

R  =  6378393"'. 

Toulouse. 
Calcul  différentiel  et  intégral. 
Epreuve  écrite.    —  I.  Série  de  Laurent. 

II.  Les  trois  coordonnées  cartésiennes  rectangu^ 
laires  x,  y^  z  d'un  point  d'une  courbe  G,  exprimée 
en  fonction  d'un  paramètre  t^  vérifient  le  système 
d 'équa tions  dijjérentielles 

dx 

dz 

dï^'^^y- 

i^  Déterminer  les  expressions  de  ces  trois  coordon- 
nées en  fonction  de  t; 

a**  Montrer  que  toutes  les  courbes  C  satisfaisant  à  la 
question  sont  des  courbes  planes  unicursales  qui  sont 
normales  à  une  famille  de  surfaces  dont  on  demande 
l'équation. 

III.  Intégrer  l'équation  aux  dérii^ées  partielles  du 
prefnier  ordre 

iz  ~  px  -^  qy  -H  ^*=  o, 

oii  p  et  q  désignent  les  dcrii^ées  partielles  de  lafonc- 
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(  2.8  ) 
tion  inconnue  z  par  rapport  aux  variables  indépen- 
dantes  x  et  y. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  V ellipsoïde  qui, 
rapporté  à  trois  axes  rectangulaires,  a  pour  équa- 
tion 

rpi  yl  ^i 

— \-^-h  —  =1, 

9        4         I 
et  qui  passe  par  le  point  P,  ajant  pour  coordonnées 

6  6  6 
xz=:  -,        y=-t         ^  =  -• 

7  7  7 

On  demande  : 

i^  De  calculer,  en  ce  point  P,  les  rayons  de  courbure 
principaux; 

a®  De  déterminer  la  courbe  de  l'ellipsoïde  pour 
tous  les  points  de  laquelle  le  produit  des  rayons  de 
courbure  principaux  a  la  même  valeur  qu*au  point  P. 

Géométrie  supérieure. 

Épreuve  écrite.  —  I.  On  construit  une  congruence 
de  droites  en  menant  des  droites  respectivement  per- 
pendiculaires aux  plans  tangents  d'une  surface  (S) 
et  l'on  suppose  que  ces  droites  soient  entraînées  dans 
la  déformation  de  la  surface  (S)  : 

I®  Démontrer  que,  pour  chacune  d'elles,  le  produit 
des  distances  de  ses  points  focaux  au  plan  tangent 
correspondant  rfe  (S)  reste  im^ariable; 

2**  Indiquer  comment  on  doit  particulariser  la  sur- 
face (^)  et  la  construction  des  droites  pour  que  la  con- 
gruence de  ces  dernières  soit  toujours  formée  de  uor» 
maies  à  une  même  surface. 

II.  On  considère  une  sphère  variable  S  dépendant 
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de  deux  paramètres  et  dont  le  centre  décrit  une  sur^ 
face  (S)  ;  démontrer  les  propositions  suivantes  : 

I*  Les  droites  qui  joignent  chaque  point  de  Venve^ 
loppe  des  sphères  au  point  correspondant  rfe  (2)  de- 
meurent invariablement  liées  à  cette  dernière  surface 
quand  on  la  déforme  de  toutes  les  manières  possibles, 
chaque  point  de  (2)  entraînant  la  sphère  dont  il  est  le 
centre; 

3**  La  droite  joignant  les  deux  points  de  contact  de 
la  sphère  S  avec  son  enveloppe  engendre  une  con- 
gruence  dont  les  développables  correspondent  à  deux 
familles  de  courbes  conjuguées  tracées  sur  la  sur^ 
face  (S),  et  les  tangentes  à  ces  courbes  en  un  point 
rfe  (S)  sont  perpendiculaires  aux  points  focaux  de  la 
corde  correspondante; 

3®  Les  deux  plans  tangents  à  la  sphère  S  aux  points 
ou  elle  touche  son  enveloppe  se  coupent  suivant  une 
droite  située  dans  le  plan  tangent  correspondant  de  (S)^ 
Les  développables  de  la  congruence  engendrée  par  cette 
droite  correspondent  à  deux  familles  de  courbes  con- 
juguées tracées  sur  (2);  et  les  tangentes  à  ses  courbes 
en  un  point  de  (S)  vont  couper  la  droite  correspond' 
dante  de  la  congruence  en  ses  deux  points  focaux  » 

Indiquer  la  forme  que  prennent  ces  propositions 
lorsque  la  surface  (S)  est  une  sphère. 

Nota.  —  On  rappelle  les  formules 

f  àr         dr\  ^  ^ 

/  Zx:  =  dx -\- {^  du  +  Çi  dv)-\-  {q  du-{-  çi  dv)z  —(r  du -h  ri  dv)y, 

B)   \  ly  =^  d/  'i'(r^  dU'i-T,idç)-ir(r  du-h  ri  dv)x  —  (pdu-hpidv)z, 

^  tz  =  dz  -h( p  du  +  pi  dv)y  —  {q  du  +  qi  ds?)x^ 
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ainsi  que  celles  qui  s'en  déduisent,  dans  les  cas  d^un 
réseau  («,  ^')  orthogonal,  en  y  faisant 

t=  A,        J,  =o, 
r,  =  o,  Tii  =  G. 

Epreuve  pratique.    —     On    considère    l'hélicoïde 

gauche  à  plan  directeur  H,   lieu  des  points  dont  les 

coordonnées  rectangulaires  X,  Y,  Z  sont  définies  par 

les  équations 

X  =  wcosp, 

Y  =  ttsînt', 

Z  =  ap, 

dans  lesquelles  u  et  v  désignent  des  variables  indépen- 
dantes et  a  une  constante. 

Un  trièdre  rectangle  Mxyz  se  meut  de  manière 
que,  dans  chacune  de  ses  positions,  l'arête  Mz  soie 
normale  en  M  à  la  surface  H  et  rareté  Mx  tangente 
à  la  courbe  (i^)  de  H  qui  passe  au  sommet  M. 

Exprimer  en  fonction  de  u  et  ^^  les  différentes  quan- 
tités $,  7i,  $1,  ri,,  p^  q,  /',  Pi,  qiy  r<  qui  figurent  dans 
les  formules  relatives  au  trièdre  mobile  considéré. 

Former  pour  la  surface  H  et  pour  chacune  des 
nappes  de  sa  développée  l'équation  des  lignes  de 
courbure  et  celle  qui  détermine  les  rayons  de  courbure 
principaux, 

MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

Epreuve  écrite.  —  Une  tige  homogène  pesante,  de 
longueur  /,  porte  à  ses  extrémités  deux  petits  anneaux 
polis  qui  glissent,  l'un  sur  un  axe  vertical  AB, 
l'autre  sur  une  parabole  verticale  ayant  pour  axe  AB. 

Tromper  la  position  d'équilibre  de  la  barre. 

L'équilibre  est-il  stable  ou  instable? 
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Examiner  les  deux  cas  où  la  parabole  touine  sa 
concavité  ^ers  le  bas  ou  vers  le  haut, 

Etudier  le  mouvement  de  cette  barre. 

Calculer  les  réactions  de  la  parabole  et  de  l'axe. 

Cas  particulier  oii  1  =  py  p  désignant  le  paramètre 
de  la  parabole. 

EpiEQVE  PRATIQUE.  —  Soieut  trois  axes  rectangu- 
laires Ox,  O^,  Oz.  On  trace  dans  le  plan  za  {fig»  i) 

Fig.  I. 


une  droite  AC  et  dans  le  plan  xf  une  parallèle  BD  à 
Vaxe  Ox. 

Une  droite  QR  glisse  sur  AC  et  sur  BD  en  restant 
toujours  parallèle  au  plan  zy. 

On  demande  de  déterminer  le  centre  de  gravité  du 
solide  homogène  compris  entre  les  trois  plans  xy^  yz, 
zXy  et  la  surface  engendrée  par  la  droite  mobile  QR. 

On  donne 

OA  =  b,        OB  =  b,        OG  =  c. 

Mkcamqde  appliquée. 

Epreuve  écrite.  —  1.  Déformation  du  rhom- 
boïde articulé  plan.  Pivots  à  réi^olution  complète. 
Représentation  analytique  de  la  déformation.  Cas 
particuliers. 

Nota.  —  On  n'admettra  aucun  résultat  relatif  à 
la  déformation  du  quadrilatère  quelconque. 
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II.  S|,  S2,  Ss,  S|  sont  quatre  corps  solides  articulés 
comme  il  suit  : 

S|  a  un  axe  fixe  A|  et  est  relié  à  Sa  par  un  axe  A  2 
perpendiculaire  àS\  et  le  rencontrant  enO^. 

S4  a  un  axe  fixe  A4  et  est  relié  à  83  par  un  axe  A| 
perpendiculaire  à  84  et  le  rencontrant  en  O4. 

Sa  et  S3  sont  reliés  par  une  articulation  sphérique 
de  centre  O  tel  que  00|  soit  perpendiculaire  à  Aa  et 
OO4  perpendiculaire  à  A3. 

Chercher  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'un  mouvement  de  rotation  de  sens  constant 
de  Si  autour  de  A^  produise  un  mouvement  de  rotation 
de  sens  constant  de  S4  autour  de  A4. 

Généraliser  dans  le  cas  où  V orthogonalité  de  00| 
sur  Aa  et  de  OO4  sur  A3  n'existerait  plus. 

Epreuve  pratique.  —  Une  poutre  articulée  droite 
ABCD,  formée  de  triangles  rectangles  isoscèles,  a  un 
point  fixe  en  A  (fig.  2).  Elle  est  articulée  en  C  à 


1000  Kg. 


une  tige  CE,  laquelle  est  articulée  en  un  point  fixe  E 
choisi  de  façon  que  la  poutre  soit  inclinée  à  45**  et 
que  la  tige  CE  soit  horizontale.  Déterminer  les  réac- 
tions et  tensions  du  système  sous  l'action  d^un  poids 
de  1 000^8  attaché  en  B  en  négligeant  le  poids  propre 
des  barres. 

On  construira  V épure  à  l'échelle  de  i"^^  par  ioo*'B. 
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Astronomie  ou  Mécanique  céleste. 

Epreuve  écrite.  —  Précession  des  éguinoxes ;  nu- 
talion.  Définitions  ;  ^valeurs  numériques  des  arcs  et  des 
angles  qui  interifiennent  dans  la  représentation  de  ces 
phénomènes. 

Précession  annuelle  en  ascension  droite  et  en  dé- 
clinaison ;  formules  qui  la  représentent. 

Coordonnées  moyennes  d'un  astre. 

Ayant  les  coordonnées  moyennes  d'un  astre  au 
commencement  d^ une  certaine  année,  comment  trouvée- 
t'On  les  coordonnées  vraies  de  cet  astre  à  une  date 
quelconque  ? 

Epreuve  pratique.  —  Une  hauteur  du  bord  infé- 
rieur  du  Soleil  a  été  mesurée  à  Toulouse,  dans  la  ma- 
tinée,  et  trouuée  égale  à 

48'53'55', 

la  température  étant  de  2 3**  et  la  pression  atmosphé- 
rique de  742"".  On  demande  l^ heure  vraie. 

Données  : 

Latitude  du  lieu,  \=  43^36'45". 
Déclinaison  du  centre  du  Soleil  tirée  des  éphémé- 
rides,  8=  18*»  16' 36''. 

Demi-diamètre  du  Soleil  =  1 5'  5 1",  5. 
Formule  de  réfraction 


R=6o',6-2 î — :tang«, 

*     760  I  4-  a  /        ^    ^ 


0.  =  o,oo366. 
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ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEIRE  (CONCOURS  DE  1900) 
MATHÉMATIQUES. 

Solution  géométrique  par  M.  V.  RETALI  (»). 


L*ëquation  de  la  courbe  écrite  sous  la  forme 

(I)  x(x  -{-  iy){x  —  iy)  =  a^z^ 

mon  ire  que  la  cubique  a  trois  de  ses  points  d'inflexion  sur 
la  droite  à  Tinfini  x  =  o^  dont  deux  tombent  en  les  points 
circulaires  et  Tautre  est  le  point  h  TinOni  j/-*  de  Taxe 
x  =  o.    Les  droites  isotropes  issues  de  l'origine  O  et 


l'axe  des  y  sont  les  tangentes  stationnaircs  correspon- 
dantes, autrement  dit  :  le  point  O  est  le  foyer  triple  réel 
de  la  cubique,  et  x  =  o  en  est  rasjniptole  réel. 

Les  centres  des  cercles  d'inversion  de  la  cubique  sont 
ses  points  de  contact  avec  les  tangentes  parallèles  à 
Tasymptote,  mais^*  étant  un  point  d'inflexion,  l'un  de 
ces  quatre  centres  el^*  et  les  trois  autres  sont  les  points 


(')   Voir  renoncé.  1900,  p.  i^o. 
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OÙ  la  cubique  est  coupée  par  la  polaire  harmonique  du 
point  d'inflexion  y*,  c'est-à-dire  par  Taxe  de  symétrie 
y  =  o.  Si  e  est  une  racine  complexe  de  4-  i  les  abscisses 
des  centres  d'inversion  propres,  que  nous  appelons  R, 
P,  Q,  sont  respectivement  a,  ae,  aç?. 

Les  coniques  polaires  des  quatre  centres  d'inversion 
j^*,  R,  Q,  P  sont  les  polaires  réciproques  des  quatre 
coniques  focales  par  rapport  aux  cercles  d'inversion  cor- 
respondants :  la  première  se  décompose  en  Tasjmptote 
d'inflexion  x==o  et  en  la  polaire  harmonique  de  y*^ 
qui  est  y  =  o;  la  conique  polaire  de  R  est  l'ellipse 

que  nous  appellerons  C^;  les  deux  autres,  savoir  les 
coniques  polaires  de  Q  et  P,  sont  des  ellipses  imaginaires 
de  la  deuxième  espèce  C'*,  G"^  dont  on  obtient  les  équa- 
tions en  posant  celle  de  C^ae  et  ae^  à  la  place  de  a. 

Le  cercle  réel  d'inversion  ayant  son  centre  en  R,  que 
nous  appellerons  K^,  coupe  la  conique  polaire  corrcs- 
pandante  C^  en  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  à  la  cubique  de  son  point  R  :  en  prenant  R  pour 
pôle,  les  équations  polaires  de  la  cubique  et  de  C^ 

p'cos6  -+-  ap'(i  -f-  2cos*6)  -H  3a*p  cos8  =  o, 
ap»(i  -I-  2Cos*6)  -H  6a'p  cosO  =  o 

donnent  p  =  ay^3,  qui  est  le  rayon  de  K^.  Des  quatre 
cercles  d'inversion  de  la  cubique,  l'un  (celui  dont  y*  est 
le  centre)  se  décompose  donc  en  l'axe  Ox  et  la  droite  à 
l'infini  ;  un  est  réel,  a  son  centre  en  R  et  le  rayon  a  y/3  ; 
les  deux  autres  K^,  K^  sont  imaginaires  de  la  deuxième 
espèce,  ont  respectivement  les  centres  Q  et  P  et  les 
rayons  fl 6^/3,  az^\/ï. 

Considérons  maintenant  le  cercle  K^  et  la  conique 
polaire  correspondante  C^;  sur  chaque  rayon  issu  de  R 

Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  I.  (Mai  1901.)  l5 
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les  deux  autres  points  a^,  0L2  de  la  cubique  sout  réci- 
proques par  rapport  au  cercle,  et  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  points  R  et  A  de  C^.  La  cubique  est 
dans  la  courbe  qui  correspond  à  l'ellipse  C^  par  la 
transformation  plane  double  quadratique  spéciale  dontR 
est  le  pôle,  et  K^  est  à  la  fois  conique  double  et  conique 
limite. 

Si  (j:,  y)  sont  les  coordonnées  rectangulaires  de  A, 
en  prenant  R  pour  origine  et  posant  ay/3  =  2,  les  for- 
mules de  la  transformation  double  sont 

(  3  )  :r  :  j  :  I  =  2  r*  {  :  2  r*  r^  :  J*  -i-  r,*  -h  r', 

{3  bis)        Ç  :  T)  :  I  =     rx:      ry  :  rài^r^-^  x^—y^. 

A  une  droite  ux  '\-  \\y  -+-1  =  0  décrite  en  le  plan 
double  pair  le  point  A(x,^)  correspond  dans  le  plan 
simple  le  cercle 

•jLr^(ui  H-  i'rj-+-  $5 -h  T^«-+-  /'î=  o 

qui  coupe  orthogonalement  le  cercle  d*inversîon  K^  sur 
la  droite.  Les  coniques  dégénérées  du  plan  simple  cor- 
respondent aux  droites  issues  de  R  (les  mêmes  droites 
avec  la  droite  à  Tinfini)  et  aux  droites  tangentes  à  K^ 
(les  points  de  contact  considérés  comme  cercles-points). 
Les  droites  du  plan  simple  se  transforment  en  des 
coniques  biiangenles  à  K'^  menées  par  R;  les  courbes 
du  plan  double  de  Tordre  n  ayant  un  point  At^^p**  en  R 
donnent  des  courbes  anallagmatiques  de  Tordre  2/1  —  k 
avec  un  point  (n  —  /r)"?***  en  chacun  des  points  circu- 
laires à  Tinfini.  En  particulier  une  conique  C^  du  plan 
double  est  transformée  en  une  quartique  bicirculaire  ou 
bien  en  une  cubique  circulaire,  selon  que  C^  passe  ou 
ne  passe  pas  par  R.  Les  quatre  centres  d'înversion  de  la 
quartique  on  de  la  cubique  sont,  outre  K^,  les  trois 
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autres   coupaul  orlliogonalcmeiit  K^   sur  les  cotés  du 
triangle  conjugué  commun  à  K^  et  C^  (^  ). 

La  cubique  (i)  est  Teuveloppe  des  cercles  coupant 
ortbogonalement  le  cercle  K^  sur  les  tangentes  de  Tel- 
lipse  (2)  ou  bien,  ce  qui  est  la  mùme  chose,  J'enveloppe 
des  cercles  orthogonaux  à  K^  et  dont  les  centres  tombent 
sur  la  polaire  réciproque  de  C^  par  rapport  à  K*.  Ana- 
loguement  pour  les  deux  autres  couples  de  coniques 
(imaginaires  de  la  deuxième  espèce)  K, ,  C'^  et  K^,  C"*. 
Ces  trois  polaires  réciproques  (coniques  focales,  diffé- 
rentes) sont  des  paraboles  avec  le  foyer  eu  O  ;  Téquatiou 

de  celle  réelle  est 

y^=  9.a.r  -h  3rt*, 

les  deux  autres  sont  imaginaires  de  deuxième  espèce,  etc. 

Si  A  est  un  point  arbitraire  de  C^  et  a  la  tangente  cor- 
respondante, le  cercle  orthogonal  àK-  correspondant  à  a 
est  bitangent  à  la  cubique  en  les  deux  points  aj,  a2  :  les 
lieux  des  centres  des  cercles  bitangents  à  la  cubique 
sont  donc  Taxe  Ox  et  les  trois  paraboles  focales. 

Par  les  formules  (3)  ou  par  la  Géométrie  élémen- 
taire (^)  on  voit  aisément  que  le  milieu  jjl  du  seg- 
ment oLiCL.2  est  réciproque  de  A  par  rapport  au  cercle 
d'inversion  K^,  donc  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de 
contact  concourantes  en    R   est  la   courbe   inverse  de 


(  *  )  Pour  l'étude  élémentaire  de  celte  transformation  double  spé- 
ciale, dont  M.  Darboux,  Bcltrami,  M.  Killing  et  autres  ont  fait  des 
applications  importantes,  on  peut  consulter  les  §§  1-8  de  mon  Mémoire 
Sur  le  double  contact,  etc.  (  Soc.  royale  des  Sciences  de  Liège, 
2-  série,  t.  XVIII). 

(*  )  Les  deux  points  a,  a,  étant  réciproques  par  rapport  au  cercle  K' 
el  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  0\,  nous  avons 

^  ^  r^  ^      ^  <.  ^  "  '  «Ou. 

Oa.-0a,=  30^,         0,,0,,--r-,         ^- .._  +  _.  _3^ 

et  par  suite 

0|xOA  =  /-'. 
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l'ellipse  C^  par  rapport  à  K*,  ou,  si  Ton  veut,  la 
podaire  par  rapport  à  R  de  la  parabole  focale  réelle. 
Elle  est  donc  une  cubique  circulaire  rationnelle  (con- 
choïde  slusienne)  avec  le  point  double  (isolé)  eu  R, 
asymptote  à  l'axe  du  segment  OR/  ....  Le  lieu  des 
milieux  des. cordes  de  contact  relatives  au  pôle  ^*  est 
évidemment  Taxe  Ox, 

Considérons  maintenant  deux  cordes  de  contact  a«  a2, 
P<  p2  qui  concourent  en  le  même  centre  d'inversion, 
par  exemple  en  R,  et  soient  Â  et  B  les  points  (autres 
queR)  où  les  droites  |ai  aal,]  ^i  P2I  coupent  TellipseC^  : 
les  quatre  points  de  contact  ai ,  a2,  ^1 ,  ^2  tombent  évidem- 
ment sur  le  cercle  correspondant  à  la  droite  |AB|  qui 
coupe  ortliogonalemeut  le  cercle  d'inversion  K2  sur  la 
droite  |AB|. 

Si  I,  J,  X  sont  trois  points  collinéaires  d'une  cubique 
et  I,  2,  3,  4  les  intersections  de  la  courbe  avec  une 
conique  menée  par  IJ,  les  trois  couples  de  côtés  opposés 
du  quadrangle  complet  (i,  2,  3,  4)  coupent  à  nouveau 
la  cubique  en  trois  couples  de  points  alignés  avec  X 
(corollaire  du  théorème  de  Carnot);  en  faisant  coïn- 
cider le  point  I  avec  2  et  3  avec  4  et  prenant  pour  IJ  les 
points  circulaires  à  l'infini,  nous  avons  le  théorème  : 

Si  un  cercle  est  bitangent  à  une  cubique  circulaire, 
la  droite  qui  unit  les  tangentiels  des  points  de  contact 
est  parallèle  à  V asymptote  réel. 

Cela  posé,  les  deux  points  de  contact  avec  la  cubique 
d*un  cercle  bitangent  étant  alignés  avec  un  centre  d'in- 
version, par  un  point  arbitraire  Mo  de  la  courbe  passent 
quatre  cercles  bi tangents,  et  si  les  droites  |  MoR| ,  |  M oj^*| 
recoupent  la  cubique  respectivement  aux  points  Mo 
et  M|,  les  cordes  de  contact  des  deux  cercles  bitangenis 
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réels  qui  passent  par  Mo  sont  MoM^  et  M0M4.  Les  tan- 
genliels  de  Mo  et  M3  étant  placés  sur  une  parallèle  à 
l'asymptote  sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe  Ox, 
mais  le  point  symétrique  du  tangentiel  de  Mo  est  le 
tangentiel  deM|,  donc  M|  et  M2  ont  même  tangentiel. 
Les  droites  |MoP|,  |MoQ|  imaginaires  conjuguées  vont 
recouper  la  cubique  aux  points  Ms,  M.t  et  les  cordes  de 
contact  des  deux  cercles  imaginaires  de  la  deuxième 
espèce  qui  passent  par  Mo  sont  |  M0M3 1  et  M0M4. 
Par  la  substitution  linéaire 

réqoatioQ  de  la  cubique  est  ramenée,  supprimant  les 
accents,  à  la  forme  cauouique 

JJ.J  _^_ ^3  _  2  a*  -3»  =  o, 

Pinvariaut  S  est  nul  et,  par  suite,  la  cubique  est  équi- 
anharmonique,  ^a  hessienne  se  réduit  à  ûtyz  =  o  et  les 
coordonnées  du  tangentiel  (x\y')  de  (x^y)  sont 

x':y:i  =  x{y^-h  ia^)  :  — ^(a:»-+-  2a»)  :(ar»  — ^5); 

*i(^Oî  yo)  sont  les  coordonnées  de  M©,  celles  du  lan- 
geniiel  de  M|  (a:©,  — yo)  seront 

(4)    ar';y  :  i  =  aro(2a»  — ^J):^o(2a'-f-arJ):(a7j— ^î) 

et  ne  changent  pas  si  Ton  pose  ^ s  ou  a e^  au  lieu  de  a; 
les  tangentiels  des  quatre  points  M,,  Mj,  M3,  M4  coïn- 
cident donc  en  le  point  (4).  La  cubique  est  aussi  le  Heu 
des  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  Mo  au 
faisceau  de  coniques  (  M|»  Ma,  M3,  M4),  .... 

La  propriété  que  la  cubique  soit  équianharmonique 
résulte  aussi  de  ce  que  le  faisceau  des  quatre  tangentes 
issues  du'point  d'inflexion  j^*  coupe  Taxe  Ox  aux  quatre 
points  O,  R,  F,  Q  formant  un  groupe  équianharmo- 
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nique.  Des  trois  côlés  du  Irilalère  sizygétique  formant 
la  hessienne,  l'un  est,  comme  nous  Favons  déjà  vu,  la 
droite  à  l'infini  et  les  deux  autres  sont  les  diagonales  du 
rectangle  circonscrit  à  l'ellipse  C*;  les  coordonnées  rec- 
tangulaires des  six  autres  points  d'inflexion  sont  donc 

07  =  — ôjA7,         ^=dz-Ôy^, 

où  0  est  une  racine  cubique  de  H-  i . 

Déterminons  maintenant  les  foyers  de  la  cubique. 
Nous  avons  déjà  vu  que  l'origine  O  est  un  fo^^er  triple 
réel  (foyer  nonuple),  ce  que  l'on  pouvait  aussi  déduire 
de  ce  que  O  est  le  foyer  des  paraboles  focales;  les  quatre 
foyers  placés  sur  le  même  cercle  d'inversion  sont  les 
intersections  dé  ce  cercle  avec  la  parabole  focale  corres- 
pondante ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  les  points  de 
contact  du  cercle  d'inversion  avec  les  tangentes  qu'il  a 
en  commun  avec  la  conique  polaire  de  son  centre.  Eu 

dénotant  par  V  (OV  =  —  -  j  le  sommet  de  la  parabole 
focale  réelle  P^,  par  N  l'autre  sommet  de  C^  sur  le  petîl 
axe  (OiN=  —  a)^  par  r  et  n  les  tangentes  à  C*  en  R 
et  N,  les  cordes  réelles  communes  à  K^  et  P^  sont  r  et  n. 
Deux  des  quatre  foyers  placés  sur  K^  sont  les  extré- 
mités du  diamètre  r  de  R^,  que  nous  appellerons 
F|,  F2,  et  les  deux  autres,  imaginaires  conjugués,  sont 
les  intersections  de  la  tangente  n  k  d^  avec  le  cercle- 
point  O.  Si  F3  est  le  point  symétrique  de  O  par  rap- 
port à  N(0F3=— aa),  comme  F3  et  O  sont  les 
an li points  des  deux  foyers  imaginaires  placés  sur  K*, 
les  quatre  foyers  sur  l'axe  Ox  sont  O,  F  et  les  deux 
imaginaires  conjugués  où  l'axe  est  coupé  parle  cercle- 
point  F|.  Nous  pouvons  en  conclure  que  les  trois  foyers 
simples  réels   sont  les  sommets  du  triangle  équilatère 
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F1F2F3  (décrit  sur  le  diamètre  F|  F^  du  cercle  d'inver- 
sion réel)  dont  le  barycentre  O  est  le  foyer  nonuple; 
les  six  foyers  simples  imaginaires  sont  marqués  par  les 
cercles-points  Fj ,  Fj,  F»,  sur  les  médianes  ^  les  six  foyers 
triples  imaginaires  sont  marqués  par  le  cercle-point  O 
sur  les  côtés  du  triangle  symétrique  de  FiF^Fj  par  rap- 
port à  O. 

Le  cercle  décrit  sur  F3II  comme  diamètre,  inverse  de 
Tasymptote  par  rapport  au  cercle  K^,  a  au  point  R  un 
contact  quartiponctuel  avec  la  cubique  et  rencontre  K^ 
aux  deux  foyers  réels  de  C*.  Les  deux  points  imagi- 
naires conjugués  Q,  P  de  la  cubique  sont  marqués  sur 
Taxe  Ox  par  le  milieu  ©2  du  segment  F|  F»  considéré 
comme  cercle-point  et,  comme  Tangle  Rf2Fa  est  ->  on 

retrouve  autrement  que  le  groupe  (ROPQ)  et  par  suite 
aussi  la  cubique  sont  équianharmoniques  [c/.  Laisant, 
Recueil  de  problèmes  (Geom.  analyt,,  n"  5)]. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


434. 

(  1858,  p.  1M6. ) 

L'équation 

n             ,       n(n  —  i)            .                 n 
CoX'*  =  -  Cl  a:"-»  H ; c^x»-*  -4-  . . .  -i c«~i  j?  H-  c„  =  o 

a  au  moins  autant  de  racines  imaginaires  que  l'on  trouve 
de  variations  de  signes  dans  la  suite 

Cl^      C{— CoCj,      c*— C|C3,^      ...,      cl-^  —  Cn-tCn,      tj- 

(Newton.) 

La  démonstration  d'Euler  (Introduction  à  l'Analyse 
infinitésimale  )  n  'est  pas  sat isfaisan te,  (  Gexocchi .) 
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NOTE 
Par  M.  A.  Boulangkr. 

Ce  théorème,  énoncé  sans  démonstration  par  Newton 
(Arithmetica  univer salis) ^  a  été  démontré  avec  rigueur  par 
Sylvester  en  1871  (Transactions  of  the  Royal  Irish  Aca- 
demy  et  Philosophical  Magazine),  Sa  démonstration  est 
aujourd'hui  devenue  classique,  au  moins  à  l'étranger  [Pe- 
TER8EN,  Théorie  des  équations  algébriques,  trad.  Laurent, 
p.  192;  Weber,  Traité  d* Algèbre  supérieure,  trad.  Griess, 
p.  364  (Gauthier-Villars,  éditeur)]. 

445. 

(I8U.  p.  «b3.) 

Si  dans  un  déterminant  d'ordre  n  on  efface  tous  les 
termes  qui  renferment  au  moins  deux  éléments  de  l'une 
quelconque  des  deux  diagonales  ou  d*une  parallèle  à  ces 
diagonales,  quel  est  le  nombre  des  termes  restants? 

Note 
Par  M.  C.-A,  Laisant. 

En  représentant  par  aibjCk..,  l'un  quelconque  des  ternies 
du  déterminant,  et  en  considérant  la  permutation  figurée 
//<:.. .  sur  un  échiquier  de  /i*  cases,  il  devient  évident  que  le 
problème  proposé  n'est  autre  que  celui  des  n  reines  : 

Sur  un  échiquier  de  /i*  cases,  placer  n  reines  qui  ne 
soient  pas  en  prise  réciproque,  et  déterminer  le  nombre 
de  ces  différentes  dispositions. 

Le  problème  des  n  reines  a  fait  l'objet  de  nombreuses 
recherches.  Nous  ne  le  croyons  pas  résolu,  et  il  nous  semble 
même  douteux  que  l'on  arrive  à  le  résoudre  d'ici  longtemps 
dans  ^  généralité. 

Il  a  été  posé  pour  n  =  8,  dans  la  question  231  et  d'une  façon 
générale  dans  la  question  963,  avec  laquelle  l'énoncé  445  peut 
être  considéré  comme  faisant  double  emploi,  malgré  la  difle- 
rence  de  la  rédaction. 
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495. 

(18S9.P.  444.) 

Une  courbe  C/,  de  degré  n  et  une  conique  Cj  sont  données 
dans  le  même  plan;  on  prend  la  polaire  d'un  point  quel- 
conque situé  sur  Cnpar  rapport  à  la  conique  Ct;  soient  V 
et  Q  les  points  d'intersection  de  cette  polaire  sur  la  conique, 
le  degré  du  lieu  du  point  d'intersection  des  deux  nor- 
males menées  en  'P  et  Çl  à  la  conique  ne  dépasse  pas  3  n, 

(  Desboves.) 
solution 
Par  M.  B.  Cluzeau,  élève  au  Collège  Stanislas. 

Je  me  propose  de  déduire  ce  théorème  du  suivant,  énoncé 
aussi  par  Desboves  :  Si  un  point  décrit  une  normale  à  une 
conique,  les  pieds  des  trois  autres  normales  menées  de  ce  point 
sont  les  sommets  d'un  triangle  dont  les  côtés  enveloppent  une 
parabole. 

Considérons,  en  eifet,  une  normale  fixe  MN  à  une  conique 
à  centre  et  soient  C,  D,  E  trois  points  de  la  conique,  tels  que 
les  normales  en  ces  points  se  coupent  sur  MN;  le  pôle  ni  de  la 


corde  MC  est  sur  la  tangente  MT,  la  corde  MG  étant  donnée 
ou  son  pôle,  on  peut  construire  la  corde  DE.  Remarquons  pour 
cela  que  les  coniques  circonscrites  au  quadrangle  MODE  dé- 
terminent sur  AA'  une  involution  dont  AA'  et  cd  sont  deux 
couples;  la  considération  de  l'hyperbole  d'Apollonius  du 
faisceau  montre  que  le  point  O  est  le  point  central.  On  a,  par 
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suite, 

Oc.Orf^OA.OA'. 

Si/?  désigne  la  projection  de  m  sur  A  A',  on  a 

Op. Oc  =  ÔÂ', 
par  suite 

Od  =  —  Op. 
On  aurait  de  même 

Oe=-'Oq; 

la  droite  ED  est  donc  la  symétrique  par  rapport  à  O  de  la 
droite  qui  joint  les  projections  sur  les  axes  du  point  /n. 
Lorsque  le  point  de  concours  des  normales  en  D  et  E  décrit 
MN,  MG  tourne  autour  de  M,  m  décrit  MT  et  pq  enveloppe 
une  parabole  tangente  aux  axes;  la  droite  DE  enveloppe  donc 
la  parabole  symétrique  par  rapport  à  0. 

Cette  démonstration  est  due  à  M.  E.  Duporcq  {Prem.princ. 
de  Géom,  moderne). 

Ceci  posé,  pour  obtenir  le  degré  du  lieu  de  S,  il  suffit  évi- 
demment de  compter  combien  de  points  de  ce  lieu  se  trouvent 
sur  une  droite  quelconque,  par  exemple  sur  une  normale  MN 
à  Gj.  A  cette  normale  correspond  une  parabole  ir,  enveloppe 
des  cordes  telles  que  les  normales  à  Gj  en  leurs  extrémités  se 
coupent  sur  MN;  donc,  pour  qu'une  corde  de  la  conique  G^ 
fournisse  un  point  du  lieu  situé  sur  M^,  il  faut  d'abord  que 
cette  corde  soit  tangente  à  la  polaire  réciproque  de  la  courbe 
donnée  par  rapport  à  la  conique;  ensuite,  ou  qu'elle  passe  par 
le  point  M,  ou  qu'elle  soit  tangente  à  la  parabole  t:,  qui  cor- 
respond à  MN.  Il  y  a  /i  cordes  de  la  conique  satisfaisant  à  la 
première  et  à  la  deuxième  condition;  il  y  en  a  'in  satisfaisant 
à  la  première  et  à  la  troisième,  donc,  en  général,  3n  points 
sur  MN.  Le  degré  de  la  courbe  lieu  de  S  est  donc,  en  général, 
triple  de  celui  du  lieu  G»  donné. 

549. 

(1860,  p.  40&.) 
NOTE 

Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Gctle  question  a  été  résolue  dans  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques  (a*  série,  t.  III  p.  23;  1864 )  par  M.  Cremona. 
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Cette  question  540  fait,  en  effet,  double  emploi  avec  les 
questions  563  et  564  de  M.  Faure  démontrées  par  M.  Gremona. 

563.  La  courbe  du  troisième  ordre  qui  passe  par  les  six 
sommets  d'un  quadrilatère  complet  et  par  les  pieds  des  hau- 
teurs du  triangle  formé  par  ses  diagonales  passe  par  les  points 
circulaires  à  l'infini. 

564.  Cette   courbe    est    le    lieu    des   foyers   des    coniques 
^inscrites  dans  le   quadrilatère  et  rappelle  le  cercle  dans  la 

théorie  des  courbes  du  troisième  ordre. 

1685. 

I  W*,  p.  59*.  ) 

//  existe  une  infinité  de  triangles  T  qui  sont  à  la  fois 
circonscrits  à  une  ellipse  E  et  inscrits  à  un  cercle  concen- 
trique C,  le  rayon  de  C  étant  égal  à  la  demi-somme  (ou  à 
la  demi-différence)  des  axes  de  E. 

La  somme  des  carrés  des  côtés  de  tous  les  triangles  T 
est  constante.  (E,-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  G.  Foxtené. 

Les  invariants  des  deux  coniques 

sont  (voir  Salmon,  Sections  coniques) 

^==ïïi^'  ^  =  7^^ ' 

A  =  —  U-,  W   =   — T- ' 

a- 6* 
La  condition  bien  connue  B'  —  { A0'  =  o  donne 

\\i--={a-±ù)^, 

de  sorte  que  l'énoncé  doit  être  complété  par  les  mois  placés 
dans  une  parenthèse;  les  deux  cercles  obtenus  sont  les  cercles 
de  Chasles  de  l'ellipse  E. 
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La  seconde  partie  de  l'énoncé  peut  être  précisée  comme  il 
suit  :  En  supposant,  par  exemple, 

on  a,  H  étant  Torthocentre  du  triangle  ABC, 
OH  =  a  — 6, 

de  sorte  que,  le  triangle  ABC  restant  circonscrit  à  l^ellipse  E 
et  inscrit  à  l'un  de  ses  cercles  de  Chasles,  V orthocentre  H 
décrit  le  second  cercle  de  Chasles  de  cette  ellipse;  si  Ton 
écrit 

R       OH  ^       R        OH 

11  11 

on  peut  dire  que  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC 
reste  tangent  aux  deux  cercles  principaux  de  l'ellipse  Ë;  enfin 
un  dernier  énoncé  est  celui-ci  :  Le  centre  des  moyennes  dis- 
tances G  du  triangle  ABC  décrit  un  cercle  de  centre  O  et  de 

rayon  — - — •  Sous  cette  forme,  le  théorème  est  un  cas  très 

particulier  du  théorème  suivant  qui  est  connu  :  Si  un  polygone 
de  n  côtés  reste  circonscrit  à  une  conique  S  et  inscrit  à  une 
conique  S',  le  centre  des  moyennes  distances  des  sommets 
décrit  une  conique  homothétique  à  la  conique  circonscrite  S'. 
{Bulletin  de  la  Société  Mathématique  y  t.  XXVI,  p.  98,  Note 
de  M.  R.  Bricard.  Dans  le  Tome  XVII  du  même  recueil, 
page  71  f  M.  G.  Humbert  a  indiqué  dans  quelles  conditions  le 
centre  des  moyennes  distances  reste  fixe;  les  triangles  circon- 
scrits à  une  conique  2  et  inscrits  à  l'un  de  ses  cercles  directeurs 
donnent  un  exemple  de  ce  cas;  l'orthocentre  est,  en  effet,  au 
second  foyer.  On  peut  observer  que  les  triangles  de  la  question 
actuelle  sont  égaux  à  ceux  qui  viennent  d'être  mentionnés, 
les  quantités  a  +  6  et  a  —  6  de  la  question  actuelle  étant  les 
quantités  ia  et  ic  relatives  à  la  conique  £.) 

J'indique  en  terminant  la  propriété  suivante,  que  j'ai  ren- 
contrée dans  des  recherches  non  encore  publiées  : 

En  désignant  par  M,  N,  P  les  milieux  des  côtés  du 
triangle  ABC,  par  a,  p,  y  l^s  pieds  des  hauteurs,  et  par  R, 
S,  T  les  points  de  contact  de  V ellipse  avec  les  côtés  du 
triangle  y  on  a 

MR=Ma,        NS  =  Np,        PT=Py; 
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il  en  résulte  que  les  normales  à  Tellipse  au\  points  R,  S,  T 
sont  concourantes,  ou  encore  que  trois  des  normales  menées 
du  point  H  à  Tellipse  sont  les  hauteurs  du  triangle  ABC. 

1783. 

(  «OT,  p.  4»4.) 

Étant  donnés  deux  tétraèdres  dont  les  sommets  sont  les 
huit  points  communs  à  trois  quadriques,  on  leur  circon* 
scrit  deux  quadriques  tangentes  entre  elles  en  tous  les 
points  d'une  courbe  plane  :  enveloppe  du  plan  de  cette 
courbe,  (E.  Duporcq.) 

SOLUTION 

Par  M.  B.  Cluzeau,  élève  au  Collège  Stanislas. 

Hesse  a  donné  le  théorème  suivant  :  Lorsque  deux  tétraèdres 
sont  conjugués  à  une  méitie  quadrique,  leurs  huit  sommets 
sont  les  points  communs  aux  quadriques  d'un  réseau  ponctuel, 
et  réciproquement. 

Il  résulte  de  la  réciproque  que  deux  quadriques  respective- 
ment circonscrites  aux  tétraèdres  donnés  sont  harmonique- 
ment  circonscrites  à  une  quadrique  fixe,  ainsi  que  les  qua- 
driques du  faisceau  qu'elles  déterminent;  si,  en  particulier,  les 
deux  quadriques  considérées  sont  tangentes  entre  elles  en  tous 
les  points  d'une  conique,  le  plan  de  celle-ci  est  tangent  à  la 
qaadrique  fixe.  Donc  : 

L'enveloppe  demandée  est  la  quadrique  conjuguée  aux  deux 
tétraèdres  donnés. 

1812. 

(  1899,  p.  xoo.  ) 

Les  plans  osculateurs  à  une  cubique  en  trois  de  ses 
points  a,  b  et  c,  coupent  le  plan  abc  suivant  des  droites  con- 
courantes. (E.  Duporcq.) 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Droz-Farny. 

La  proposition  donnée  par  M.  Duporcq  est  bien  connue  ;  voir, 
par  exemple  : 
Chasles,  Comptes  rendus,  tome  XLV,  page  189;  1857. 


Digiti 


zedby  Google 


(  a38  ) 
ScHROBTBR,    Théorie  der  Oberjldchen  zweiter  Ordnungj 
page  229. 

1813. 

4iM9,  p.  100.) 

Soient  ai,  aj,  a^  et  «4  les  pieds  de  quatre  normales  con- 
cordantes menées  à  une  conique  C  : 

1°  Dans  chacun  des  triangles  T,  tels  que  a^,  a^j  a^,  on 
peut  inscrire  une  conique  A  ayant  les  mêmes  axes  de  symé- 
trie que  C\ 

a"  Les  quatre  coniques  Ai,  Aj,  A3  et  A^sont  circonscrites 
à  un  même  quadrilatère; 

3**  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  admettant  pour 
sommets  des  points  de  contact  des  coniques  A  avec  les  côtés 
du  triangle  T  passent  par  un  même  point. 

(E.  DUPORCQ.) 
SOLUTION. 

Par  M.  A.  Vacquant. 

I*  Soient  Ox,  Oy  les  axes  de  C;  je  considère  l'hyperbole 
d'Apollonius  ai,  a^,  aj,  a^  ou  H.  Les  deux  triangles  a^,  a^,  a^ 
et  Oa:«,  y^  sont  inscrits  dans  H;  donc  ils  sont  conjugués  par 


rapporta  une  conique  T  quia  dès  lors  pour  axe  Oxj  Oy.  SoitAj 
la  polaire  réciproque  de  G  par  rapport  à  T;  la  conique  Ai  a 
pour  axes  Ox,  Oy  et  est  inscrite  dans  le  triangle  atO^ai,. 

a"  Les  quatre  coniques  A,,  A»,  Aj,  A^  sont  circonscrites  à  un 
même  quadrilatère.  En  effet,  le  centre  a>  de  l'hyperbole  d'Apol- 
lonius H  appartient  à  ces  quatre  coniques  coaxiales  (propriélé 
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connue  rappelée  dans  la  Note  précédente,  II).  Les  symé- 
triques ctfi,  a>t  et  tt>'  de  co  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy  et  au 
point  O  appartiennent  aussi  à  ces  quatre  coniques  qui  sont, 
par  suite,  circonscrites  à  un  môme  quadrilatère  coa>ia>'u>t. 

3*"  Soient  bt,  à^,  b^  les  points  de  contact  des  côtés  du 
triangle  a^ata^  avec  la  conique  Ai;  l'hyperbole  d'Apollo- 
nius H  est  harmoniquement  circonscrite  à  la  conique  Ai;  car 
le  triangle  Ox^y^  est  inscrit  dans  H  et  conjugué  à  Ai  ;  alors 
la  polaire  b^bt  de  a^  par  rapport  à  Ai,  coupe  H  et  Ai,  en 
des  points  conjugués  harmoniques;  on  voit  ainsi  que  le 
triangle  61^164  est  conjugué  à  H;  donc  (théorème  de  Faure), 
le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  passe  par  le  centre  (u  de  H. 

1815. 

(  189»,  p.  148.) 

Démontrer  que  i* expression 

I  —  a^-h  a*  — ...  -h  a^P  = 

a* -H  I 

peut  toujours  être  mise  sous  la  forme  de  la  somme  de 
deux  carréSf  et  qucy  si  a  est  un  nombre  entier,  les  deux 
carrés  en  question  sont  aussi  entiers,       (C.-A.  Laisant.) 

.    SOLUTION 

Par  M.  GiAcoMO  Gandido,  à  Pise. 

Indiquons  par  :r*  et  y^  les  deux  carrés  dans  lesquels  on  doit 
démontrer  qu'on  peut  décomposer  Texpression  donnée.  Alors 
on  aura 

On  peut  écrire  cette  équation  des  deux  manières  suivantes  : 

(I)  {ax—-yy-h{a-Jrayy  =  aW'-Hi-hi, 

(II)  (x-{-ayy-\-(ax-\-y)^  =  a*P+«-+-i. 

De  la  relation  (I),  par  identification,  on  déduit  les  deux 
systèmes  : 
"  j  X     -\-ay  =  a^P+i, 

{  ax  —  y   :^i, 

(.)  !"  ^"-^^^^ 

(  ax —  y   '—  a^P-^K 
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qui  donnent  respectivement 

a*/*-»  -f-  a 
a*--hi 

(»  )  { 


r  = 


Chacun  de  ces  systèmes  de  valeurs  satisfait  à  la  première 
partie  de  la  question  proposée.  En  outre,  on  voit  facilement 
qu'en  distinguant  les  deux  cas  de  p  pair  et  de  p  impair,  on 
trouve  que  toujours  une  des  valeurs  (i')  ou  (2')  est  une  expres- 
sion entière,  et  précisément  les  valeurs  (T)  pour/7  pair  et  les 
valeurs  (a')  pour/7  impair  sont  entières;  c'est  ce  qui  démontre 
la  seconde  partie  de  la  question  proposée. 

On  pouvait  commencer  la  solution  de  la  question  par 
l'équation  (II),  mais  on  serait  retombé  sur  les  résultats  déjà 
trouvés. 

Note,  —  Si  l'on  pose 

X  = ,  V  =  a , 

on  vérifie  aisément  que 

Si  a  est  un  nombre  entier,  il  en  est  de  même  de  x  et  de/. 

Corollaire,  —  Tous  les  nombres 

990  ï  »    9900990 1  »    99009900990 1 ,     . . . , 

sont  décomposables  en  une  somme  de  deux  carrés. 

(C.-A.  L.) 
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LIBRAIRIK    GAUTHIER-VILLARS. 


LAPLAGE.  —  Œuvres  complètes  de  Laplace,  publiées  sous  les  auspices 
'le  rAcadéniio  des  Sciences  pai*  les  Sccrctaires  perpétuels,  di\acùi  con-- 
•vuirs  tic  PuiseiLv,  Membre  de  l'Inslitiil,  do  I\  Tisserand,  Membre  de 
.'htslilnl,  de  y.  flinicly  Professeur  à  la  FaculltWIes  Sciences  de  Hordeaux. 
■  it*  Si)uillitrt,  Professeur  à  la  Facullé  des  Sciences  de  Lille.  deM.7W//- 
'-ffrc.  Membre  de  llnslitul,  et  (le  Lchcaf,  Mnîlre  de  Conférences  à  la 
l'.u-ulle  i\i'-s>  Sciences  de  Montpellier.  Nouvelle  édition,  avec  vxw  beau 
[Kwlrait  de  Laplace.  gravé  sur  cuivre  par  Tony  Coudère.  ln-4  ;  1878- 
i.S(jS.     .  • 

filtrait  de  l'Avertissement. 
«  I/Acaticmie,  sur  le  Rapport  de  la  Section  d'Astronomie  et  de  l.iCommis- 
•  i.ui  a«lminislrativc,  après  avoir  pris  connaissance  des  conditions  dans  Ics- 
.p;clles  devait  s'accomplir  le  travail  et  des  soins  dont  il  était  entoure,  a  décide, 
îana  sa  -séance  du  i(>  judicl  1877,  que  la  nouvelle  édition  serait  publiée  sous 
-ts  aji^pices  et  sous  sa  responsabilité.  » 

loi  éditions  précédenles,/îuisont  devenues  très  rares,  neconlonaienl(}ue 
7  \uhinies,  savoir  :  Traite  do  Mecanitpie  céleste  {  5  volumes).  Exposition 
dit  sisUnie  du  A/onde  et  Théorie  analyti(pie  des  probabilités.  Ld.  nouvelle 
iiiion  comprendra  de  plus  6  Volumes,  renfermant  tous  les  autres  Mémoires 
!••  Laplace,  dont  la  dissémination  dans  de  nombreux  IJecueils  académiques 
•'•.  [.ériodicpies  en  rendail  jusqu'à  ce  jour  rétude  si  difQcile. 

TnAiTÈ  DE  Mkc.vntque  ci-LK.sTK.  Tomes  lâV  (1S78-1882). 

Virage  sur  papier  vergé  fort,  au  cliilTre  de  Laplace;  5  vol.  in-4 100  fr- 

lirasc  sur  papier  de  Hollaucje,  au  cliillre  de  Laplace  (à  petit  nombre); 
.">  vol,  in-4 i3ofr. 

Lr2:5  Tomes  II,  IH  et  V,  papier  vergé,  se  vendent  séparément 20  fr. 

Le»  Tomes  II  à  V,  papier  liol lande,  se  vendent  séparément 2(i  fr. 

K^rOSITION   DU  SYSTÈME    DU    MONDE.   fcHlC  VI    (l88/,  ). 

Tirage  sur  papier  vergé  fort,  au  cliillVe  de  Laplace •. .     ao  Ir. 

ri rdge  sur  papier  de  Hollande  au  cliiirre  de  Laplace aô  fr. 

Théorie  des  rROBABinTKs.  Tonic  VII  (188O). 

Tiragesur  papier  vergé  fort,  au  cliillVe  de  Laplac»* 3.')  fr. 

Tirage  sur  papier  de  iiollande,  au  cliiirrc  de  Laplace 43  fr. 

»>  Volume,  qui  comprend  8:)2  pages  sur  papier  for^,  est  d'un  manicinenl 
•^u  lacik  pour  les  lecteurs  qui  veulent  faire  une  lon^uc  élude  de  la  Théorie 
its  probabilités;  aussi  nous  avons  divisé  un  certain  nondjre  d'exemplaires 
u  lieux  fascicules.  Pour  permettre  de  relier  ultérieurement  ces  deux  fasci- 
i;les  en  un  volume  unique.  n<ni5  avons  joint  au  premier  fascicule  un  titre  de 
.  •  Ju%ragc  complet.  —  Les  fascicules  se  vendent  separéfiienl  : 

Preni ier  fascic ule. 

Tirage  sur  papier  vergé  fort,  au  chilTre  de  Laplace lô  fr. 

Tirage  sur  papier  de  Hollande,  au  cliillre  de  Luplacc 18  fr. 

Second  fascicule. 

Tirage  sur  papier  vcrj^é  fort,  au  cliifTre  de  Liiplace 20  fr 

Tirage  sur  papier  de  Hollande,  au  cliillre  de  Laplace 2j  fr. 

'  AlKMOiiiES  DiVKiis.  Tomcs  VIII  à  MIL 

Tomes  VIII,  I\,  X,  XI  et  XII.  —  Mémoires  extraits  des  UccueUs  de  l'Aca 
i-nuc  des  Sciences;  i.S<^i-i,Sij.S.  Tri.v  de  cliuque  volume  : 

Tirage  sur  papiervergé  fort  au  cliiffie  de  Laplace 20  fr. 

Tirage  sur  papier  de  Hollande  au  cbillre  de  Laplace 2.5  fr. 

L<»  Tome  XIII  ei  dernier  {Mémoires  di\'ers)  est  sous  presse. 
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Liste  des    Correspondants  des  NOUVELLES  ANNALES 
dans  les  ailles  où  siègent  les  Facultés  des  Sciences. 

Besouçon  :  M.  X.  Sxouf  f.  —  Bordeaux  :  M.  X.  —  Caen  :  M.  A.  de  Saint- 
Germain.—  GlermoîU-Ferrand  :  M.  G.  GcjiciiARD.  —  Dijon  :  M.  Dupori  . 

—  Grenoble  :  M.  J.  Collet.  —  Lille  :  M.  H.  Padé.  ~  Lyon  :  M.  L. 
AuTONNE.  —  Marseille:  M.  Sauvage.  —Montpellier  :  M.  E.  Fabry. 

—  Nancy  :  M.  H.  Vogt.  —Paris  :  M.  Raffy.  —  Poitiers  :  M.  Mail- 
lard. —  Hennés  ;  M.  Le  Uolx.  -  Toulouse  :  M,  Cosserat, 


Le  prix  de  rabonnemenl  à  la  Bibliothèque  mathématique  des 
travailleurs  est  de  12''''  pour  un  an  et  G^*"  pour  six.  nnois. 

Les  abonnés  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  pourront 
bénéficier  d'une  réduction  de  5o  pour  loo,  c'est-à-dire  que,  pour 
eux,  rabonnement  annuel  ne  sera  que  de  six  francs* 

Pour  profiler  de  celle  réduction,  on  doit  s'adresser  directement 
à  M.  le  D*"  lIcLMA>'N,  Directeur  de  la  Bibliothèque  mathématique 
des  travailleurs,  4,  rue  de  la  Cure,  Paris-Auleuil. 


LIBRAIIUE    GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI    DES  GRANDS-AUGUSTINS,    55,   A   PARIS. 


BOREL  (Emile),  Maître  de  Conférences  à  l'École  Normale  supérieure. 
—  Leçons  sur  la  Théorie  des  fonctions.  4  volumes  grand  in-8  se 
vendant  séparément  ; 

I  :  Exposé  de  la  théorie  des  ensembles  et  applications  ;  1 8y8.     3  fr.  jo  c, 

II  :  Leçons  sur  les  fonctions  entières;  1900 '.      3  fr.  5o  c. 

III  :  Leçons  sur  les  séries  divergentes  ;  T901 f\{v.  5oc, 

W  :  Leçons  sur  les  séries  à  termes  positifs,  professées  ati  Collège  do 

France (En  préparation.) 

GALOIS  fËvarJste).  —  Œuvres  mathématiques,  publiées  sous  les  aus- 
pices (le  la  Société  matliémaliquc  de  France.  Avec  une  introduction  par 
Emili-:  Picard,  Membre  de  llnstitut.  Grand  in-8,  avec  un  portrait  de 
Galois;  1897 3  fr. 

PICARD  (E.),  xMembre  do  l'inslilut,  Professeur  à  l'Université  do  Paris, 
et  SIMART,  Cnpitaino  do  frégate,  lÀépétileur  à  rKcolc Polytechnique.  — 
Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables  indépendantes. 

•1  beaux  volumes  grand  iu-8,  se  vendant  se |»a rémont  : 

Tome   I  :  Volume  de  vi-'2'jG  pages  ;  1 897 9  fr . 

ToAiÈ  II  :  (  i"  fascicule  de  206  pages).  Prix  du  volume  complet 
pour  les  souscripteurs i4  f.'  • 
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[F2g] 
SUR  HM  représentation  GÉOMÉTRIOIE  DES  PONC- 
TIONS sn^,  sii(j:  +  K)  ET  LEUR  ANALOGIE  AVEC 
LES  FONCTIONS  CIRCULAIRES; 


Par  m.  E.  IAGGF. 


1.  Les  fonctions 

uz=z  sn(x,k\        *>  =  sn(x-i-K,  X), 

que,  dans  ce  Journal  mème(*)  cl  dans  im  Mémoire 
présenté,  en  1900,  h  l'Académie  des  Sciences,  nous 
avons  proposé  d'appeler  des  sinus  et  cosinus  elliptiques 
(u  =  sineXj  ^'  =  cos^x)  à  cause  de  leur  parfaite  ana- 
logie avec  les  fonctions  circulaires  sinx,  cosor,  sont  sus- 
ceptibles d'une  représentation  géométrique  qui  s'étend 
non  seulement  aux  relations  entre  les  trois  covariables 
X,  u,  f^,  mais  encore  à  la  multiplication  et  à  la  division 
de  Targument  a:  par  2",  et  à  diverses  transformations 
parmi  lesquelles  celles  de  Landen  et  de  Gauss. 

La  représentation  géométrique  qu'a  donnée  M.  Lé- 
meray,  dans  une  lettre  à  M.  Laisant  parue  dans  ce 
Journal,  peut  conduire  à  celle  que  nous  avons  en  vue; 
mais  celle-ci  s'introduit  d'une  manière -naturelle  par  la 
considération  de  la  courbe  dont  l'équation,  en  coordon- 
nées rectangulaires  u,  v,  est  la  relation  algébrique  qui 
existe  entre  les  fonctions  Ux  et  \^x 

(i)  M>-+- (^*  =  i-i-X:*M*i'*, 

équation  qui  peut  se  mettre  sous  diverses  autres  formes 


(»)  Nouvelles  AnnaleSj  1898,  1900. 

Ann.  de  Afathémat.,  4'  série,  i.  I.  (Juin  rgoi.)  16 
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qui  nous  seront  utiles 


(3)  (,  —  A:2a») (i  —  k^v^)  =  /c'«,       (i  —  m*) (i  —  p*)  =  ^'*m«c», 
,,,      (idzA-a«)(iih>t(;«)         ,        ,       1  — Âr^M^        1  — A^c*  ' 

//X       2 £-2 i   =  fiî -4-  pï  r=    =   


OU  en  coordonnées  polaires 
(5)  r»  =  i-f-^ 


r*  sin*  10. 


Celle  équation  montre  que,  lorsque  k  est  réel  et  plus 
petit  que  un,  ce  que  nous  supposons,  la  courbe  se  com- 
pose d'une  branche  fermée  enveloppant  le  cercle  de 
rayon  un  et  tangente  à  ce  cercle  aux  points  A,  B,  A|, 


B,,  sur  les  axes  Oi',  Oi/,  et  de  qualre  branches  inGnies 
aux  asymptotes 

Les  points  de  la  branche  fermée  sont  tels  que  les  va- 
leurs absolues  de  u  et  de  {f  sont  inférieures  à  un  et  ré- 
pondent par  conséquent  aux  valeurs  réelles  de  .r  et  aux 
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valeurs  de  la  forme  x  +  2  7itK'  ;  les  branches  infinies, 
pour  lesquelles  |  »  |)  |  c  |  sont  supérieurs  à  un,  répondent 
à  des  valeurs  de  la  forme  a:-h(2/*  +  i)iK',  (irréel). 
Nous  considérerons  donc  particulièrement  les  points  de 
la  branche  fermée,  et  comme  la  courbe  a  pour  axes  de 
symétrie  les  axes  Ou^  Ou  et  leurs  bissectrices,  nous 
pouvons  nous  borner  pour  l'instant  à  Tétude  des  points 
\kx  de  cette  branche  situés  dans  le  premier  quadrant. 

Cherchons  ce  qu'est  l'argument  x  relatif  à  un  point 
[jl(m,  i/)  de  la  courbe  (i).  Posons 

—  =  tang^, 
o  étant  l'angle  AO[jl.  Eu  diflerentiant,  nous  avons 

D'ailleurs 

vu'  —  Mt;'  =  I  —  A* a* i'*  =  2  —  ( M* H-  i-'* ). 

Ou  a  donc 

r* 
(6)  dx  = z  dfo* 

•2  —  /.J        • 

X  n'est  ni  Tare,  ni  l'aire  de  la  courbe  (i).  Mais  si  l'on 
pose 

''' 


X  sera  le  double  de  Taire  balayée  par  le  rayon  p  dans  la 
courbe  de  coordonnées  p  et  cp,  dont  l'équation  obtenue 
au  moyen  de  (5)  est 

p*(i  — A*  sin*2ç)  =  I. 

Mais  on  peut  aussi  procéder  de  la  manière  suivante 
qui  nous  servira  ensuite  :  l'équation  (5)  donne  deux  va- 
leurs positives  r,  /'  du  rayon  vecteur  qui  correspondent 
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aux  deux  points  |jl,  pi',  l'uti  pi  sur  la  branche  fermée, 
l'autre  [a'  dans  la  même  direction  f ,  sur  la  branche  in- 
finie du  premier  quadrant,  et  ces  deux  longueurs  soDt 
telles  que 


(7) 

I                1 

r«  "^  r*  ~  ' 

et,  par  suite, 

(•)?  =  3- 

_          2    __   1 
'  ""  '       r'«  "~  r«  ~  r 

On  constate  facilement  que  la  courbe  (p,  (f)  est  une 
courbe  fermée  qui  a  les  quatre  axes  de  symétrie  de  la 
courbe  (/',?)  et  qui  enveloppe  la  branche  fermée  de 
celle-ci  et  lui  est  tangente,  ainsi  qu^au  cercle  de  rayon 
un,  aux  quatre  points  A,  B,  A|,  B|. 

On  a  d'ailleurs 


(9) 


-  =y  p*^T,    K=r*p*ci<p. 


La  symétrie  montre  que,  lorsque  p  s'augmente  de  -> 

X  s'augmente  de  K  et  réciproquement,  mais  que,  malgré 
l'analogie  de  la  première  formule  (9)  avec  la  suivante, 

on  ne  peut  étendre  ce  raisonnement  à  l'addition  7^0 

ou  de  —  a  x, 

'À 

L'argument  K  —  x  est  obtenu  en  prenant  le  symé- 
trique de  Ou.  par  rapport  à  la  bissectrice  de  uOu.  La 
quadruple  symétrie  des  deux  courbes  rend  compte  alors 
des  relations 

iu(    Kdba7)=        v(x),        v(    K  ±ar)  =:+:  w(ar), 

(10)    ]  u(2Kdtx)^zpu(x),         v('iK:hx)=z-^  v(x)y 

1  u{/iK±x)^±u(x)y        v(4K±x)^       ç(x). 

Ces  relations,  comme  les  substitutions  réelles  qu'on 
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en  tire  et  qui  laissent  invariables  les  fonctions  u  et  i^, 
sont  identiques  à  celles  qui  sont  relatives  aux  fonctions 

circulaires  sin  — =7  a:,  cos  -^=7  x. 

La  représentation  géométrique  de  Targument  x  que 
nous  venons  d'obtenir  est  entièrement  analogue  à  celle 
des  fonctions  circulaires  sino:,  cosx,  où  x  peut  être 
considéré  comme  la  longueur  de  l'arc  du  cercle  de 
rajon  un,  mais  aussi  comme  le  double  de  Taire  du  sec- 
tear  déterminé  par  le  rayon  du  point  considéré 

(sin:r,  cosor). 

Lorsque  k  s'annule,  les  deux  courbes  (r,  ç)  et  (p,  cp) 
se  réduisent  toutes  deux  au  cercle  de  rayon  un,  et  les 
deux  fonctions  u{x>f  Xr),  u{Xj  k)  aux  fonctions  sinx, 
cos^. 

L'égalité  (7)  donne  la  construction  de  yJj  connais- 
sant |x  :  on  fera  tourner  ;x  de  -;   la  tangente  au  cercle 

rayon  un  menée  par  ce  nouveau  point  déterminera  [f/ 
surOjjL. 
Le  point  de  coordonnées 

«(arH-iK')=  7-^.'  i;(arH-tK')=T-r^ 

^  ^       ku{x)  ^  '       kif{x) 

n'est  autre,  on  le  voit  par  son  angle  ç,  que  le  symé- 
trique de  jjl'  par  rapport  à  la  bissectrice  de  vOa. 

Les  formules  démontrées  précédemment  (i)  à  (8)  suf- 
fisent pour  construire  géométriquement  les  quantités  u, 
V,  cp  ou  X,  r,  r',  p  lorsqu'on  se  donne  l'une  d'entre  elles  ^ 
mais  de  nouvelles  données  que  nous  introduisons  ci- 
après  simplifient  beaucoup  ces  constructions. 

2.  Construction  des  courbes  (r,  ç)  ou  (a,  u)  et 
(?)?)•  —  P*r  ^^  point  uLj;  de  coordonnées  v^x='  rcosy, 
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Ux=^  r  sincp,  menons  les  parallèles  jxP,  [xQ  aux  axes  Ou, 
Ov. 

Soient  0|  et  O',   les  deux  cercles  concentriques  de 

rayons  respectifs  i  et  r- 

[xP  rencontre  Oi  et  O',  respectivement  en  M,  M';  jxQ 
rencontre  respectivement  0«  et  O,  en  N,  N'.  (M,  M\ 
N,  N'  seront  les  plus  rapprochés  des  points  d'intersec- 
tion de  (jlP  et  [xQ  avec  les  deux  cercles.)  Posons 

]vÎ0A  =  a>,   .      fî^OA'  =  co', 


On  aura 


M0A  =  6,  N'OA=0. 


/  ,  I     . 

k  Ux  =  sino)  =  j  sin  < 


v^  =  cosO  =  -r  cosO. 


Dans  la  notation  de  Jacobi,  on  aurait 

Mx=  sin  am(a?,  A-),  w  =  ain(x, /-), 

Vx  =  sin  co  am  (a:,  A:),         -  —  0  =  co  am(:r,  k). 

On  voit  aussi  que 

I  zh  /i  — tt*  =  COSO)    (=  cna;),        ±  /i  —  A:* m*  =  cos ou'     (=  dnar), 
±/i— i'*  =  sin  6,  =h/i  — A:*a*  =  sin  6, 

et,  enfin,  par  les  relations  (2)  et  (3) 

(13)  SmO)  =   -:— 7-;> 

sinO 

(14)  COsO  =    ;, 

cosa> 
(ï5)  sinO'cosco'rr:  k' , 

(16)  tangO  =A'tangw. 

Ces  formules  sont  toujours  vraies  en  grandeur  et  en 
signe,  ainsi  qu*on  le  vérifie  par  la  suite. 


Digiti 


zedby  Google 


.(  24?  ) 

Si  Ton  se  donne  l*un  des  quatre  angles  précédents, 
(t)  =  AON,  par  exemple,  on  a  à  construire  [Xan  connais- 
sant Ua:=  sinco;  la  parallèle  NQ  à  Ov*  détermine  sur  le 
cercle  O',  deux  points  N'  symétriques  et,  par  suite,  une 
seule  valeur  de  sin  co',  mais  deux  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires  de  cos6  par  la  formule  (i4)5  o^^  con- 
struit d'ailleurs  facilement  cos6  parla  parallèle  h  ON' 
menée  par  N  jusqu'à  Ou.  On  a  ainsi  les  deux  valeurs 
de  {^x  égales  et  de  signes  contraires  données  par  la  for- 
mule (4). 

On  saura  donc  construire  [Xj.,  connaissant  l'une  de 
ses  coordonnées  on  l'un  des  quatre  angles  eu,  lo',  8,  8'. 
Construisons  maintenant  le  p^;  correspondant  à  ^x'  La 
formule  (8)  montre  que  p  est  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  i  et  la  quantité 

(»7)  -,      ----:^-^> 

qui  suffit  h  la  construction.  INIais  l'oxpression 

(t8)  dx  ==  -p.^--    -   -     - 

montre,  si  on  la  multiplie  par  2,  que  sin2cp  =  «(2x), 
2'^  =  ani2j:,  ce  qu'on  peut  vériûer  sur  la  seconde  des 
formules  analytiques  suivantes  qu'on  déduit  du  théo- 
rème d'addition  de  u  {x)  {loc,  cit.)  : 

(19)  U{2X)=  :r    X  _ 


i-\-k^ulvl        Uj, 


et  où  l'on  fait  ii^=  t^^?  tangcp.  2cpest  donc  pour  [Xj^y  ce 
qu'est  (ù  pour  pix»  et  Ton  peut  construire  u^x  avec  2cp 
comme  \Xx  avec  w.  Si  N'^NiQi  est  la  parallèle  à  Oç', 
on  a 

u{'ix)  —  sin-icp  =  j  sinacp'. 
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où  Q ^'  =  A' ON,.  L*abscîsse  du  poînt  i^aa?  sera  de  même 

i>(2a?)=  cos2t|/=  i  cosîf         (=  ^^/jy 

où  2 1{;  =  ÂOMi ,  2f  =  A'OiM; ,  m;  jji2xM,  P«  étant  la 
parallèle  à  Ou.  Ou  a  ainsi,  par  une  construction  simple, 
la  quantité  ^(2x)  dont  la  formule  analytique  est 


(20)  v(ix) 


1  — A:»wiPi       2  — ("x^-  ^x) 


Ces  formules  (19)  ei  (ao)  montrent  que  u{2x)  el 
i^(aj:),  qui  sont  rationnelles  en  u^.,  Vj.  (*),  ont,  la  pre- 
mière, deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  la 
seconde,  une  seule  valeur  lorsqu'on  se  donne  soit  u^t 
soit  {^x*  Noire  construction  géométrique  donne  égale- 
ment ce  résultat,  car,  si  Ton  se  donne  Uj.  ou  co,  on  a 
deux  valeurs  supplémentaires  de  10',  d'où  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  de  j^x,  ou  deux  valeurs 
supplémentaires  de  o  et,  par  suite,  deux  valeure  de 
siu2'^  égales  et  de  signes  contraires^  et  de  même  pour 
2'f']  alors  cos2cp  et  cosacp'  et,  par  suite,  ces  2^  n'ont 
qu'une  seule  valeur. 

La  formule (8)  donne  maintenant 

(ai)  --  =  — j-  =  /i  —  k*  sia'ao  =  cosacp', 

(22)  pj  =  sec2«p'. 

On  a  donc  p  par  une  moyenne  proportionnelle  entre 


(*)  Cette  remarque,  ainsi  que  la  suivante,  n'est  qu*ua  cas  particu- 
lier d'un  théorème  général  qu'on  peut  démontrer  sur  u{mx),  p(ma?), 
exprimés  en  u^,  v^  simultanément  ou  séparément  (Mémoire  pré- 
senté, etc.;  1900).  On  peut  remarquer  l'analogie  des  formules  (19), 
(20)  avec  les  formules  de  sin(2X),  cos2:r  auxquelles  elles  se  ré- 
duisent lorsque  A:  =  o. 
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sec  2 'f' et  le  rayon  du  cercle  0<  (*),  puîs  par  le*  for- 
mules (7) et (21) 

r  =  sec^\ 


\  r  =  cosec^  . 

Ces  dernières  formules  permettent  de  construire  ^x 
lorsqu'on  se  donne  ^  ou  p;  car  si  »  est  donné,  on 
construit  a^p  et  2'^  comme  plus  haut  et  les  for- 
mules (22),  (23)  donnent  les  constructions  de  p,  r,  /*'; 
si  p  est  donné  seul,  on  a  sec2cp'  par  une  troisième  pro- 
portionnelle (22),  el,  ayant  2©',  on  a  2cp  et  d'autre 
part  r  et  /•'. 

3.  Multiplication  et  division  de  V argument  par  2". 
—  Les  constructions  précédentes  nous  ont  donné  le 
point  de  coordonnées  Ii2â7=sin2(p,  i^2j?  =  cos  2  <j/  lors- 
qu'on connaît  le  point  «jc=sin(o,  i/^=cos8  ou  seule- 
ment l'une  de  ses  coordonnées.  En  répétant  n  fois  cette 


(')  Si  par  (!,_,  on  mène  la  parallèle  Ou  jusqu'à  ON,  on  obtient  un 
point  a  tel  que  Oa  =  sec3cp'.  L'ordonnée  de  N,  étant  u^^y  l'abscisse 
de  a  étant  ç^^  el,  d'autre  part,  N^  décrivant  le  cercle  0|  et  a  décri- 
vant l'ellipse  d'axes  i  et  p»  on  obtient  ainsi  la  représentation  géo- 
métrique de  M.  Lémera}'  dans  le  cas  de  l'argument  J7|=  a ^7.  La 
quantité  p  =  v^ONi.Oa  a  la  même  valeur  que  précédemment,  mais 
est  employée  d'une  manière  différente,  puisqu'ici  le  rayon  sur  lequel 
on  porte  p  est  Ooi. 

Remarquons  que  la  droite  OyN',  rencontre  la  tangente  en  A  àO|  en 
un  point  p  tel  que  Op  =  sec  a  9'=  Oa;  si  l'on  a  décrit  un  cercle  de 
centre  O  et  de  rayon  0?  =  sec2©',  ce  cercfc^ donne  sur  ON,  le 
point  a  qui,  projeté  sur  QN,N',  donne  iju,^  :  on  a  construit  ainsi 
l'expression  i»j,=  sec  2  <p' cos  a  <p.  Cette  construction,  qu'on  peut  faire 
pour  tout  point  pL  dont  on  donne  l'amplitude  correspondante,  peut 
remplacer  la  construction,  donnée  précédemment,  de  p,  connaissant  u 
ou  u.  Si  alors  par  ^  et  y  on  même  un  cercle  tangent  à  O  pi,  le  point 
de  contact  est  le  point  (p»  ?)  cherché  de  la  courbe  dont  l'axe  repré- 
sente I  X. 
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^  ^  i 

construclioli,  on  aura  le  point  do  coordonnées 

On   passe    avec  la   même  facilîlé  du    point   jx^x  3"  ' 

am2i: 
point  [Xx]  car  on  a  a  construire  [x^,  connaissant  y  =  — - —  j 

et  (f'.  On  sait  donc  construire,  au  moyen  de  p.x(wx7  ^jc) 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  u^.,  Vj,  dont  on  trouve 

t      ï 
facilement  rexpressîon  soît  en  [jlj.  soit  en   %'x  sous  la 
forme 


(M) 


V.r    = 


v/i  -+-  A-  v/ 1  -+-  A t'x -H  /i  —  A  / 1  —  Ah»x 


j  /l  -+-  AMx  -h  v/l  —  AWj. 


\  /c  -+-  X:  v/i  4-  Av^ -»-  V^i  —  A-  /i  —  Avx 

Les  signes  des  radicaux  sont  arbitraires  dans  ces  for- 
mules qui  sont  celles  de  m^,  v^.  exprimées  soit  en  w^, 

soit  en  p^f.  Comme  dans  le  cas  des  formules  trigonomé- 
triques  analogues  auxquelles  celles-ci  se  réduisent 
lorsque  A"  =:  o,  on  peut  discuter  les  diverses  valeurs 
obtenues  en  prenant  tous  les  arguments 

X-+-  4/nK  -h  9.niK'       9.(9.  w  H-  i)K  -h  am'K' —  x 

^  ' y 

déterminés  par  une  valeur  donnée  de  «j,  et   tous  les 

arguments 

4  wA'-h  iniK'^ix 


déterminés  par  une    valeur  donnée  de   Vx*    Cette  dis- 
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cussion  peut  se  faire  également  sur  notre  représen talion 
géométrique,  mais,  pour  ne  pas  trop  allonger  cette  Note, 
nous  nous  bornons  à  dire  que  les  signes  indiqués  dans 

les  formules  (^4)  sont  ceux  de  valeurs  de  Ur^  ^^  qui  se 

t      ï 
correspondent,  [x^  étant  sur  la  branche  fermée,  et  qu'en 
changeant  successivement  les  signes  des  radicaux   en 

numérateurs,   on  obtiendra  tous   les  points   [x^  de  la 

j 
branche  fermée;  un  changement  de  signe  d'un  radical 
au    dénominateur    donnerait  des   points    [jl^    sur    une 

2 

branche  infinie,  répondant  par  conséquent  à  une  valeur 

imaginaire  de  l'argument  de  la  forme  — h  iK'. 

Si  l'on  répèle  n  fois  les  constructions  qui  donnent  [Xr, 

i 
on  obtiendra  les  points  de  coordonnées 


"(?.)'  "(5)' 


il  faut  remarquer  que,  lorsque  n  est  supérieur  à  i,  cer- 
taines valeurs  sont  imaginaires;  mais  il  y  en  a  toujours 
de  réelles. 

On  trouvera  facilement  le  nombre  de  ces  valeurs 
réelles  :  le  nombre  des  points  [x  obtenus  sur  la  branche 
fermée  est  égal  au  nombre  de  points  sin(2"''a:), 
ces  (a"" a;)  obtenus  dans  les  mêmes  circonstances,  soit 
qu'on  se  donne  u^y  soit  qu'on  se  donne  i^xl  d'ailleurs,  a 
chacun  de  ces  points   jx(ii,  s^)  correspond  un  point  sur 

une  branche  infinie  (tt-'  TT  )  ^  '^  nombre  total  de  ces 
points  [X  obtenus  sera  donc  le  double  des  points 

[sin(2-'»ar),  cos(2-'»a:)] 

obtenus  dans  les  mômes  circonstances. 
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4.  Sur  quelques  transformations.  —  Dans  noire  Mé- 
moire cité,  nous  avons  démontré  la  plupart  des  formules 
suivantes,  où  nous  écrivons  simplement  u,  v^  pour  les 
fonctions  de  module  k  etd'ai^umeqt^r,  et  sine(^f  x,  k), 
coSe{giXjk)  pour  les  fonctions  transformées,  de  mo- 
dule ki  et  d^argument  gt  x  : 


sîn4{A:ib  tA:')iF,  {k  q=  iky\  =(A:±:  tJt')", 


co8e[(A:±:  tA:')a?,  (Arqp  M')*]  = 


\  —  k{k±.ik')vC^ 


'--k{kzpik')u^ 
_      kdtik'-^kv^ 
""      kzizik'—kv*' 


transformations  auxquelles  on  est  conduit  en  formant 
l'équation  difl^érentielle  k  laquelle  satisfait  la  fonction  - 
analogue  à  tangx  {Nouvelles  jdnnales,  1898). 


II 


sin«  Ikx,  ij  =  A-M, 
coseikx.jj  =  y 


auxquelles  conduit  la  comparaison  des  deux  transfor- 
mations I,  l'une  de  module  {k  —  ik^Y^  Tauire  de  mo- 
dule (A -f- lA')^ 


I— (ï±A:')(^« 


v«— a« 


(transformations  de  Landen), 


qu*on  obtient  en  appliquant  les  transformations  I  aux 
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fonctions  III 

.      (i±k      -X)/±lc\      ,  /ï±X7^^ 

'=*"*V  2   "'  i±k  J-y    a    i±*^ 

=  -(v/n-av'i±A:uH-»/i— uv'iq:*tt), 
qu'on  obtient  par  inversion  des  transformations  III. 
s.n.  [(.±*)^,  -j-^^J  =  _^^,«  =  -j--j„, 

(transformations  de  Gauss), 
qu*oii  obtient  en  doublant  Targument  des  fonctions  IV. 


VI 


^'"^(^-'"'r^)=i/^ 


—  V 


^^^^(^^"'^)=i/7l^ 


±:kP 


qu'on  obtient  en  appliquant  la  transformation  II  aux 
fonctions  IV,  ou  en  faisant  Tinversion  des  transforma- 
tions I. 


VII 


sine(iV,  k') 


cos, 


v/i  — tt« 

ie(iar,  A:  )  =     ,  = j-, |  =  t ly 


(*)  Dans  les  formules  qui,  comme  celles-ci,  contiennent  des  radi- 
caux, nous  n*avons  mis  qu'un  signe  devant  chaque  radical,  mais  ce 
signe  est  arbitraire  et  Ton  peut  discuter  les  diverses  valeurs  comme 
pour  les  formules  (2/1). 
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obtenues  par  la  comparaison  des  deux  transi ormalions  VI 

de  modules  — --■  cl ~  • 

'2  yjk        2  i  ^k 

C0Sc(tA''ar,  77  )  =  y/*  —  k^U'=  — r  (=  dnar), 


Vin 


obtenues  par  rapplicalion  de  la  transformation  II  aux 
fonctions  VII. 


IX 


k'  u 


coselk'x,  ^M  =  /i  — w*=     .        ^      ^  (=  cnj-), 


obtenues  en  comparant  les  deux  transformations  V,  ou 
les  deux  transformations  IV,  ou  eu  appliquant  la  trans- 
formation VIII  aux  fonctions  II. 


.      /.,       k'\  ikii 

cosc  1  ikXy  -rr)  —  — I  —  1  ? 

V  ik/        ^/T^TYti  \      cnxj 


obtenues  en  appliquant  la  transformation  II  aux  fonc- 
tions IX. 


XI 


i(i±k)x,--~-     =(i±:k)-—=(izhk)--  = 
i±/cj  'Am  Vî  — m» 

i(i=h/f)ar,-^-^     = j—-     =  ï-  -^.-ri 

I  =b  A:  J        I  ip  Aï^*  I  zp  X:  1  db  Arp* 


obtenues  en  appliquant  les  transformations  III  aux 
fonctions  VII  ou  X,  ou  les  transformations  I  aux  fonc- 
tions VIII  ou  IX;  transformation  remarquable  en  ce 
que,  répétée,  elle  donne  à  nouveau  le  module  A  et  aboutit 
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aux  fonctions  u(2x^k)  ai  «'(ax,  A);  on  le  voit  par  son 
inverse  qui  est 


Xïl 


La  transformation  III  appliquée  à  ces  fonctions  donne 
les  suivantes 


XIII 


kv 


yjk  I  —  v^p 


(')  On  peut  faire,  au  sujet  de  ces  transformations»  diverses 
remarques  intéressantes,  que  nous  ne  pouvons  qu'indiquer  dans  ce 
Mémoire,  relatif  à  des  représentations  géométriques  : 

(a).  II  n'existe,  à  proprement  parler,  qu'une  seule  transformation 
du  premier  degré  du  sinus  elliptique  u^  i  =  sn  J7,  qui  est  donnée  par 
la  première  formule  I;  les  cinq  autres  transformations  connues  du 
premier  degré,  qui  sont  ici  données  par  la  seconde  formule  I  et 
par  la  seconde  formule  XIII,  où  les  signes  de  A'  et  de  \fk  sont  ar- 
bitraires, sont,  à  proprement  parler,  des  transformations  du  cosinus 
elliptique  p_,=  sn(a7  +  K).  De  même  les  transformations  de  Gauss 
de  u^i  (première  formule  V)  sont,  à  proprement  parler,  les  seules 
transformations  du  second  degré  du  sinus  elliptique;  les  autres  trans- 
formations du  second  degré,  qui  sont  données  ici  par  les  secondes 
formules  I,  III,  V,  Xl«  sont  à  proprement  parler  des  transformations 
du  cosinus  elliptique. 

On  peut,  sans  se  servir  de  la  transformation,  un  peu  laborieuse, 
de  l'intégrale  elliptique  faite  par  Jacobi,  arriver  directement  à  ces 
transformations  rationnelles  par  une  méthode  simple  qui  procède 
plutôt  des  idées  et  que  nous  nous  contenterons  d'indiquer  :  on  expri- 
mera qu'une  fonction  rationnelle  (du  premier  ou  du  second  degré) 
de  u  ou  de  p  est  impaire  s'il  s'agit  de  m,  ou  paire  s'il  s'agit  de  9; 
puis,  on  fera  les  substitutions  x  -\-  ÎK',  x  -f-  t'K',,  ....  en  se  servant, 
pour  les  hypothèses  à  faire  sur  iK',,  ...,  de  ce  que  la  fonction  ration- 
nelle admet  toutes  les  substitutions  de  u  ou  de  t^,  selon  le  cas.  Les 
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et  toutes  celles  qui  en  résultent  par  les  chaugcmeuts  de 
signe  de  h  et  s/hj  en  tout  quatre  transformations;  on 
peut  obtenir  aussi  ces  fonctions  en  appliquant  les  trans- 
formations XI  aux  fonctions  IV,  ou  III  à  VI,  etc. 

Toutes  ces  transformations  trouvent  leurs  représen- 
tations géométriques  sur  la  figure  précédente,  sauf  bien 
entendu  le  facteur  y/ —  i  qui  entre  dans  quelques-unes 
d'entre  elles. 

Ainsi  les  fonctions  II  de  module  -r  et  d'argument  hx 

sont 

|ai=  ku  =  sinto', 
..=  i    =séc8, 


identifîcatioDS  donneront  les  coefficients  de  la  transformation  ration- 
nelle. 

{b).  On  remarquera  aussi  que  les  secondes  formules  I,  III,  XI, 
linéaires  par  rapport  à  u^=  sn^x  permettent  d'exprimer  sons  trois 
formes  (doubles),  la  fonction  de  Weierstrass 

p{x|aK,.K')=--3-+j^ 

en  fonction  linéaire  d'un  cosinus  elliptique.  On  a  ainsi,  sous  trois 
formes  (doubles  à  cause  des  doubles  signes,  c'est-à-dire  de  six  ma- 
nières), les  transformations  linéaires,  en  un  cosinus,  de  la  fonction  p 
que  nous  avons  démontrées  directement  {Nouvelles  Annales,  1898). 
(c).  Nous  avons  constaté  jusqu'ici  des  analogies  directes  de  nos 
deux  fonctions  u^,  v^  avec  les  fonctions  circulaires;  les  formules  de 
transformation  nous  montrent  d'autres  analogies  :  ainsi  les  for- 
mules (a)  qui  expriment  u^  en  fonction  de  v,  et  v^  en  fonction  de  u^, 
ont  une  analogie  directe  avec  les  formules 

sina?  ==h  v^i  —  cos^a?,        cosx  =  rfc  /i  —  sin'^, 

auxquelles  elles  se  réduisent  lorsque  A*  =  o;  mais  les  transforma- 
tions IX  qui  montrent  que  \/i—v^  est  un  sinus  elliptique,  et  \/i  —  k* 

un  cosinus  elliptique  farg.A'a:,  modp  j  sont  également  les  ana- 
logues des  formules  trigonométriques  précédentes  auxquelles  elles 
se  réduisent  d'ailleurs  lorsque  k  —  o\  nous  avons  là  un  exemple  de  c/e 
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et  se    construisent    facilement.    Cette    transformation 
permet  d'éviter  la  construction  et  réludc  de  la  courbe  (i) 
dans  le  cas  où  k  est  plus  grand  que  i . 

Les  fonctions  réelles  IX,  qu'on  pourrait  directement 
représenter  au  moyeu  de  la  courbe 

ou 

trouvent  leur  représentation  sur  la  figure  précédente 
par  les  formules  (12) 

(  sîn  6  =  Uij 
(IX) 

/  cosu)  =  {>i  (=  cna:). 


qae  nous  appellerons  les  analogies  secondes.  En  voici  d'autres  :  les 
formules  (19)  et  (20)  de  u{2x)  et  v(2J7)  ont  une  analogie  directe, 
on  première,  avec  les  formules  de  sin-jx,  cosaj?;  les  formules  III 
(transformations  de  Landen)  sont  également  les  analogues  des  for- 
mules de  sinax,  cosaj?  (analogie  seconde);  on  peut  remarquer  que, 
dans  les  deux  cas,  la  période  4^^  [celle  qui  donne  la  substitution 
(2R  —  x)  pour  it^l  est  divisée  par  2.  Si  l'on  pose 

a:,  =  (id=/.-')j:, 

et  si  u^  est  le  sinus  elliptique  transforme  de  Landen  (III),  oji  a 

du^  =  {i'I  —  ul)  dXi, 

formule  identique  à  celle  qu'on  obtient  en  faisant 

A"  —  o        ou        a,  =  sin2x,        x^=  2X. 

Les  formules  (!>i)  de  division  par  2  de  l'argument  de  u^y  s^^y  et 
les  formules  IV  (transformation  inverse  de  Landen)  présentent  res- 
pectivement les  deux  sortes  d'analogie  signalées  plus  haut,  avec  les 

formules  trigonomctriques  de   sin— >  cos  — >  ••••  Ces  deux  sortes 

d'analogies  se  retrouvent  dans  toute  cette  théorie.  La  notion  des 
analogies  secondes,  qui  nous  parait  être  des  plus  importantes,  montre 
que,  dans  une  théorie  faite  en  prenant  pour  éléments  k,  et  i?,,  les 
formules  de  transformation  devraient  «Hro  introduites  dès  le  début. 
Afin,  de  Mathémat.,  \'  série,  t.  I.  (Juin  1901.)  17 
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Les  foliotions  Vlli,  dont  Tune  est  imaginaire,  trouvent 
leurs  représentations  au  moyen  des  formules 

(VllI)  i  /X'iangw  =iiu 

/  cosa>'=  Vi  (=  dn:r). 

Les  fonctions  X  et  Vil  trouvent  leurs  représentations 
au  moyen  des  formules 

i  lang(ii'=  Wj, 

/         '    \ 

secoj  =  i'i  I  =p  h 

\       en  a?/ 

(  z  tangb)  =  Wj, 


(X) 


(V")  ,  ,éco.  =  .. 


Les  fonctions  XI  trouvent  leurs  représentations  au 
moyen  des  formules 

(.sin  w  riz  sin  w' 
coswcostu 

(-^')  .   _^  , 

sinw  sinw 


V- 


:  siiKo  siiuo 


Les  fonctions  I  ne  sont  réelles  qu'autant  que  h  est 
supérieur  n  i;  le  module  et  Targument  sont  alors  réels. 
Le  sinus  elliptique  est  {h±  yjk- —  i)  tangtp.  Mais  d'ail- 
leurs, si  k  est  plus  grand  que  i,  cette  transformation  se 
ramène  par  la  transformation  II  à  la  transformation  de 
Landen  (III)  relative  à  un  module  h  inférieur  à  i. 

Remarquons  que  les  constructions  que  Ton  fait  pour 
multiplier  ou  diviser  l'argument  par  ^"^  dans  les  fonc- 
tions w(x,  Ar),  i'(x, /r)  donnent,  grâce  aux  formules 
précédentes,  les  fonctions  transformées  (H),  (IX),  . .  • , 
dans  lesquelles  l'argument  est  lui-même  multiplié  ou 
divisé  par  i"  ;  en  particulier,  on  saura  ainsi  construire 
cn(a''j-),  dn(2"x),  cn(a~''a:),  dn(2~"x). 

o.  La  transformation  de  Landen  (III)  a  une  repré- 
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senlalion  iris  simple*,  car  en  veria  de  (i6),  on  a  iininé- 
dîatement 


sin.[0d=A>,l^] 


(25) 

(       =  (I  di  X:')  uv  =  (lit  k')  sino)  cosO  =  siii(ai  ±6). 
Considérons,  par  exemple,  la  transformation  de  mo- 
dule A-i  =  -^^^-  On  aura 
(i6)       (Il  -f-  0  =  ani[(m-  k')^  x,  A-|],        o»  =  ain(x,  X), 

ot  nous  pouvons  remarquer  en  passant  que  régalité  (i6), 
démontrée  par  l'analyse  des  relations  entre  u^  et  s^x 
donne  la  relatiousuivante,  dont  on  trouvera  une  démon- 
stration géométrique  dans  le  calcul  de  J.  Bertrand,  et  une 
démonstration  analytique  au  moyen  des  fonctions  H,  0 
de  Jacobi  dans  la  Tliéorie  des  fonctions  elliptiques  de 
MM.  Appell  etLacour  : 


(^7)  \ 


\  tang|amr(iM-A-')a?,  i-^J 

I  —  am(ar,  A')  >  =  A'tangam(ar,  X). 


Le  cUangement  de  signe  de  V  dans  cette  formule 
donne  une  relation  équivalente  |)oar  la  transformation 
de  module  r-;  ce  module  étant  plus  grand  que  i,  nous 

nous  occuperons  plus  spécialement  des  fonctions  de 
module  h^  (<;  i)  auxquelles  se  ramènent  d'ailleurs  celles 
de  module  -r-  par  la  transformation  H. 

Supposons  tracé  le  cercle  O^  de  rayon  -r-*  Soit  n  un 

point  de  0|  tel  que  hOn  =  W|  =  o>  -|-  8.  La  parallèle 
ifun^  kOv  détermine  sur  O*  le  point  n'  tel  que  AO  /i'=  to', 
et  Ton  a 

sinco^  =  kl  sinw|  =  p  sin(to  -+-  0)  =  sin(co  —  0). 
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Les  fonctions  transformées  de  module  k  pourront  donc 
s*écrîre  par  des  formules  analogues  aux  formules  (ii), 

i  zi,  =  sinwi  =  j- siikju, 


I  (?i  =  cosO|  =  -r-  cosO'j 


V  J-r/v'  I^Al/' 


OU 


(  U9  )  f»J  I  =  a>  4-  0 ,  to  j  =  (I)  —  0 

il 


CJo) 


t'i  =  cosO,  =  i-  =  -  ~3 --S 

costoj        cosfto  —  8) 

sinOi 


La  première  formule  (3o)  donne  ainsi  la  fonction  V| 
cjui  s'exprime  en  11,  ^  par  les  secondes  formules  lU 
analogues  à  celle-ci 

(3i)    C0S2J*  =1  —  2  sin'a?  =  2  co8*a?  —  i  =  cos*:r  —  sin*ar. 

On  sait  donc  construire  le  point  {u\^  V\  )  même  sans 
se  servir  du  cercle  O,  ;  on  pourrait  tracer  la  nouvelle 
courbe  (pi,  'f  0  pour  figurer  l'argument  Xi  =  (i  -h  A')t; 
mais  la  courbe  (p,  '^),  agrandie  si  Ton  veut  dans  la  pro- 
portion de  y/i  +  A'  à  i ,  suffit  à  représenter  rargumenl. 

Supposons  qu*on  ait  fait  plusieurs  fois  de  suite  la 
transformation  précédente;  les  amplitudes  successives 
sont 

tOi  =  W  4-  0,  (Oj  =  OJ|  -h  Oj,  Wj  =  tOj  +  Oj,  .  .  .  ,  tO„  =r  (Ort_i  4-  9/j-I' 

avec 
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C05(ti)H-6)                         ^            COs(tOi-+-  0|  ) 
COS6i=    ; jr-J  COSO,=    ) T—  »  •••> 

cos(t.)«_,  4-0«_,) 
On  tire  de  là 

(33)  tiin=  (o-h0-+-0i  +  02-l-...H-0rt_,. 

On  sait  que  ramplitude  tOn  et  rargiimeiit  Xn  lui-même 
croissent  avec  n  au  delà  de  toute  limite  et  que  les  rap- 
ports de  ces  deux  quantités  à  a"  tendent  vers  une  même 

limite  unie  — =7» 

Effectuons  maintenant  la  transformation  inverse  de  la 
précédente,  tout  d'abord  sur  le  point  (ui .  V|  )  précédent; 
nous  devons  retrouver  le  point  [jlj^a  par  les  formules  IV 
qui  s'écrivent  ici 

l   u(t,  A)  =1/ :  4/ 7-i-  =  1/  ' ^--  , 

I      '    '  V        '^       V   i-^"i»'i        V       '>'        siniOi 

(3i)     ,(:r,  A)  =  4/ï±îï  1/   '-^/^     =  4/î±Â  !l!L^_Jili 
Le  rapport  de  ces  quantités  donne  immédiatement 

en  sorte  qu'ayant  tang'^x,A)  et  par  suite  cp^^^  par  une 
quatrième  proportionnelle  à  i   et  aux  deux  termes  du 
dernier  rapport,  on  saura  construire  le  point  ^x  comme 
il  a  été  dit. 
Observons  que  le  dernier  rapport  peut  s'écrire  en 
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passant  aux  angles  coi,  (ù\  par  les  formules  (3o) 

k  * L 


sin- 

2 

(Oi  —  to', 
cos— = 

2 


et  que,  d'autre  part,  les  formules  (ag)  donnent 
(36)  u>= '9  0  =  î-> 

^        ^  2  2 

formules  qui  donnent  immédiatement  les  coordonnées 
u(x,  k)  =  sinco,  i/(x,  /r)  =  cosO  de  la  manière  la  plus 
simple,  en  sorte  que  la  construction  de  tango^^A  (35) 
devient  inutile. 

On  peut  tirer  de  ces  deux  transformations  une  manière 
simple  de  trouver 

en  remarquant  que  les  transformées  de  Lauden  s'écrivent 

(i-^  ki)ui(xi,ki)s=2u(Xyk)  v{x^  k), 

J:r,  =  (1  4- A:'):r,  A-,  =  1^',  (I -h  A')  (I  +  A:,)  =  2]  , 

(')  Formules  analogues  aux  suivantes  : 
sin  ax  =  2  sino^cosa:, 
C0S2X  =  2  siofa:  -f-  yjcoslx-i-j] 

[analogie  seconde,  voir  la  note  (c)]. 

On  peut  faire  la  remarque  suivante  :  Ayant  les  formules  suivantes 
(dont  le  rapport  donnerait  la  transformation  de  Gauss)  : 

2UV  =(i-f- A',)  w„ 
M= -4- p- =  I -h A'- a- 9- =  I  A,  wj . 
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car  on  a 

K 

Mi(j:i-h  K|)  =  i'iCj-i),        Kj  =  (I  -h  A')  -  . 

K 
Si  à  X  nous  ajoutons  —  >  Jti  s'augmente  de  K^ ,  '^,  s^aug- 

inente  de  -  et  le  point  («,,  i»,  )  tourne  de  -  dans  le  sens 
positif;  les  nouvelles  coordonnées  sont 


on  aura,  au  moyen  de  formules  démontrées  au  début  de  ce  Mémoire, 

r-d©=(a2-t-i;^)rf?  =(i  — /.-^w-v'-)  rfo?  =  (i  —  A,  1/=)  dx; 

d'ailleurs 

p^f/»  =  dx. 
Donc 

La  diiïcrence  des  aires  des  secteurs  d'angle  9  des  courbes  (0,9), 
(r,  q),  c'est-à-dire  Taire  comprise  entre  ces  deux  courbes  et  un  rayon 
vecteur,  s'exprime  donc  au  moyen  d'une  intégrale  de  deuxième  espèce; 
ceci  donne  donc,  sur  la  figure  tracée,  une  représentation  de  Tinté- 
grale  de  seconde  espèce  de  module 

On  peut  rcman|ucr  aussi  que  la  formule 

,  J5  =  dx 

s'écrit 

dx-i-  do  =  —  dx  = ,  — ^  = ---., -  » 

et,  par  conséquent,  que  l'intégrale  du  second  membre,  qui  a  l'appa- 
rence d'une  intégrale  de  troisième  espèce,  s'intègre  sous  la  forme 
suivante,  au  moyen  d'une  intégrale  de  première  espèce,  Xj,  et  d'une 
fonction  circulaire 

r  '     dx.  X.  I  u(Xfk) 

.\     i  +  k^ti]         2         i-hA-,  ^  ^(^,  A) 


X.  \  ,         V  »  -H  "1  V'i  +  Ai  M,  —  V  '  —  «I  V  —  A,  //, 

=  —  H --arctangj^; '-^    '    ' ^ '-^ '    '» 

•J  l  -+-  AT,  ^,  I  _^.  1^^  ^  i  ^_  ^^  „^  _^  y  ,  _  11^  y/ 1  —  /. ,  <«, 

intégrale  qui,  si  nous  ne  nous  trompons,  n'est  pas  connue,  du  moins 
sous  cette  forme  qui  n'emploie  pas  les  fonctions  de  Jarobi. 
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Ou  voit  alors  sur  les  formules  (3o)  que  W|  et  w'^  sont 
respeclîvcraent  remplaeés  par  -  -f-  0|  et  -  +  0',  et  que  64 

et  6'^  sont  remplacés  par  - — h  Wi?  — h  w', .  Le  déplace- 
ment correspondant  du  point  («j?,*,  ^x,k)  donne  le  point 
d  argument  a:+  7-- 

Les  formules  (36)  donnent  alors  les  coordonnées  de 
ce  dernier  point,  pourvu  qu'on  y  fasse  le  changement 

de  tO|  et  co\  en  — h  0| ,  ~  -h  0,  sous  la  forme 


(38) 


1  e,  -+-  0; 

f     p         K  =  COS  -" 


=  —  Slll  — -    — -, 


Si  donc  on  a  construit  6|  et  0',,  la  construction 
s'achève  sans  difficulté.  Ou  pourrait  remplacer  0|  et  0', 
par  leurs  valeurs  en  to  et  0  au  moyen  des  relations  (3o); 
mais,  si  Ton  veut  se  servir  de  o>  et  de  6,  on  aura  une 
construction  plus  simple  en  se  servant  de  la  for- 
mule (35),  qui  donne,  par  le  changement  de   6|,  ^\ 

en  -  +w,,  ^  -f-w,, 

(7:        a)i\  /r        a)-t-0\ 

+       j        tang/--f--— \ 

v-j;      .u..«»        K=  y'- ^  =  Y —-{-, 

»       ung(-  +  -^j        iang(-  +  -^) 

Ayant  ©      k,  par  cette  formule  on  construit  dirccte- 

K 
ment  le  point  relatif  à  l'argument  x  -{-  ~  sans  passer 

par  les  transformations  (III)  et  (IV). 

Cette  formule  (39)  est  d'ailleurs  donnée  directement 
par  les  expressions  suivantes  qu'on  tire  des  formules 
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(l'addition  : 


x+l        y/7+P  I-*-(l— A^^orl'x'  '-^T        y/l-l-A''   1  — (l— /^M^t^x' 

EfTeciuons  maintenant  la  transformation  (IV)  sur  le 
poînt  [u(x,  A*),  w'(x,  A")]  lui-même^  Nous  aurons  les 
fonctions 


•-»') 


/     /  .   i  A^' 4  /i— «'    ,  ym  sinjo 


to  -h  (O 

to  —  w' 


sin  • 


•2 


,  ^      3111  

^  *         C08 

2 

Ces  fonctions  ii(i),  i^^i)  se  construisent  de  la  manière 
la  plus  simple  par  les  angles 

^  ,    .                                       10  -f-  w'                            to  —  o/ 
(,i)  U)(i)= ,  0(1)= . 


Si  Ton  répète  /z  fois  cette  transformation,  le  mo- 
dule A'(„)  tend  vers  i  en  restant  inférieur  à  i  lorsque 
n  croit;  x^„)  croit  avec  /i,  mais  tend  vers  une  limite 
finie.  Soit  a:(„)  =  ^(n)X;  on  a 

__  (I  4-  A-)  (I  -f-  k^l))(^  H-  k^t)). .  .(i  -h  A>>,)) 

I 


(1  H-  ^;,,)  (I  -i-  x-'j,). .  .(i  -h  k'„{) 
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Les  qiiaïuilés  k[^^  se  lireni  de  A,  comme,  dans  la 
iraiisformalion  de  Landen,  les  quantités  A/,  se  tirent 
de  A'.  On  sait  que,  dans  ce  cas, 

(4»)  lim(i-f-/-,)(n-Aj)...(n-A«)  =  ^  . 

Donc,  on  a  ici 

(  i3)        iim(i  H-  A-r,,)  (I  +  a;,,).  .  .(I  -h  a;,,,)  =  -^'. 

On  peut,  d'ailleurs,  démoutrer  directement  cette  for- 
mule comme  la  précédente  ou  passer  du  premier  cas  au 
second,  en  remarquant  que  les  quantités  k[„^  sont  les 
modules  des  transformations  de  Landen  appliquées  aux 
fonctions  m(x.  A'),  i'(x,  A'),  pour  lesquelles  la  quan- 
tité K  des  fonctions  de  module  A'  est  remplacée  par  K'. 

gf^„)  a  donc  une  limite  qui  est  ~,  et,  par  snîie, 
(il)  Iirn^(;i)=  ^^~' 

Comme,  d^ailleurs,  A(«^  tend  vers  i,  on  aura 

Le  /z'*"'"^  point  transformé  tend  donc  vers  un  certain 
point  de  la  parallèle  k  Ou  menée  par  A,  point  qu'on 
construira  facilement.  La  répétition  des  transforma- 
tions (IV)  est  donc  plus  intéressante  que  celle  de  la 
transformation  de  Landen,  inverse  de  (IV),  qui  ne  cou^ 
duit  à  aucune  limite.  De  Texistence  des  limites  précé- 
dentes, on  pourra  tirer  des  procédés  pratiques  de  calcul 
sur  lesquels  nous  ne  pouvons  insister  ici  ;  maïs  nous 
donnerons  une  formule,  susceptible  d'applications, 
qui  montre  l'importance  des  transformations  succes- 
sives (IV). 
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Posons 

Nous  pourrons  écrire 

(n-^)a(a7,Xr)  =  -iM(,)i^(j,, 
(i-hX:„))W(,)      =  2«£(j,  ^'„^, 


d'où)  quel  que  soit  (/?), 

(46)  «(X.X-)  =  "^^"2^'^'""^  .',.,.',„.',„....'.«„ 

formule  analogue  (de  la  deuxième  sorle)  (*)  à  la  for- 
mule trîgonométrîque  suivante  h  laquelle  elle  se  réduit 
pour  A  =  o 

sin  (  —  ) 

,  ,    .  .  \'i'*  /  X  X  X  X 

(  47  )      sin  X  =  ^ — -  cos  -  cos  —  cos  --  •  •  •  cos  —  > 


et  qu'on  démontre  d^une  manière  analogue. 

Si,  maintenant,  on  fait  croître  n  indéfiniment,  on 
aura 

iîT' 

(48)  u{x,k)= — — -  «'(a^f,),  A:„))i'(.r(,), /i(S))...t;(arf«),A-(„))..., 

il? 

où 

P(a?(/.î,  Af«,)  =  V  I  ^;j^ X,  A{„)  I 

icnd  vers  i  lorsque  k  croît  indéflniment.  Celte  formule 
est  l'analogue  de  la  suivante  à  laquelle  elle  se  réduit 
lorsque  A  =  o,  (K'.=  oc), 

(49)  sin  a:  =  a?  cos  -  cos  —  cos  --.... 

(')   Voir  la  oolc  (c). 
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(]cUe  dernière  a  une  analogue  dirccle  dans  la  roimule 
(ju*oa  peut  obtenir  en  faisant  le  produit  des  fonctîous 
de  module  k  (formule  de  dupliealion) 

p  prenant  toutes  les  valeurs  de  i  à  /i  : 

«  (  ar  )  =  2'*  w  f  —  I  ^ — ^^^ — •  •  • ^ — r  • 

//  croissant  indéfiniment,  on  a  la  formule 

(5o)  u(x)  =  x—^  ^ ^^ 


1 

analogue  h  la  formule  (49))  nous  retrouvons  donc 
encore  à  ce  propos  les  deux  sortes  d'analogies  signalées 
dans  la  note  (c). 

Si  Ton  double  Targument  dans  la  transformation  (IV), 
on  obtient  la  transformation  de  Gaiiss  (V).  Pour  con- 
struire ces  fonctions,  on  pourra  se  servir  des  for- 
mules (V)  qui  s'écrivent 


L^         '       \±:k  J        i±Au^  i±:sinwsinw 


r.i) .         .  

ge±cosO' 

:cosO  cosB' 

Au  lieu  de  construire  ces  formules,  on  pourra  dou- 
bler l'argument  dans  les  constructions  précédentes  des 
fonctions  (IV)  ou,  mieux  encore,  doubler  Targumentx 
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il'abord,  puis  faire  la  transformalion  (IV).  En  se  servant 
des  formules  démoutrécs 

M(  7.J:)  =  sinao  = -7  sinaqp 
el  des  formules  (40»  (4»')»  ^'*  ^^^^  1^'^* 


f    i>,  =  cos(©  —  ç  ), 

ce  rjui  permet  de  construire  facilement  le  point  (//{,  ^{) 
connaissant   le   point   (i<==sinco,   r  =  cosO)   dont    les 
coordonnées    polaires    sont     Tangle    o     et     le     rayon 
/•  =  sectp'  ('>.3). 
Posant 

Ui(Xi) 


^'l  i^l) 


=  tangçi,  xi^^i-h/n-r. 


I  -4-  A  I  -h  Al 

on  construit  le  point  xi|  (2X1,  Ai),  ('{(soTtAi)  et  au 
moyen  des  deux  angles  'à^i  el  'à'^\<,  qui  sont  tels  que 

Ui{ixx^  kl)  —  sinaoi  =  T-sina^p',, 
A'i 

on  obtient  le  point  dont  les  coordonnées  sont  les 
deuxièmes  transformées  de  Kx^^pat'  1^  transformation 

de  Gauss 

"j(^î,  Aî)  =  sin(©,-4-o;), 

el  ainsi  de  suite;  on  forme  ainsi  les  /i'«"<*«  transformées 
de  Uxi  Vx\  mais  il  faut  remarquer  que  l'argument  el 
rauiplitude     croissent     indéfiniment  ;    leurs    rapports 
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avec  2«  lendcnt  vers  une  lîinile  coinuiunc  qui  est  ^ 


{voir  la  transforma  lion  IV). 

6.  Sur  les  /onctions  hyperboliques,  -r  Nous  avons 
montré  qu'on  pouvait  représenter  les  parties  réelles  des 
formules  qui  contiennent  des  imaginaires.  Mais  on  est 
conduit  à  d'autres  représentations  géométri(|ues,  si  Ton 
remarque  que,  tandis  que  ii(x,  Ar),  (^(x,  A)  sont  ana- 
logues aux  fonctions  circulaires  sinx,  cosx,  les  fonctions 
d'argument  purement  imaginaires  mises  sous  I4  forme 

(53)  U(a7,  k)  =  îiii^),         V(:r,  k)  =  v{ix,  k\ 

sont  réelles  et  analogues  aux  fonctions  dites  hyperbo- 
liques 

— : — ssShj-,        cosiir  =  Gn:r. 

Les  formules  VFI,  qui  expriment  des  fonctions  de 
cette  nature  au  moyen  des  fonctions  d'argument  réel 
u{x^  k),  ^{Xy  k)^  nous  conduisent,  afîn  de  pouvoir  nous 
servir  de  la  figure  tracée  et  de  Tétude  précédente,  a  étu- 
dier les  fonctions  U,  V  de  module  /:'  que  donnent  les 
formides  VII  sous  la  forme 

(54)  U(T,Â')=-Jli!4J^,     V(^,AO=— =^=;.. 

/i  —  w*  (x,  k)  / 1  —  A*  u*  {Xi  k) 

On  peut,  bien  entendu,  étudier  directement  ces  fonc- 
tions, ou  celles  de  module  k  ;  c'est-à-dire  tracer  la  courbe 
dont  Tcqualion 

{VjY  V*— U«  =  i  — A'*U*VS 

puis  clierclicr  une  représentation  de  x  par  un  calcul 
analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  au  début  de  ce 
Mémoire^    on   se  servira  pour    cela   des  formules   eu 
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w(x,  /'),  i^{x,  Â^)  et  Ton  y  cliangtira  x  en  ix,  z/  en  lU, 
(^  en  V.  L'argument  x  étant  le  même  dans  les  fonctioiis 
U(x,A'),  V(x,^),  ii(a:,*),  v{x,k}  [formules  (54)], 
ou  retrouvera  la  courbe  (p,  f  )  précédemment  trouvée. 
Ou  voit  d^ailleurs  immédiatement  que 

c'est-à-dire  que  l'angle  ç  est  le  même.  Nous  n'entrerons 
pas  dans  le  détail  des  calculs  qui  permettent  de  faire 
une  étude  directe  de  Uj^as  V^^^a  au  moyen  des  angles 
'^,  (o,  Q,  .  • . ,  dont  nous  nous  sommes  servis;  mais  consi- 
dérant Vx  et  \x  comme  les  analogues  de  Shx,  CIîj', 
nous  poserons 

(56)  }  ^" 

I  y.r,A.'=Che=iche', 

(5;)  ^^  =  Th*=:.  tango, 

▼jr,X' 

Û,  Û^  0, 0'  ne  sont  plus  des  arcs  comme  to,  co',  6, 0',  mais 
des  secteurs  hyperboliques,  les  cercles  O^ ,  0'^  de  rayons  i 

et  7  étant  remplacés  par  des  hyperboles  équilatères 
d'axes  respectifs  i  et-r,  ;  à  cet  égard,  nous  devons  dire 
que  6' ne  figure  dans  ces  formules  que  pour  la  symétrie, 
car  il  est  imaginaire,  V  restant  inférieur  à  -r,  ainsi  qu'on 

le  voit  par  l'équation  de  la  courbe  (55)  qu'on  peut 
écrire 

ou 


(58)  iGliSi'Clie'=A-,        Tlie  =  AThi2, 

r.,  ^        Chu  ^,  ^        She 
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formules  analogues  aux  formules  (i3),  (il),  (i^),  (»fi)- 
Nous  verrons  plus  loin  par  quelle  quanlilé  réelle  on 
peut  remplacer  H';  ces  formules  (56),  comme  celles  qui 
suivent,  doivent  d'ailleurs  nécessairement  être  conver- 
ties en  formules  trigononiétriques  lorsqu'on  veut  en 
faire  des  applications  géométriques  ou  numériques. 

Dans  une  lettre  qu'a  bien  voulu  m'adresser  M.  Léme- 
ray,  le  lo  février  de  cette  année,  sur  une  représentation 
géométrique  de  ces  fonctions,  ce  géomètre  remplaçait  le 
cercle  et  Tellipse  qui  lui  servaient  dans  le  cas  de  u{x,  fc), 
i^(j;,/)  par  deux  hyperboles,  Tune  équilatère,  l'autre 

d*axes  i  et  p  [pour  les  fonctions  U(j:,  A),  V(jr,  A)]  et, 

se  servant  de  la  notion  de  rayon  vecteur  hyper bo- 
lique  qu'a  introduite  M.  Laisant  dans  son  Ouvrage  sur 
les  fonctions  hyperboliques  (*),  il  obtenait  une  repré- 
sentation analogue  à  celle  du  cas  de  l'argument  réel, 
par  des  formules  qui  se  déduisent  des  premières  par  le 
seul  changement  des  fonctions  circulaires  en  fonctions 
hyperboliques  et  du  rayon  vecteur  \'\^  +  'r^^  en  le  rayon 
vecteur  hyperbolique  ^Ç*  —  r, '^  (Ç,  r^  étant  les  coordon- 
nées orthogonales  d'un  point  quelconque).  Cette 
remarque  d'un  ordre  général,  utilisée  en  1874  par 
M.  Laisant  (/oc.  cit,)  peut  conduire,  dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  aux  formules  suivantes  qu'on  pourra 
d'ailleurs  vérifier  directement  : 

Soient  P,  R,  R'  les  rayons  vecteurs  hyperboliques  de  la 
courbe  (p,  'f  )  qui  représente  x  et  des  points  M,  M'  (dont 
le  second  est  imaginaire)  de  la  courbe  (U^,A',Var^A)  relatifs 
au  secteur  hyperbolique  ^,  c'est-à-dire  à  l'angle  ».  On  a 


(')  Essai  sur  la  théorie  des  fonctions  hyperboliques,  par 
M.  C.-A.  Laisant,  187^  {Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  phy- 
siques et  naturelles  de  Bordeaux,  t.  N,  2*  Cahier). 
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Ce  Tableau  de  formules  parfaitement  symétriques  (  *  ) 
montre  que,  à  côté  des  sinus  et  cosinus  elliptiques  M;r,*> 
^j?,Aj  on  pourra  considérer  des  sinus  et  cosinus  hyper- 
boliques (mod/r')  Uj;,A',  Va;,A'.  Les  fonctions  elliptiques 
(modXr)  s'expriment  toutes  par  les  fonctions  elliptiques 
élémentaires  (modo),  c'est-à-dire  les  fonctions  circu- 
laires, lorsqu'on  introduit  les  angles  w,  9,  2(p,  ..., 
appelés  amplitudes  elliptiques;  de  même,  les  fonctions 
hyperboliques  (mod  k')  s'expriment  toutes  par  les  fonc- 
tions hyperboliques  élémentaires  (modo),  Sh,  GIi, 
lorsqu'on  introduit  les  secteurs  hyperboliques  Û,  O, 
a$,  .  • .,  qu'on  est  ainsi  conduit  à  appeler  des  ampli- 
tudes hyperboliques.  Mais  ici,  nous  rencontrons  une 
expression  employée  depuis  Houel  dans  un  tout  autre 
sens  :  lorsqu'on  a  affaire  aux  fonctions  élémentaires  Sha:, 
Ch:r,  le  secteur  hyperbolique  ne  se  prêtant  guère  aux 
calculs,  on  remplace  les  variables  précédentes  par  des 
lignes  trigonométriques  de  l'angle  introduit  par  Lam- 
bert sous  le  nom  à!angle  transcendant,  et  qui  a  été 
nommé  depuis  par  Cayley  gudermanien,  et  par  Houël 
amplitude  hyperbolique  (^);  cet  angle,  relativement  à 
û  et  6  dans  nos  formules,  est,  avec  la  notation  de 
Cayley, 

ou  avec  celle  de  Houël  : 

(o  =  amAQ,         tù'  =  dLTnhS. 

Cette  dernière  notation  étant  admise  par  un  grand 
nombre  de  mathématiciens,  nous  ne  pouvons  nous  l'ap- 
proprier en  lui  donnant  une  autre  signification.  Nous 


(*)  On  remarquera  les  deux   cas  de  dégénérescence   :   i"  A:  =  o, 
k'=  t'y  2'*  k  =  ly  k'—  o. 
(')  Laisant,  Fonctions  hyperboliques  {loc.  cit.). 
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nous  pcrincllrous  cependant  de  montrer  par  les  for- 
mules suivantes  combien  la  notation  w  =  am<.(a:,  Ar), 
Qz=amk{x^k^)  introduirait  de  symétrie,  Û  portant  le 
nom  iï amplitude  hyperbolique  de  x  (mod  V)  comme  co 
porte  le  nom  d^ amplitude  elliptique  de  x  (mod  A")  : 

e     =amAU-x,^V 

24»  =  Sim/i{ix,k')y  2*'=  aLm/Aïk'x,  p  K 

2^^  =  am/j/aA-T,  ^  j, 

M  o)     =  Bme(x,k),  m'    =  Simg\^kx,jU 

0  .—  ame(k'x,-rr)' 

2ç  =  ame('iXyk)^  2qp' =  ame(2X:x,  t  j> 

2^  =amer2A'ar,  ip-j 

I  (Che'=sine'),         (Gh2r=sin24;'). 

Les  angles  réels  0',  2  y,  et  les  secteurs  hyperboliques 
imaginaires  8',  2^'  ne  sont  pas  des  amplitudes.  A  ces 
formules  on  pourra  ajouter  les  relations  suivantes  : 

1  2P=^<f24>,  2Qp'=^é£2V,  2<J/  =  ^ûf24>'. 

Ajoutons  que,  si  Ton  employait  cette  expression  d^ am- 
plitude hyperbolique  dans  le  sens  que  nous  indiquons, 
on  pourrait  dire  que  les  amplitudes  elliptiques  ou  hyper- 
boliques sont  destinées  à  exprimer  au  moyen  des  fonc- 
tions élémentaires  (mod  o),  sin,  cos,  Sh,  Ch,  les  fonctions 
elliptiques  ou  hyperboliques  de  modules  différents  de 
zéro,  M,  Vj  U,  V,  et  il  serait  entendu  que,  sauf  des  cas 
tout  spéciaux,  l'amplitude  hyperbolique  ne  peut  entrer 
que  dans  des  formules  relatives  aux  fonctions  hjper- 
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boliques  U,  V,  sous  les  signes  Sh,  Ch,  Th,  et  que  l'am- 
plitude elliptique  ne  peut  entrer  que  dans  des  formules 
relatis^es  aux  fonctions  elliptiques  u,  u^  sous  les  signes 
sin,  cos,  tang,  les  relations  entre  les  deux  sortes  d'am- 
plitudes pouvant  d'ailleurs  toujours  se  mettre  sous  la 
forme  (6i). 

Quoi  qu'il  en  soit,  T usage  ayant  à  peu  près  consacré 
l'expression  d'amplitude  hyperbolique  dans  le  sens  que 
lui  a  attribué  Houël,  nous  n'insistons  pas. 

7.  Sur  quelques  transformations  des  fonctions  hy- 
perboliques de  module  li',  —  Les  formules  (60)  suffisent 
à  montrer  quelles  sont,  à  l'égard  des  fonctions  U^  V,  les 
transformations  YIII,  X,  et  nous  laissons  au  lecteur  le 
soin  d'exprimer  les  nouvelles  fonctions  UV  au  moyen 
des  anciennes,  calcul  qu'on  peut  d'ailleurs  faire  direc- 
tement sur  les  fonctions  u{iXy  V)  =  lU,  (^(fo:,  A/)  =  V, 
dont  les  transformations  seront  facilement  obtenues  par 
l'échange  de  k  et  de  k'  dans  toutes  les  transformations 
que  nous  avons  données  (I-XIII)  au  sujet  des  fonctions 
de  module  k. 

L'une  de  ces  transformations  est  particulièrement 
intéressante  :  c'est  celle  que  l'on  obtient  en  effectuaut 
la  transformation  de  Landen  sur  les  fonctions  u(ix^  A'), 
i/(ix,  //),  ce  qui  donne  la  transformation  XI  des  fonc- 
tions elliptiques  de  module  k^  ou  la  transformation  sui> 
vante  des  fonctions  U,  V  de  module  A'  : 

(62)  I       L  ^    '  i±A:J 

OU,  en  vertu  de  la  relation  (58), 

The  =  kThQ  : 

(63)  u[(idtA:):r,i^j=Sh(û±:e). 
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La  transformation  XI  des  fonctions  elliptiques  Ux,k^ 
^jr,A)  n'est  donc,  à  Tégard  des  fonctions  hyperboliques 
Ujr.AS  ^x.k'j  qu'une  transforma  lion  analogue  à  celle  de 
Landen,  ce  qui  était  à  prévoir,  et  se  met  sous  une  forme 
analogue  à  celle-ci  [formule  (^5)]  au  moyen  des  fonc- 
tions élémentaires  (modo). 

Posant 

(64)  U|  =  l2-4-«,         12',  =  12  — e,         A:'  =  2J=4, 
on  aura 

(65)  U[(i-+-A:)ar,A-',]  =  Shûi=  -iV  Shl2', 

^1 


et 


(66)     V[(n-^):r,A-i]  =  Che,=  j^Che',=  -^-^ 


(«). 


Le  retour  inverse  aux  fonctions  de  module  //,  lix^k^y 
Vx,  A'  (c'est-à-dîre  relativement  aux  fonctions  Ux,kf  ^x,k, 
la  transformation  XII  appliquée  aux  fonctions  de  mo* 
dulc  -— — v)  se  fera  par  les  formules 

V  ^ 

La  répétition  de  la  transformation  (62),  (k\  =  '""  j> 
donne  au  bout  de  n  opérations  {^)  Vamplitude  hjpev^ 


(»)  Comparer  les  formules  (64),  (65),  (66)  aux  formules  (28), 
(39),  (3o). 

(')  Il  faut  bien  remarquer  que  la  répétition  delà  transformation  (62) 
n'est  pas  la  répétition  delà  transformation  XI  des  fonctions  u(a?,  k), 
i^(â?,  A:),  maisest  la  répétition  de  la  transformation  de  Landen  des 
fonctions  u{ix,  Ar')  =  «U,  v{ix^  A:')  =  V.  Nous  avons  vu  que  ha  répé- 
tition de  XI  donne  à  nouveau  le  module  k. 
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bolique  (voir  plus  haul)  Û,,  : 

(68)  û„=ûM-e-f-e,-4-e,H-...-4-e«-,, 

qui  croit  avec  n  au  delà  de  loute  limile  comme  Targu- 
ment  lui-même  (*  ). 

Il  n^en  est  pas  de  même  de  la  transformation  inverse 
qui,  faite  au  moyen  des  formules  (67)  appliquées  aux 
fonctions  Ua?,*',  ^x.k'  elles-mêmes,  donne 

a-hû'         ^        a  —  Q' 

"(1)= — - — '        ^ii)= — - — » 


formules  que  Ton  pourra  comparer  aux  formules  (4 1)  et 
qui,  si  l'on  double  Targument,  donnent  la  transforma- 
tion deGauss  (V)pour  les  fonctions  hyperboliques  U,  V 
de  module  ft'  : 

j  U[(i  +  A->,X:;„]  =  .;4^,U=Sh(*  +  *'), 

(70)    I 

j  V[(i  +  AO:r,A:;.,]=-p^^^ 

analogues  aux  formules  (5i),  (5ïi). 

Si  Ton  répète  n  fois  la  transformation  (69),  on  a 


(')  Leurs  rapports  avec  2»  tendent  vers  une  limite  commune  -^7, 
et  le  module  tend  vers  zéro. 
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g^n)  que  Ton  peut  écrire 

(I  -4-  Xr^i,)  (i  -h  A'it)). .  .(I  -+-  A>)), 

tend  vers  -^-^  en  croissant,  en  sorte  que  x^n)  reste  fini 
quel  que  soit  n.  Posant 

on  voit  que,  Â-^'^,  tendant  vers  i , 

(  limV(«)=  I. 

Si  l'on  écrit 

(i-f-A-')U(^,A-')  =  aU,,jV„y, 
(i-+-^;i))U(n       =2U(j)V(,), 


on  obtient,  par  /}  égalités  de  cette  forme, 

(72)  V(a;,  *■)  =  HiiMikl  v,„V,„  . . .  V,„„ 

et  en  faisant  croître  n  indéfiniment 


lang 


m) 


formule  analogue  à  la  suivante  {*). 

(74)  Sh^  =  a-Ch  î  Gh  £  Gh  -^. . .  T 


(*)  Les  formules  (49)  et  (74)  concernant  les  fonctions  circulaires 
ou  hyperboliques  élémentaires  (modo),  et  dont  nous  avons  trouvé 
des  analogues  concernant  les  fonctions  elliptiques  Uj  v  ou  hyperbo- 
liques U,  V  (mod  ^  o)  sont  tirées  de  l'Ouvrage  cité  de  M.  Laisani 
{Essai  sur.. .,  1874). 
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à  laquelle  elle  se  réduit  lorsqu'on  fait  h*z=  o,  (K  =  oc). 

La  formule  (jS)  est,  pour  les  fonctions  hyperbo- 
liques U,  V  (modÂ/),  ce  qu'est  la  formule  (48)  pour 
les  fonctions  elliptiques  m,  i^  (modAr),  comme  la  for- 
mule (74)  est  pour  les  fonctions  hyperboliques  élé- 
mentaires (modo),  ce  qu'est  la  formule  (49)  pour  les 
fonctions  circulaires,  c'est-à-dire  les  fonctions  elliptiques 
élémentaires  (modo). 

L'analogie  des  formules  (78)  et  (74)  est  de  la  seconde 
sorte  [voir  la  note  (c)].  On  obtient  une  analogue  directe 
de  la  formule  (74)  en  multipliant  membre  à  membre 
n  égalités  de  la  forme  suivante  (duplication  de  l'ar- 
gument) : 

(^^)  ^-'     f     v.(£,.<)_u.(J,.') 

puis  faisant  croître  n  indéfiniment;  ou  a  ainsi,  comme 
dans  le  cas  des  fonctions  u,  (^  (5o)  : 

(76)     \}{x,k')^x—^ (- — ^ (- ^ ^ 

n[v(5.*-)-u.(f,.'')] 

Dans  le  présent  Mémoire,  nous  avons  donné  quelques 
propriétés,  analytiques  ou  géométriques,  des  fonctions 
u  =  sn x,  i'  =  sn(j:  -h  K)  et  des  fonctions  hyperboliques 
qui  en  dérivent  par  la  considération  d'un  argument  pu- 
rement imaginaire  (* ) ;  on  nous  permettra  de  conclure, 


(<)  Le  lectcar  est  prié  d'écrire  lui-même  les  formules  concernant 
u(Xfk')j  v{Xyk'),  pour  passer  directement  à  U  =  — ^ — r^ — -y 
\  =  v{ix,k'). 
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(  =^8.  ) 
comme  dans  notre  première  Note  sur  ces  fondions  parue 
en  1 898  dans  ce  Journal  :  les  fonctions 

tt  =  sn(ar,  A:),        i>  =  sn(a: -+- K,  A:) 

sont,  par  leurs  propriétés  corrélatives,  les  analogues 
des  fonctions  sinx,  cosa:. 

SOLUTIONS  M  QUESTIONS  PROPOSÉRS. 


1075. 

(  187t,  p.  190.) 

Le  nombre  des  nombres  premiers  compris  entre  un 
nombre  entier  positif  A  et  son  double  est  moindre  que 
celui  des  nombres  premiers  non  supérieurs  à  A. 

(LiONNET.) 
SOLUTION 

Par  M.  E.  Landau. 

Le  théorème  démontré,  il  y  a  quelques  années,  par 
MM.  voQ  Mangoldt  et  de  la  Vallée -Poussin  que  le 
nombre    11(0:)    des    nombres    premiers    inférieurs    à    x    est 

asymptotique  à   ^ ne  prouve  que  l'égalité  asymptotique 

des  deux  grandeurs  en  question;  ce  n'est  que  la  proposition 
suivante,  due  à  M.  de  la  Vallée-Poussin,  qui  permet  de  tran- 
cher la  question  : 

izix)  =  Li{x)  -h  0{x e-'^y/^^), 

où  Li(ar)  désigne   le  logarithme  intégral,   a  une  constante 
positive  et  0[G(â?)]  une  fonction  telle  que  son  quotient  par 
G{x)  reste  fini  pour  x  =  00, 
En  effet,  en  vertu  de  l'identité 

/dx    ^     X  X  r  dx 

logiT  "^  loga?        log*2r         j  \o%^x 

_       X  X  Ç\(       ^      \ 

~~  logj?       log'a?  \\o^xl 
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on  a,  l'ordre  de  grandeur  de  a? e~ "•""*•'  étant  inférieur  à  celui 


de      ^ 


log'a? 

71(0?)       =  -i ^  T—^ ^-^(i î—  P 

(      \  —  aar  237  /     .r    \ 

loga?H-log2       (loga:H-log2)*  \log3\r/ 

_     2ar         7Aog9..x  9..v         ^/     ^     \ 

"^  loga;  log*ar  log*a7  ylog^x/ 

Or,  l'excès  du  nombre  des  nombres  premiers  compris  entre 
X  et  237  sur  celui  des  nombres  premiers  inférieurs  à  x  est 

^(^x)  -  a,r(x)  =  -  2  loga  i^  +  O  (j^-)  ; 

cet  excès  est  donc  négatif  pour  tous  les  x  supérieurs  à  une 
certaine  limite.  Le  calcul  de  cette  limite,  à  partir  de  laquelle 
le  théorème  en  question  «est  ainsi  démontré,  n'oifre  aucun 
intérêt,  car  elle  dépasse  de  beaucoup  la  limite  des  Tables  de 
nombres  premiers. 

1548. 

(1886,  p.  487.) 

Prouver  que 

(G»-.p.n-pXC.p.p)'  ^  ^^^.^^ 

(Catalan.) 

solution 

Par  M.  E.  Landau. 

En  posant 

n  —p  =  Xiy        p  =z  Xif 

il  s'agit  de  démontrer  que 

(Cljr,.jr-t^  Gl.r«,j:,)* 
Cjr,-Kr„x, 
_  'lXi\lXi\2Xi\  'iX^l  Xil  X^l 

~  Xi  !  Xi  î  371  !  371  î  Xi  !  Xxl  Xfl  Xi\{Xi-\-  Xi)l 
23?i!  23:1!  237i!  2372! 

=  — i i — -1 r — ,       ,/     TT  =  entier. 

■ri  !  37i  !  37,  î  3*2 •  Xil  X2\{Xi-\-  Xi)] 
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Pour  cela,  il  suffit,  en  vertu  du  théorème  que  j'ai  établi  (  p.  356 
du  t.  XIX,  1900)  que 

(ï)  2[27,]-+-2[2J^,]^3[/,]4-3[7,J-|-[7,-h^,], 

pour  toutes  les  valeurs  de  ^i,^i  comprises  entre  o  et  r  (inclu- 
sivement). 
1'  Pour  ^1  =  1 ,  ^j  r=  I ,  l'on  a  en  effet 

4-v-4  =  3-h3-4-2; 

2°  Pour  j^i  =  I,  ^j<  I,  (i)  prend  la  forme 

4-i-2[2^,]^'3-M  =  4, 

ce  qui  est  évident,  [-^.Xî]  étant  o  ou  1  ; 

3**  Pour^i<i,  ^^1=  I,  (ï)  revient  pareillement  à  l'inégalité 
évidente 

2[27i]-t-  U'3-M  =  4; 

4**  Pour^i<  i,^î<  I,  il  faut  prouver  que 

En  effet,  la  plus  grande  des  deux  quantités  2j^i,  'ly^  est, 
à  elle  seule,  au  moins  égale  à  leur  moyenne  arithmétique 

ri  +  ^î- 
1675. 

(1894,  p.  4'.) 

On  considère  tous  les  cercles  de  rayon  constant  tangents 
à  une  conique.  Lieu  du  pôle  de  la  seconde  corde  d'inter- 
section  du  cercle  et  de  la  conique  par  rapport  à  la  conique. 
Cas  particulier  d'un  cercle  de  rayon  nul.  Montrer  que, 
dans  ce  cas,  le  pôle  de  la  seconde  corde  d'intersection  du 
cercle  et  de  la  conique  n'est  autre  que  le  point  fixe  du 
théorème  de  Frégier,  relatif  aux  angles  droits  ayant  leur 
sommet  au  point  considéré  de  la  conique. 

(André  Gazamian.) 
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SOLUTION 
Par  M.  E.-N.  Baribien. 

i**  Cas  d'une  conique  à  centre  {ellipse).  —  Soit  l'équalion 
de  l'ellipse 

(i)  ^*x*-h  a*j^*— a*6*  =  o. 

La  tangente  au  point  (2*1^1)  de  Tellipse  a  pour  équation 

6*  xxx  —  a*  yyx  —  a*  6*  =  ». 

La  seconde  sécante  d'intersection  de  Tellipse  avec  un  cercle 
tangent  en  (^1^1)  à  l'ellipse  a  pour  équation 

(a)  b^xxi  —  a^yyx-^-  ix  =  o; 

de  sorte  que  l'équation  de  ce  cercle  est  de  la  forme 


(3)  , 
'       H-  {b^xxi-\-  a^yyx  —  a'^b^){b^xxx  —  a'^yy\-^}^)  =  0i 

avec  la  condition 

En  tenant  compte  de  cette  valeur  de  X,  et  de  la  relation 

(4)  b^x\  ■^a'^y\  s=a»6», 

l'équation  (3)  du  cercle  devient 

-f-  A2c(ji  — a»6*)ar,a7-+-a»c(|x-ha*6*)^ij' 

—  a«6»([AC»-Ha*^f  -f-6*a?î)=:o. 

Si  R  désigne  le  rayon  de  ce  cercle,  on  a 


Or,  cette  relation  peut  s'écrire 
(7)         îR2a»6»  =  (6*a7Î4-rt*7Î)[[ic«-ha«6«(a*-f-6«)p. 
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La  polaire  d'un  point  (a,  P)  par  rapport  à  l'ellipse  donnée 
est 

(8)  6«aa?-+-  a»p^  — a«6«=o. 
En  identifiant  (2)  et  (8),  on  trouve 

(9)  ^»  ^  -ri  _      !^ 

On  aura  le  lieu  du  pôle  (a,  p)  en  éliminant  Xi,yi  et  fx  entre 
les  équations  (4)  et  (7)  et  les  deux  équations  (9).  En  résol- 
vant (9)  et  (4),  on  trouve 

aboL 


^6«a»-ha«p» 


v/6«a»H-a>p~«' 

—  «3  6» 


v/62a»-+-a»p* 


En  portant  ces  valeurs  dans  (7),  on  obtient  pour  Téquation 
du  lieu 

4a*6»Rs(6îa«-+-a»p«)» 

=  (6*a«-+-a*p»)[(a«-f-i^s)v^6*a»-i-a«p*— «ôc»]*, 

ou,  en  chassant  le  radical, 

Ij(6*a»-ha*p»)[(a«+6»)2(6«a»-+-a»p>>H-c*a«6«] 
—  4a«^»«R«(6*a*-+-a«P*)*}* 
=  4a*A*c*(a>-f-6»)«(6«a«-ha*P«)(Ma*-i-a*p«)«; 

c*est  une  courbe  du  huitième  degré. 

L'équation  (7)  donne  les  deux  valeurs  de  (x,  correspoxylant 
à  chacun  des  deux  cercles  de  rayon  R,  tangents  à  Tellipse  au 
point  (37,^1). 

Lorsque  R  =  o,  on  a 

(II)  |x  = ^— , 
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et  le  lieu  (lo)  devient 
(12)  («*-+-  6*)»  (^»«a«-f-  a*P*)  —  c'^a^b^^  o; 

c'est  une  ellipse  concentrique    et   homoihétique    à    l'ellipse 
donnée. 
En  portant  la  valeur  (11)  de  (x  dans  (9),  on  a 

Considérons  maintenant  le  triangle  rectangle  inscrit  dans 
Tellipse,  ayant  le  sommet  de  l'angle  droit  en(â7i^i)  et  les 
côtés  de  l'angle  droit  parallèles  aux  axes.  L'hypoténuse  de 
ce  triangle  a  pour  équation 

(,4)  ^=  — g- 

Celle  de  la  normale  en  (a?i^i)  est 

(i5)  a^xyi—  b*yxi  =  c^xiyi. 

En  résolvant  (i4)  et  (i5),  on  trouve  pour  les  coordonnées  du 
point  de  Frégier 

ce  sont  précisément  les  coordonnées  (i3). 

Donc,  lorsque  R  =  o,  le  point  (a,  P)  est  bien  le  point  de 
Frégier  relatif  à  la  normale  au  point  (xtyi). 

2*  Cas  de  la  parabole.  —  Le  calcul  se  conduit  d'une  façon 
tout  à  fait  analogue  au  cas  de  la  conique  à  centre. 
L'équation  de  la  parabole  est 

(16)  y^ — ipx  =  o. 
L'équation  de  la  tangente  en  (^1^1)  est 

(17)  yyx-px—pxi  =  o. 
Celle  de  la  seconde  corde  d'intersection  est 

(18)  yyx-^psp-^ii-^o. 
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L'équation  du  cercle  langent  à  la  parabole  en  (:ri/t)  ^^^ 

(19)   '^(y^—'^p^)-^(yyi—p^'-p^i)(yyi-^p^-^  i^)  =  o, 

avec  la  condition 

X  =  —  iy\  +/?«)  =  — /?(2a:i-h/?). 
L'équation  (19)  s'écrit  donc 


(20)  , 

R  étant  le  rayon  de  ce  cercle,  on  trouve 

(21)  4R'/>'  =  (2ar,-h/?)[[JL  —  />(a:,-f-a/?)]V 

La  polaire  d'un  point  (a,  P)  par  rapport  à  la  parabole  a  pour 
équation 

(2a)  px  —  ^y-\-p%  =  o. 

En  identifiant  les  équations (18)  et  (22).  on  trouve 

(23)  ri  =  -P, 

(24)  IX    =/?a. 

De  (23)  on  déduit 

3* 
(.5)  ..=  :^. 

Si  donc  on  porte  dans  (21)  les  valeurs  (24)  et  (25)  de  (x 
et  de  a?i,  on  trouve 

(26)  (P»-4-/)*)0«— 2/?a-f-4/>»)*=i6Rï/)*. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  le  lieu  de  (a,  p)  s'abaisse  de 
deux  degrés  et  devient  une  sextique. 
Si,  dans  (21),  Ton  fait  R  =  o,  il  vient 

ji=/?(a7,4-2/?). 
Alors,  d'après  (24)  et  (23), 

(27)  (X=Ti-h9.p, 

(28)  ?=-ri- 
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Ce  sont  encore  bien  les  coordonnées  du  point  du  théorème  de 
Frégier,  relatif  au  point  (xi^x). 

Lorsque  R  =  o,  le  lieu  du  point  (a,  p)  est  la  parabole  d'équa- 
tion 

(29)  p»— 2/>a-h  4p^  =  o. 

Autre  solution  de  M.  H.  Dellac. 

iS23. 

(1819,  p.  344.) 

Deux  coniques  G  et  Ci  ont  en  commun  le  foyer  F,  auquel 
correspondent  pour  chacune  d'elles  les  directrices  Â  et  A| 
qui  se  coupent  au  point  D.  Démontrer  que  les  tangentes 
communes  à  ces  coniques  passent  par  le  point  de  ren- 
contre de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  foyers  F'  et  f\ 
et  de  la  perpendiculaire  élevée  en  V  à  la  droite  FD. 

(M.  d'Ocagne.) 

SOLUTION 

Par  M.  J.  Lez. 

Soit  AAi  une  tangente  commune  qui  coupe  F'F|  en  M;  les 
deux  autres  tangentes  issues  de  M  devant  faire  avec  MF  des 


angles  égaux  à  AMF',  et  du  même  côté  de  MF,  coïncident. 
M  est  donc  un  ombilic. 

La  droite  FM,  joignant  deux  ombilics  conjugués,  a  même 
pôle  par  rapport  aux  deux  coniques;  ce  pôle  est  à  la  fois  sur 
les  polaires  A  et  Ai  de  F,  c'est-à-dire  en  D;  et  alors  FM, 
polaire  du  point  D  de  la  directrice  A  par  rapport  à  G,  est  per- 
pendiculaire à  FD,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Autres  solutions  de  MM.  Audibert  et  Droz-Farny. 
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LIBRAIUIE  GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI  DES  GRANDS-AUGUSTINS.  55,    A   PARIS. 


r 


CAUCHY  (A.).  —  Œuvres  complètes  d'Augustin  Cauchy,  publiées  sous 
la  direction  scientifique  do  I'Académib  des  Scikxoes  et  sous  les  auspices 
tlii  Ministre  de  l'Instruction  publique,  avec  le  concours  de  MM.  Valson, 
(follet  et  Em.Borcl,  Docteurs  es  Sciences.  27  Vol.  in-4. 

r*  Série  :  Mémoires,  Notes  et  Articles  extraits  des  Recueils  de 
l'Aodémie  des  Sciences.  12  voh  in-4. 

\V  Série  :  Mémoires'  extraits  de  divers  Recueils,  Ouvrages  clas- 
siques, Mémoires  publiés  ex  corps  d'Ouvrage,  Mémoires  publiés 
séparément.  i5  vol.  in-4. 

volumes  parus  :   • 

["Série.  —  Tome.  I,  1882  {Théorie  de  la  propagation  des  ondes  à  la  sur J  ace 
d'un  Jiuide  pesant  d'une  profondeur  indéfinie,  —  Mémoire  sur  les 
intégrales  définies) 25  fr. 

Tome  IV  à  XI T,  1884  à  1900  {Çxtraiis  des  Comptes  rendus  de  Vy4 en- 
démie des  Sciences).  CUi\qae  volume 25  fr. 

La  Table  générale  de  la  i"  Série  se  vend  séparément. . .     2  fr.  5o  c. 

II' Série.  —  Tomclll,  1897  :  Cours  d' Analyse  de  l' Iicoie  royale  Polytechnique.— 
Tome  IV,  Hesumé  des  Leçons  données  à  V Ecole  Polytechnique  sur^ 
le  Calcul  in/inilésimaL  Leçons  sur  le  Calcul  différentiel.  — 
Tome  VI,  1887.  Tome, VII,  1889.  Tome  VIII,  iSqo.  Tome  IX, 
1891.  (  Anciens  Exercices  de  Maihématir^ues,  i",  2",  3%  4*»  ^*  an- 
née. )  —  Tome  X,  1896.  Résumés  analytiques  de  Turin.  Nouveaux 
Exercices  de  Prague  {Mémoire  sur  la  dispersion  de  la  lumière). 
Chaque  volume a5  fr. 

souscription. 

II'  Série.  —  Tome  V,  Leçons  sur  les  applications  du  Calcul-  infinitésimal  à  la 
Géométrie .....' 20  f r . 

Ce  volume,  quî  paraîtra  dans  le  cours  de  1901,  est  mis  en  souscription. 
!>'  prix  en  est  réduit,  pour  les  souscripteurs  (jui  feront  leur  versement  à 
1  avance,  à 20  fr. 

LE  VY  (Maurice),  Ingénieur  en  cliofdes  Ponts  et  Chaussées,  Membre  de 
l'Institut,  Professeur  au  Collèi^e  de  France  et  à  l'École  centrale  des  Arts 
et  Manufactures.  —  La  Statique  graphique  et  ses  applications  aux 
constructions. 2 "édition.  4  vol.  grand  in-8.  avec  4 Atlas  de  même  format: 

l"  Partie  :  Principes  cl  applications  de  la  Statifiuc  graphique  pure, 
'jrand  in-8,  de  xxviii-549  pages,  avec  Atlas  do  2G  planches;  188G..    22  fr. 

11^  Partie  :  Flexion  plane.  —  Lignes  d* influence.  —  Poutres  droites. 
ijrdiid  ïn-8,  de  x-345  pages,  avec  Atlas  de  6  planches;  188G i5  fr. 

Ill*  Partie  :  Arcs  mctalUcpCes .  —  Ponts  suspendus  rigides .^  Coupoles  et 
ry7;.<^/^/'6Vo/«//r?/?.Gr.in-8,dcix-4i8p.,avec  Allas  de  8  pi.;  1887.     17  fr. 

iV*  Partie  :  Ouvrages  de  maçonnerie.  — Systèmes  rcticu/aires  à  lignes 
^'(rnhnndnntcs.  Index  alphubétitpie  des  (juatre  Parties.  Grand  in-8  de 
i\-33o  pages,  avec  Atlas  do  4  planches;  1888 i5  fr. 

RAFFY  (L.),  Maître  do  Conforonces  à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  T Écolo 
Normale  supérieure.— Leçons  sur  les  applications  géométriques  de 
l'Analyse.  Eléments  de  lu  théorie  des  courues  ci  des  sur/arcs.  Grand 
in-8,  avec  figures;  i8i>7 7  '^'-  ^"  c- 
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•  eiamlnaleur  d'admiâsieh  a  l'Êcolo  roljU'clinfquc. 


X.  ANTOMAUI, 
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Professeur  de  Maihéuiaiiqucs  «pcciair» 
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Publication  FONbKE'rx  1842  pau  Ger'ono  et  TERQUE^f, 

ET  CONTINUÉE  PAR   GeIIONO,  PrOUIIET,  BoURGET,   BrISSE  ET  M.  ROUCHÈ. 


QUATRIÈME    SERIE.  ~  TOME    I. 


JUILLET   i901. 


S'adresser, pour  la  rédaction  à  Paris, 

à  M.  Laisant,  162,  avenuo  Victor-Hugo, 

ou  à  M.    Anto.mari,  11   bis,  rue  Daubiguy. 


PARIS,    . 
GACJTHIER-VILLAUS,  IMI'HIMEUU-LIBUAIRE 

oc     BOnEAU     DES    LONGITUDES,     I)E    L'ÉCOLE     POL  VTECIl  NIQ  f  E, 
Quai  des  Crands-AuEUStiiif,  55. 

1901 

Les  manuscrits  non  insérés  ne  sont  pas  rendus, 

(Ce  Recueil  paraît  chaque  mois.) 
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Liste  des    Correspondants  des  NOUVELLES  ANNALES 
dans  lès  villes  où  siègent  les  Facultés  des  Sciences. 

Besançon  :M.  X.  Stouff.  —  Bordeaux  :M.  X.  —  Caen:  M.  A.  de  Saint- 
Germain.— Glermont-Ferrand  :  M.  C.GuicHARD.  — Dijon  :  M.Duport. 

—  Grenoble  :  M.  J.  Collet.  —  Lille  :  M.  H.  Padé.  —  Lyon  :'M.  L. 
AuTONNE.  —  Marseille:  M.  Sauvage.  —  Montpellier  :  M.  E.  Fabry. 

—  Nancy  :  M.  H.  Vogt.  —Paris  :  M.  Raffv.  —  Poitiers  :  M.  Maii,- 
LARD.  -—  Rennes  :  M.  Le  Roux.  —  Toulouse  :  M.  Cosserat. 


Le  prix  de  rabonnement  à  la  Bibliothèque  matliématiqiie  des 
travailleurs  est  de  \'?y  pour  un  an  et  ô^»"  pour  six  mois. 

Les  abonnés  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématig uespourvonl 
bénéficier  d\ine  réduction  de  5o  pour  loo,  c'est-à-dire  que,  pour 
eux,  rabonnement  annuel  ne  sera  que  de  six  francs. 

Pour  profiter  de  cette  réduction,  on  doit  s'adresser  directement 
à  M.  le  D*"  lIuLMANN,  Directeur  de  la  Bibliothèque  mathématique 
des  travailleurs,  4,  i^ue  de  la  Cure,  Paris-Auteuil. 


LIBRAIRIE    GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI   DES  GRANDS-AUGUSTINS,    55,   A  PARIS. 


BOUSSINESQ(J.),  Membre dol' Institut,  Professeur  de  Mécanique  physique 
à  la  Faculiô  des  Sciences  de  Paris.  —  Cours  d'Analyse  infinitési- 
male, à  l'usage  des  personnes  qui  étudient  colle  Science  en  vue  de  ses 
applications  mécaniques  et  physiques.  2?  éd.  2  vol.in-8,  avec  figures. 

On  vend  séparément  : 

Tome  Ï.  —  Calcul  différent icL 

Partie  élémentaire  (pour  les  Élèvcsdcs  Écoles  industrielles);  1887. .     7  fr.  5o  c. 
Compléments;  18S7 g  fr.  5o  c. 

Tome  II.  —  Calcul  intégral. 
Partie  élémentaire  (pour  les  Klèves  des  Écoles  industrielles);  1S90,     7  fr.  Soc. 
Compléments;  1890 , 16  fr. 

Ce  Cours  d'Analyse  s'adresse  aux  physiciens,  naturalistes,  élèves  ingéniears, 
pliilosopiies,  etc.,  qui,  sans  avoir  fait  des  éludes  malhcmaliques  très  étendues, 
éprouvent  le  besoin  de  connaître,  dans  son  esprit  et  dans  ses  applications 
concrètes  (même  les  plus  avancées  ),  le  calcul  des  infiniment  petits  ou  des  fonc- 
tions continues.  L'auteur  espère,  en  conduisant  son  lecteur />ûw  à/>ajpar  les 
voies  les  plus  intuitives,  les  mieux  appropriées  à  notre  sentiment  naturel  de 
la  graduelle  variation  des  choses,  le  familiariser  entièrement  avecles  idées  et 
les  méthodes  qui  ont  valu  à  ce  puissant  instrument  intellectuel,  toujours  en 
voie  d'accroissement  dcnuis  le  xvii*  siècle,  sa  merveilleuse  coopération  aux 
progrès  des  Sciences  de  la  nature. 
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CONCOURS  DES  «  NOUVELLES  ANNALES  »  EN  1902. 


Spjet. 

On  considère  la  surface  dont  l'équation  rela- 
liçe  aux  trois  axes  rectangulaires  Ox^  Oy,  Oz 

est 

I         I         I  I 

:?»  "^  P  "^  ?  ""  7* 

et  le  plan  tangent  (II)  au  point  donné  (^©î^oî  ^o) 
de  cette  sur/ace. 

Ce  plan  étant  fixé  y  ainsi  que  le  centre  O  de  la 
sur/ace  y  on  la  fait  rouler  sur  le  plan  (H),  de 
façon  que  la  rotation  instantanée  01  soit  con- 
stamment dirigée  vers  le  point  de   contact  M 
et  demeure  proportionnelle  à  la  longueur  du 

rayon  OM  : 

01  — nx  OM, 

n  étant  une  constante  donnée. 

Former  l'équation  qui  définit  la  rotation 

en  fonction  du  temps.  Étudier  la  variation  de 
cette  rotation  ainsi  que  celles  de  ses  composantes 
suii^ant  les  axes  Oxy  Oy,  O^,  supposés  entraînés 
dans  le  mouvement  de  la  surface.  Effectuer  V in- 
tégration en  introduisant  au  besoin  une  variable 
intermédiaire. 

Ann,  de  Matkémat.^  \'  série,  l.  t.  (Juillet  1901.)  19 
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Former  les  deux  équations  qui  définissent  à 
la  fois  la  courbe  (F)  décrite  par  le  point  de  con- 
tact M  sur  le  plan  (II)  et  le  mouvement  de  ce 
point  sur  cette  courbe.  Étudier  la  courbe  (F)  et 
la  vitesse  avec  laquelle  elle  est  parcourue  par 
le  point  M.  Montrer  quCj  le  plus  souvent  y  la 
courbe  (F)  est  identique  à  Vherpolhodie  due  au 
roulement  d'une  certaine  quadrique  sur  un  cer- 
tain plan  et  trouver  la  nature  de  cette  quadrique. 
Effectuer  les  intégrations. 

Nota.  —  On  expliquera  avec  précision  com- 
ment sont  déterminées  les  fonctions  et  les  quan- 
tités qui  seront  introduites  pour  les  besoins  de 
Uintégrationy  et  Von  examinera  tous  les  cas  que 
peut  présenter  la  question. 

Conditions. 

Le  Concours  est  ouvert  h  tous  les  lecteurs  des  Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques, 

Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  l'auteur  : 

i**  A  un  crédit  de  200*^"^  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
Catalogue  de  M.  Gaulhîer-VîUars; 
24**  A  la  publication  du  Mémoire  ; 
S**  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  Rédaction 
AVANT  LE  i5  NOVEMBRE  1902,  terme  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaître,  ou  garder  provisoirement  Tanonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
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pagnë  d'un  pli  cachelé  renfermant,  avec  la  même  indica- 
lion,  le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur.  Les  plis  cachetés 
en  question  ne  seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à 
partir  du  i5  novembre  1902  et  après  le  jugement  pro- 
noDcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  l'insertion  d'un  Travail  trop  étendu  serait 
matériellement  impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i5  décembre  190a,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  a  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2**  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  connaître 
sans  relard  s'il  désire  que  la  publication  de  son  travail 
ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  RÉnACTEURs. 
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[F8h?][T2a] 

ÉTUDE  mm  CLASTIQUB  GAUCHB. 
HÉLICE  SOUMISE  A  L ACTION  VW  COUPLE; 

Par  m.  B.  EUE. 


Lorsqu^un  fil  élastique,  qui  primitivement  a  une 
courbure  et  une  torsion  nulles,  est  actionné  par  une 
force  et  un  couple  appliqués  à  une  de  ses  extrémités, 
l'autre  étant  fixée,  les  équations  difTérentielles  qui 
expriment  l'équilibre  final  se  trouvent  être  les  mêmes 
que  celles  relatives  au  mouvement  d'un  corps  grave 
de  révolution  ('). 

L'étude  de  ces  deux  problèmes,  dont  Tun  est  en 
quelque  sorte  l'image  de  Tautre,  s'est  donc  faite  d'une 
façon  simultanée  et  surtout  par  les  nombreux  travaux 
dont  le  second  a  été  l'objet. 

Mais  lorsque  la  torsion  ainsi  que  la  courbure  ini- 
tiales du  fil  ne  sont  pas  nulles,  les  équations  difTé- 
rentielles sont  modifiées  et  l'analogie  indiquée  n'existe 
plus. 

En  partant  de  cette  nouvelle  hypothèse  on  s'est  borné 
à  établir  qu'une  hélice  demeure  une  hélice  lorsque  la 
force  et  l'axe  du  couple  sont  parallèles  à  Taxe  de 
l'hélice. 


(  '  )  Voir  à  ce  sujet  :  Kirchhoff,  Vorlesungen  iiber  matematUche 
Physiky  1876. 

VV.  Thomson,  TreatUe  on  natural  philosophyy  Vol.  I,  Part  II, 
i883. 

Halphen,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  1886, 
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Je  me  suis  proposé,  dans  ce  qui  suit,  d'examiner  un 
second  cas  particulier,  celui  où  Tune  des  extrémités 
étant  fixée,  l'autre  est  seulement  soumise  à  un  couple 
de  direction  quelconque.  On  verra  qu'alors  Thélice 
vient  se  placer  sur  un  tore  dont  la  méridienne  n'est  pas 
circulaire. 

Dans  un  premier  paragraphe,  outre  les  définitions  et 
les  formules  qu'il  y  aurait  lieu  d'utiliser,  sont  établies 
les  équations  différentiel  les  du  problème  sous  diverses 
formes;  dans  un  deuxième  paragraphe,  les  équations 
sont  résolues  en  admettant  une  hypothèse  très  particu- 
lière sur  les  constantes  d'élasticité,  mais  qui  permet  de 
se  faire  une  idée  claire  de  la  forme  de  l'élastique;  dans 
un  dernier  paragraphe  la  question  est  traitée  à  l'aide 
des  fonctions  elliptiques  sans  imposer  à  la  substance  du 
(il  d'autre  condition  que  d'être  isotrope.  Les  formules 
auxquelles  on  est  conduit  se  rapprochent  alors  beaucoup 
de  celles  n^lalives  au  mouvement  d'un  solide  de  révolu- 
tion dans  un  liquide  ('). 

§  I.  —  Équations  d'équilibre:. 

Considérons  un  fil  très  mince  de  substance  homo- 
gène, dont  la  section  reste  invariable  et  a  deux  axes  de 
symétrie.  Le  lieu  des  centres  des  sections  sera,  par  défi- 
nition, la  courbe  du  fil.  Supposons  la  substance  ani- 
sotrope,  mais  telle  cependant  qu'elle  possède  trois  axes 
de  symétrie  cristalline  rectangulaires  :  l'un  dirigé  sui- 
vant la  tangente  au  fil^  les  deux  autres  suivant  les  axes 
de  la  section.  Ces  axes  constituent  un  trièdre  de  coor- 
données mobiles  le  long  de  la  courbe  que  je  désigne 
par;?,  q,  r. 

(')  Voir  à  ce  sujet  :  Greknhill,  Treatise  of  etliptic  fonctions. 
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Soient 

/?o,  ^0  les  projections  de  l'inverse  des  rayons  de  courbure 
initiale  sur  les  axes  p  et  q] 

7*0  une  longueur  égale  à  la  torsion  portée  sur  l'axe 
des  r^ 

p^  q^  r  ces  mêmes  éléments  relatifs  à  la  courbe  dé- 
formée ; 

P,  Q,  R  les  différences  p  —  /?o,  ç  —  <7o »  '*  —  ''o  î 

A,  B,  C  trois  constantes  dépendant  de  la  section  et  de  la 
substance  du  fil. 

J'admettrai  que  l'énergie  élastique  de  l'unité  de  lon- 
gueur, après  une  déformation,  a  pour  expression  en  tout 
point  du  fil  : 

(i)  E  =  1(AP«H-  BQ«4-  CRî), 

que  par  suite  les  composantes  du  couple  dû  à  1  élasticité 
du  fil  suivant  les  axes,  sont 

^E  Ao  ^E  ^^  âK  _^ 

Les  conditions  d'équilibre  s'obtiennent  en  égalant  ces 
quantités  aux  composantes  suivant  les  mêmes  axes  des 
couples  extérieurs.  Si,  en  outre,  une  force  agit  à  l'extré- 
mité libre  du  fil,  il  faudra  adjoindre  au  premier  couple 
un  autre  agissant  en  chaque  point  du  fil  provenant  du 
transport  de  la  force  en  ce  point.  La  composante  suivant 
la  tangente  du  couple  résultant  modifie  la  torsion  du  fil, 
la  composante  suivant  une  perpendiculaire  à  cette  tan- 
gente modifie  la  courbure. 

Pour  donner  une  forme  explicite  à  ces  conditions, 
nous  devons  rapporter  la  courbe  à  un  système  d'axes 
arbitraires,  mais  fixes,  Ox,  0>',  Oz,  La  position  de  ces 
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axes  par  rapport  aux  coordonnées  mobiles  est  définie 
par  le  Tableau  suivant,    dans  lequel  j'ai  exprimé  les 
neuf  cosinus  a,  p,  y,  en  fonction  des  angles  d'Euler 
qu'il  y  aura  lieu  d'utiliser  plus  tard  : 

ix...  «1=  cos6  cos<p  cosij^  —  sino  sinij;, 
y,,.  «1=  cosÔ  cos<psin^|/ -+- sinç  cosij;, 
z,.,     «3=  —  sinÔcos^p, 

/>; 

X...  3i=  —  cosOsincp  cos<|; — coscpsin^', 
jr...  pi  =  —  cosO  sincp  siin|;  -^- coscp  cos'};, 
z...     ^3=       sinGsincp, 

X. . ,     7i  =       sinô  cos4', 
jr...     Yi  =      sinOsin<|/) 
z...     Y3=      cosO» 
r. 


(•2) 


Si  nous  désignons  par  F^,  Fj,  F^  ;  M^,  M^,  M^  les  pro- 
jections sur  les  axes  fixes  de  la  force  et  du  couple  exté- 
rieurs agissant  à  une  extrémité  du  fil^  les  équations 
d'équilibre  sont 


àE       o  ÔE  àE       .,  p  _ 


(3) 


Qti 


àE 


dE 


«3 


dE. 
âP 


dE 


•Y» 


dE 

^dR 

dE 

dR 


dP"^P*^-^^*^  =  ^^^^^^~^^^^ 


=  ]ML;-ha:Fy— j^F^ 


les  indices  x^  y,  z  indiquant  la  coordonnée  suivant 
laquelle  on  projette  la  force  ou  le  couple. 

Transformons  ce  système  en  un  autre  qui  ne  contienne 
plus  ni  les  M-r^^  ni  les  a,  (3,  y.  Pour  cela,  remarquons 
que,  d'après  les  définitions  des  composantes  de  la  cour- 
bure/>,  q  et  de  la  torsion  r,  on  a,  l'accent  indiquant  la 
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dérivée  par  rapport  à  réléaieiit  d'arc  ds  : 

(4)  j  <7  =  aiTi-*-«îTî^-*3T3,       <7=  — (ïi«i-+- Yî«î-^Ts«i)» 

que,  de  plus, 

^^  ^y  ^5 

(5)  Y.=  -^-         ït=^'         T3=5-- 

Prenons  les  dérivées  des  équations  (3)  par  rapport  à  5, 
mulliplions-Ies respectivement  para,,  a2,  a3  et  ajoutons, 
en  tenant  compte  des  relations  précédentes^  nous  obte- 
nons la  première  des  équations  suivantes  dont  les  deux 
autres  s'obtiennent  d'une  façon  analogue  : 

d  dE  ôE  dE  o  c,       o  c       o  t^  17 

^     .    d  dE  d¥.  ôE  ^     „  „  _.  .  ^ 

d  dE  dE.  dE 

dTsdR^^dq^^diî^^''' 

On  peut  mettre  encore  les  égalités  (3)  sous  une  autre 
forme  telle  que  l'a  donnée  Binet  (*).  Caractérisons,  par 
des  accents,  les  dérivées  successives  de  x,  j-,  z  et  rappe- 
lons que  ^/?^-f-  9^  est  l'inverse  du  rayon  de  courbure. 
On  déduit  immédiatement  des  égalités  (4)  multipliées 
par  a,  ^  et  ajoutées,  ainsi  que  de  (5)  : 


ai(P  -H/?o)  H-  ?i(Q  +  ^o)  =y-'—  ->*=  «1  V^/^*-H  ^*, 
(7)  {  a,(P-+-/?o)-+-pî(QH-5^o)  =  z'x'^x'z^^oLts/p^-^-q^, 

Si  Ton  élimine  P,  Q,  R  entre  ces  équations  et  celles  (3), 


(')   Voir  BiNET  et  Wanzel,  Comptes  rendus  de  l'Ac.  des  Se, 
i844. 


Digiti 


zedby  Google 


(  297  ) 
en  désignant  par  o^  |jl,  v  les  deuxièmes  membres  de  ces 
dernières,  on  obtient  : 

i  A(y5'-Vy)H-CRx'=A(ai/?o-Hp,^o)-+-5, 

(  C(xy  —yx")  -+-  GRy  =  G(a,/?o-4-  T37o)  -+-  v. 

Suivant  les  données  et  les  conditions  imposées  il  y 
aura  lieu  d'employer  telle  ou  telle  de  ces  formules.  Dans 
le  cas  présent,  la  courbe  initiale  est  une  hélice,  /?©,  ^oj  'o 
sont  constants;  la  force  extérieure  est  nulle,  Fj.^^-^  o. 
Le  groupe  (6)  doit  être  adopté.  Je  l'écrirai  : 

(j^)         ,   B^^^^l^^    =G/,(/-/-o)-A/-(/.-.^o), 

Il  permet  de  trouver  les  valeurs  de  /?,  ^,  r.  On  en  déduit 
eu  effet  les  deux  intégrales  : 

(10)  A«pî-+-  B»Q»H-C»R«=  const.  =  M». 

(11)  A/?«    -f-B^*  -hCr»    =con5t. 

Le  premier  membre  de  (lo)  est  le  carré  du  moment  du 
couple  d'élasticité  et  égal  par  suite  au  carré  du  moment 
du  couple  extérieur  que  je  désigne  par  M.  En  éliminant 
P  et  Q  entre  ces  intégrales  et  la  troisième  (g)  on  trouve 

une  relation  entre  la  dérivée  -j-  et  la  racine  d'un  poly- 
nôme en  /*  qui  ne  s'abaissera  au  quatrième  que  si  deux 
des  constantes  Â,  6,  C  deviennent  égales.  C'est  une 
nouvelle  restriction  que  l'on  devra  s'imposer. 

Pourtant  je  vais  montrer  que  si  les  quantités  P,  Q,  R 
sont  supposées  connues  on  peut,  même  si  Â,  B  et  (]  sont 
inégales,  ramener  la  recherche  des  a,  jî,  y  et  des  coor- 
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données  à  des  quadratures.  Les  valeurs  des  a,  p,  y  se 
déduisent  en  effet  des  équations  (4)  ou  de  leurs  trans- 
formées 

(12)  ^^=p^t-r<ii, 

Or  ces  égalités  sont  satisfaites  par  la  solution  parti- 
culière 

AP  o        BQ  CR 

(i3)        «3=-sï-»      p3=3j-,      ï3=ir' 

en  faisant  i  =  3  et  supposant  M  constant.  Car  on  re- 
tombe ainsi  sur  les  équations  (9)  qui  sont  supposées 
vérifiées.  D'autre  part,  on  déduit  des  valeurs  des  a,  |3,  y 
du  Tableau  (2)  et  des  égalités  (4) 

p  =  P  -hpo=  sino-Ti  —  sinOcoscp -~> 
(i4)  <  ^  =  Q-f-^o  =  coso-T — h  sinG  5incp-T^> 


=  R-4-  /'ozir  Jf  -f-cosO^, 

d'où,  par  les  deux  premières, 

M 
—  (P  -+-/>o)cos«p-4-(Q-4-5ro)sin«p  =  sin6~^« 

Eliminons  B  et  q  entre  cette  égalité  et  les  suivantes 

ai  =  —  sinOcoscp,         ^3=  sinO  sincp,        Y3=c^*^> 

et  utilisons  les  valeurs  (i3)  des  a,,  ^3,  y,,  nous  arri- 
vons à 

if  étant  connu,  on  a  les  a,  ^,  y  par  le  Tableau  (2)  et 
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-^y  y 7  ^  poï^r  'es  relations  (5) 

(i6)  X  =  I s'inBcos^dsy  ^  ^  j  sin^s'iù^ ds,  z=  f  cosbcU. 
jointes  à 

cos6  =  -ï7-  • 

ni 

C'est  U  marche  que  j'adopterai  dans  les  applications. 
Avant  d*j  arriver,  examinons  encore  de  quelle  façon 
il  faut  limiter  les  hypothèses  très  générales  faites  au 
début,  lorsque  nous  supposerons  l'égalité  de  deux  des 
constantes  Â  et  B.  En  premier  lieu,  on  devra  admettre 
que  la  section  du  (il  est  circulaire.  En  second  lieu,  les 
constantes  d'élasticité  devront  être  égales  dans  deux 
directions  rectangulaires  de  cette  section.  Ceci  revient 
à  considérer  la  substance  du  fil  comme  isotrope. 

A,  B  et  C  ont  alors  la  signification  suivante  :  soient 
y^  le  moment  d'inertie  de  la  section  circulaire  S  de 
rayon  h  relative  à  son  centre 

X=— S; 

X  et  UL  les  constantes  d'élasticité  de  Lamé. 
On  a 

(.7)  A  =  B  =  XK-j^^,         G  =  xi-- 

Pour  les  métaux  élastiques,  on  a  à  peu  près  X  =  [x, 

par  suite 

A        5 

~  =  -,  et  en  général  A  >  C. 

t.        4 

A  n'est  égal  à  C  que  si  le  rapport  -  est  nul.  Lorsque 

la  substance  est  isotrope  (A  =  B)  la  position  des  axes 
p,  q  est  arbitraire,  on  peut  adopter  pour  axe  q  la  direc- 
tion du  rayon  de  courbure  initial,  c'est-à-dire  poser 
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^0=  o;  Taxe  p  est  alors  dirigé  suivant  la  biaormale. 
C'est  ce  que  je  supposerai  désormais. 

Une  dernière  simplification  résulte  de  ce  que  la  po- 
sition des  axes  fixes  est  aussi  indéterminée.  Choisissons 
pour  axe  y  la  direction  de  Taxe  du  couple  extérieur; 
alors  les  équations   (3)   (les  F  étant  supposés  nuls) 


l'écrivent 

A  ai  P  -h  B  p,  Q  -h  Gyi  R  =  o, 

i8) 

Ax,P-+-Bp,Q-f-GYîR=o, 

Aa^P-vB^sQ-f-Cv,»  =  M 

Remarquons  que  les  expressions  (i3)  de  as,  ^5,^5 
rendent  la  dernière  équation  identique.  Quant  aux 
deux  autres,  elles  sont  vérifiées  par  les  valeurs  a,  p,  •' 
du  Tableau  (2)  si  les  lignes  trigonométriques  en  8  et  © 
sont  exprimées  en  fonction  de  P,  Q  et  R  d'après  les 
mêmes  égalités  (i3). 

§  II.  —  Examen  du  cas  de  A  =  B  =  G. 

D*après  ce  qui  précède,  cette  double  égalité  n'est 
jamais  réalisée.  Je  traiterai  cependant  ce  cas,  et  même 
en  premier  lieu,  parce  que  les  calculs,  relativement 
très  simples,  conduisent  à  des  résultats  qui,  au  point 
de  vue  analeptique,  difi(èrent  de  ceux  auxquels  on  arrive 
dans  le  cas  général,  mais  qui  en  diiTèrent  très  peu  aux 
points  de  vue  géométrique  et  mécanique.  La  discus- 
sion se  trouvera  abrégée  d'autant  dans  l'examen  du  cas 
général . 

Calcul  de  p^  q^  r,  —  Les  équations  (9)  se  réduisent  à 
(•9)  1  rf7  =^« '■"'■«/'' 

\dr 
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Supposons  ^0=  o,  c'cst-à-dirc  l'axe />  dans  la  direc- 
lion  des  rayons  de  courbure  initiale. 
Soient 

/rinclinaison  de  l'hélice  initiale; 

/  la  longueur  d'une  spire; 

c  et  T  sa  courbure  et  sa  torsion; 

V  le  rayon  du  cylindre  sur  lequel  elle  est  tracée. 

!Xous  avons 

costsin/  cos*r 

(20)  p^=cr=z  ^ ,  Ty  = -:  =  . 

Posons 

Les  écjuations  (21)  s'écrivent 
.      ^  dp  dq  dr 

L'étude  de  la  courbe  après  déformation  est  facilitée 
par  la  considération  de  quatre  de  ses  points,  que  je 
désignerai  par  les  indices  i,  2,  3  et  4« 

Les  points  2  et  4  correspondent  aux  valeurs 

pi    ou    p^=z  Cj         Çi    on    <7v  =  zbm,         ri    ou    /'4  —  t, 

m  étant  défini  par 

M  =  A//1. 

Ces  valeurs  rendent  identique  l'intégrale  (10)  où 

(22)  P»-hQ«-f-R»=m« 

définissent  la  constante  de  l'intégrale  (11) 

(23)  /?*-+- ^*-i- r*=  a*-+- m*-+- r* 

et  annulent  -r^  ;  q  est  donc  maximum  en  ces  points  et 
égal  à  m.  On  verra  plus  loin  que  la  tangente  en  ces 
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points  est  perpendiculaire  à  l'axe  du  couple  et  qalls 
sont  équidistants  des  points  i  et  3. 

L'inclinaison  j  du  plan  osculateur  de  la  courbe  sur 
le  plan  osculateur  initial  est  donnée  en  ces  points  par 

tangy  =  l. 

En  un  point  quelconque,  la  tangente  de  cet  angle  est 

donnée  par  —  •  A.  l'aide  des  relations  (aS),  on  trouve 

qu'il  est  maximum  pour  un  point  situé  entre   i  et  2. 
Les  points  1  et  3  correspondent  au  maximum  et  au 
minimum  de  r.  Eliminons  jd,  q  entre  les  intégrales  (2 1), 
(23)  et  la  troisième  équation  (21);  nous  trouvons 

^""^  -\Ts)  =('-'>'--^- 

Par  suite,  le  maximum  et  le  minimum  de  /*  sont 

,    me 

/•,    ou    r3=  T  =t  — • 

Ces  valeurs  de  r  rendent  ;;  minimum  ou  maximum  ; 

on  a 

'zm 
px    ou   /?3  =  c=p  -— . 
xs 

D'après  (21)  on  a  de  plus  q=zo\  par  suite,  le  plan 
osculateur  de  la  courbe  finale  est  confondu  avec  celui 
de  rhélîce  initiale. 

En  intégrant  l'équation  (24)  et  utilisant  les  inté- 
grales (22)  et  (23)  on  obtient,  si  Torigine  des  arcs  est 
au  point  i , 

P  = />    — C     =/?J—  C0SW5. 

m 
(25)  ^Q  =  (7( — 5^0=  o)  ==i= 'wsinwj, 

R  =  r  —  -    =z  m  ~  C0STÏJ5. 
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Afin  de  discuter  ces  expressions  plus  facilement,  anti- 
cipons sur  la  connaissance  que  l'on  aura  plus  tard  des 
coordonnées  de  la  courbe.  Cette  courbe  est  située  sur 
un  tore  dont  le  plan  de  symétrie  est  celui  du  couple 
extérieur. 

Prenons  ce  plan  pour  plan  des  xy^  que  nous  con- 
sidérons comme  horizontal,  et  le  centre  du  tore  pour 
origine^  Taxe  O^  sera  vertical.  La  figure  ci-dessous 


représente  la  projection  horizontale  d'une  portion  de  la 
courbe;  le  trait  plein  correspond  aux  points  au-dessus 
du  plan,  le  trait  pointillé  à  ceux  situés  au-dessous.  Au 
point  I,  r  est  maximum,  au  point  3  minimum;  en 
2  et  4  points  équidistants  de  i  et  2  la  tangente  est  hori- 
zontale. 

Si  l'on  suit  le  plan  osculateur,  il  est  confondu  en  i 
avec  celui  de  l'hélice,  puis  s'incline  sur  ce  dernier  jus- 
qu'en un  point  situé  entre  i  et  2,  puis  s'en  rapproche 
jusqu'à  se  confondre  avec  lui  au  point  3.  De  l'autre 
côté  du  plan,  il  exécute  le  mouvement  en  sens  con- 
traire. 


Calcul  de  4  et  des  cosinus  a,  [i,  r.  —  D'après  (i5), 

cV     \ 


on  a 


ds-'^'V^ 
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OU  par  les  égalités  (âS) 


c 

-  m  cosTïJ,ç 


-^   =  //î  -+. 

fis 


(0" 


sin*BTS 


d'où 

(26)  <j^  = /W.Ç -h  arc  tang  f- sinnT5  J. 

Le  premier  terme  croît  constamment,  le  second  tou- 
jours inférieur  à  -  est  alternativement  positif  et  né- 
gatif. 

Les  lignes  trigonométriques  de  ^  dépendent  donc  de 
deux  périodes  /  et  L  définies  par 

(27)  ^^  =  1"'        "*"'17' 

La  seconde  L  est  égale  «1  la  somme  des  longueurs  de 
spire  qu'il  faut  parcourir  pour  que  le  trièdre  mobile  pqr 
reprenne  son  orientation  initiale  par  rapport  au  trièdre 
fixe  xyz.  Quand  ceci  a  lieu  on  a 

(28)  Tn5  =  27:N,         ms  =  27zn, 

ou 

jCT  _  N  _  L. 
m'"  n  ~  /' 

N  représente  le  nombre  des  spires  parcourues,  Ji  celui 
des  circonférences  décrites  autour  du  centre  O  pour  que 
les  extrémités  du  fil  se  raccordent. 

D'après  la  définition  des  angles  6,  o  et  tj^,  on  voit 
que  6  est  l'angle  avec  Oz  de  la  tangente  à  la  courbe, 
4>  est  Tangle  du  plan  passant  par  cette  tangente  et  la 
verticale  Oz  avec  Ox.  C'est  donc  l'angle  avec  Ox  de  Li 
tangente  à  la  projection  de  la  courbe. 

L'une  des  relations  (28)  permet  d'exprimer  d'une 
façon  simple  l'énergie  élastique  développée  dans  le  fil. 
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Formons  rîntégrale  1  Eids  étendue  à  tout  le  fil  en  uti- 
lisant les  égalités  (i)  et  (25)  et  nous  trouvons 

/Eds  =  -Mms  =  -  M 2 TT n, 

ce  c|u'ou  aurait  pu  poser  a  priori. 

Des  valeurs  P,  Q,  R  et  <{^  que  nous  venons  de  trouver 
on  déduit  immédiatement  celles  de  0,  q,  ^  et  a,  ^,  y, 
par  le  Tableau  (2).  En  eflet,  on  a,  d'une  part, 


«3  =  sin  0  cos  q>  =  —  9 


(îfc9) 

{  88=  sine  sin©  =  -^> 

R 

d'autre  part, 

dx        .    .         ^  /F*M-Q*         . 

Yi  = -7-  =  sin6  cosd/        ou -^  cos^v, 

^         ds                      ^  m               ^' 

(3o)      <   Y,=  ^  =  I -^sin<t, 


dz        R 

Ï3  = 


et  les  six  autres  qu'il  est  inutile  d'écrire. 

Gomme  dernière  conclusion  à  tirer  des  valeurs  de  a, 
p.  Y,  remarquons  qu'au  point  i  {s  =  o),  on  a 

Y,=  ^=sin.-, 

c'esl-à-dire  que  la  tangente  à  la  courbe  fait,  avec  le 
plan  du  couple,  un  angle  égal  à  l'inclinaison  de  l'hélice 
initiale. 

Eu  second  lieu,  aux  points  2,  on  a 

Ann,  de  Matliémat.,  4"  série,  t.  I.  (Juillet  1901.)  20 
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La  biiioriiiale  et  la  langenle  à  la  courbe  sont  donc 
horizontales. 

Coordonnées  a*,  y,  z  de  la  courbe,  —  Ou  les  ob- 
tient par  l'intégration  des  équations  (3o).  Posons 

c    .  c    . 

arc  tang  -  sinm5  =  w  ou  -  sinnij?  =  tangw. 

Développons 

cos<|;  =  cos(/?w  -h  w),  sin^j/  =  s\x\(ms  -h  w  ); 

substituons  dans  (3o),  en  tenant  compte  de 

Ces  équations  deviennent 

m  —j~  =  T  s'in  ms  —  c  sinnrs  cos  ms, 
as 

dy 

(3i)  <  m -^  =  "z  cos  ms  ^- c  smm  s  s'in  ms^ 

^        '         \        ds  ' 

f       dz 

Si  Ton  considère  les  trois  dérivées  des  premiers 
membres  comme  les  coordonnées  d'un  point,  le  lieu  de 
ces  points  est  une  sorte  d'berpolliodie  non  fermée,  en 
général  tracée  sur  une  sphère  de  rayon  unité;  ses 
rayons  vecteurs  sont  parallèles  à  la  tangente  à  Phélicc 
déformée. 

Intégrons  ces  équations  et  posons  —  =:  K,  on  obtient 

'  js^x  =  —  Ktcosw^ ijr  (K  cosm5  costît5-4-  sin/7t$sinT75), 

M  Tn*  V  =       KxsinmsH rr,  (Ks\n  ms  co^w  s  —  cos  ms  s'inw  s). 

TTT-^  ~        r  sinm.v. 
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On  peut    éliminer  Tare  nis  des  deux  premières  et, 
entre  Téquation  résultante 

(33)  'ïï*(^'-^r*)=(Kx-+-y^^cosnT^y-4-^-î^^    sin^tiTS 

et  la  troisième  (Sa),  Tare  X3s,  Le  résultat  est  une  équa- 
tion algébrique  du  quatrième  degré,  celle  du  tore  sur 
lequel  est  la  courbe. 

§  III.  —  Cas  de  A  =  B  >  G. 

La  méthode  de  calcul  est  la  même  que  dans  le  cas 
précédent.  Les  résultats  difïëreront  très  peu.  En  place 
des  lignes  trigonométriques  d'arc  xss  vont  s'introduire 
des  fonctions  elliptiques  jouant  un  rôle  analogue.  Je 
croîs  donc  inutile  de  reproduire  les  remarques  et  les 
discussions  faites  précédemment  et  me  bornerai  à  un 
simple  formulaire  en  conservant  autant  que  possible  les 
mêmes  notations. 

Calcul  des  P,  Q,  R  et  aa,  ^3,  yj.  —  Les  équations  (9) 
(avec  ^0=0)  deviennent 

^ï=      [(A-C)R  +  At]Q, 

(34)  {  A^=  — [(A-G)R-+-At]P-+-CcR, 

G^=-AcQ. 
as 

Les  intégrales  (lo)  et  (i  i) 

j  A«(Pî-+-Q»)-+-G«R2  =  Aî/iis, 
^^""^         I  A(/?î-t-^»)    -f-G   r»  =A(m24-c»)-t-C':«, 

et  en  les  combinant 

(36)  A^cP-i-Gr/^^ — R-hAT^o. 
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Les  points  a  et  4  correspondent  encore  à 

M 

valeurs  qui  annulent  -^  et,  par  suite,  -^  • 

1^'élimination  des  PQ  entre  ces  équations  conduit  k 
une  équation  contenant  un  polynôme  du  quatrième 
degré  au  lieu  du  second 


I 


■A«c«(G*R»  — A*m«). 


Le  deuxième  membre  égalé  à  zéro  a  toujours  deux 
racines  imaginaires  qui  ne  joueront  aucun  rôle  et  deux 
racines  réelles  de  signes  contraires  correspondant  aux 
points  I  et  3. 

Les  valeurs  de  P,  Q,  R  font  connaître  immédiate- 

ment  ag,  ^3,  yg  puisquW  a,  en  posant  ^  =  e   et   sup- 
primant l^indice  3, 

Ce  sont  ces  quantités  (|ue  je  vais  prendre  pour  in- 
connues. Je  poserai  pour  abréger 

—  =  X ,         — ^  =  a,  m ds  =  i  du,  i  =  /— - 1 . 

Alors  les  intégrales  (35)  et  (36)  deviennent 

et  Téqualion  (37)  : 
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(  3oy  ) 
Jl  ny  a  plus  qu'à  exprimer  v  en  fonclion  de  pu  que  l'on 
définit  comme  d'ordinaire  par 


iU) 


ao  =  I  rt|  a'  —  ipu 

(p'u)^=  ai  at-\- pu       «3  =  0 

ai  —  2/>a      ^3=0  «4 


en  convenant  que  le  deuxième  membre  de  (4o)  est  écrit  : 

aoY*-+-  4«iY'-r-  6ajY'-t-  «*• 

Il  doit  être  une  imaginaire  pure  (discriminant  négatif) 
|>our  que  pu  et  y  soient  réelles. 

Les  points  i  et  3  de  courbure  et  torsion  réelles  niaxima 
ou  minima  correspondent  aux  racines  du  deuxième 
membre  qui  prend  la  forme 


a^[p{u  —  c)  —  p{u-\-c)\     (») 


avec 


a\  —  ao<T4 


2aJ  —  Saoaias 


En  I  on  a 
en  3 


W    =  U), 

(t)  étant  une  période  imaginaire  pure  définie  par 

Ê  —  1    , 

10}  =  m  I. 

9. 

Aux  points  2  et  4  on  a 

^=o        ou        p'(u  —  c)-'p\u  -hc)  =  o, 
égalité  satisfaite  par  «  =  --  "  =  -/-• 

*  '1  4 


(*)  lï  n'y  aura  pas  de  confusion  enlrc  c  représentant  la  courbure 
cl  l'argument  c  toujours  précédé  du  signe  p  ou  7. 
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(3.0) 
Ces  points  sont  donc  ëquidistanls  des  points  i  et  3 
comme  dans  le  cas  précédent;  on  a  aussi 

a  =  o,         Y  =  o; 

la  binornialc  et  la  tangente  sont  par  suite  horizontales. 

La  valeur  de  y  est 

a\       î    p{u  —  c)  —  p''>.c 
•  ao        2    p{u  —  c)—  pic 

ou  encore 

(42)  Y=~^-^ÎU-^c)-ï(a-c)-2C(-2c). 

Avec  cette  dernière  forme  on  peut  intégrer 
ce  qui  donne 

(43)  m ^  =_   ^   4-2^(2  C)      tM  +  elog— r- 

Comme  z  doit  reprendre  les  mêmes  valeurs  aux  poiuls 
homologues  des  diverses  spires  et  que  si  un  argument 
quelconque  v  croît  de  h  périodes  (o,  on  a 

aiv  -\-iktû)  =  (—  i)*eîA:-!:(a))(v+*w)5((;); 
la  constante  c  devra  vérifier 

—  ■+-  2Ç(2C)  I  10  =  2Xm.Ç(a)). 

La    valeur  de   a  se   tirera  de  (Sg)  et  ,3  de  la  der- 

nière  (34)  : 

df  _      2tcp 
du  "  m(Ê  —  i) 

P,  Q,  R  sont  donc  des  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce  de  s. 
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(  3..  ) 
Calcul    lie    ^.   —    L'équalioii   (i5),   à   l'aide  de  la 
seconde  (Sg),  se  transforme  ainsi 


£ I    fl?(t6)   _  ^*3t         _ 


HV'-^'!") 


2 


du  a*-t-(â*  I  —  Y* 


ou  v.n  décomposant  le  deuxième  membre  en  fractions 
simples  : 

i     1  -L.  L_  I LL. 


(44)        -777  = 


du  E—  I  2\l  —  /?Y  '"^"/'ï 

Il  reste  à  mettre  cetie  expression  sous  forme  de  frac- 
tions simples  rationnelles  de  pu.  On  sait  qu'on  peut 
poser 


\ 


i-Y=  — 


p'c(  pu  —  pa) 


,,-.  ;  (pa—pc){pu—pc) 

—  />  c(pu  —  pb) 

^~       {pb-^pc){pu^pc)' 

les  arguments  étant  convenablement  choisis. 

Remarquons  que,  pour  y  =  ±:  i ,  les  valeurs  de  -^  sont, 
d'après  l'équation  (4^), 

dy         ,  2  £  a 

V-  =±i  H --y 

du  E  —  1 

et  d'après  (45) 

d^f  p'ap'c  p'bp'c 

—L   =z  — '- OU  — -ï • 

du       {pa — pc)^  {po — pc)^ 

Ces  quantités  sont  les  numérateurs  de  Tégalité  (44)  quî 
devient  ainsi  : 


di'b           E  H-  l      ^      I    / 

p'a 
pa  —  Pi 

pu-pc    ^ 
c  pu  — pa 

p'b 
pb  —  p 

pu  —  pc 

du             s.  —  1            '2  \ 

c  pu  — pb 

Mais  le  premier  terme  de  la  parenthèse  est 


n  't       _^      p  a 
pa  —  pc       pu  —  pc 
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(3,.  ) 
dont  rinlégrale  est 

si  donc  on  pose 

on  obtient 

ff(M  -f-  flr.)a(«  -h  6) 


d'où 


«4^  =  Ara loff  — f-7 r-^  y 

[_ff(a-ha)<j(a-}-6)J  ' 

L(i(m  —  a)<j(w  —  6)J 

A  Taide  de  cette  expression  de  ']/,  on  peut  obtenir  yi ,  yj 
par  les  fonctions  a-.  Ces  cosinus  sont  en  eflet  les  dérivées 
en  J  de  X, y;  on  a  donc  par  le  Tableau  (a) 


x' —  iy  =  sin6(cosi}/  —  f  sin^J^)  =  /i  —  Y*e-*4'. 

Mais  en  tenant  compte  de  la  relation  connue 

^(u  -h  a)7(u  —  a) 
pu  —pa  =  r , 

on  a,  en  multipliant  entre  elles  les  égalités  (4^)  et  en 
posant  pour  abréger 

.,  = ti2£l , 

ff(  w  —  a)<T( u  -^  a)fj(u  —  b)(j(u  -^  b) 

J*(W  —  C)<J^{U  -i-  c) 


1-7' = 

=  ^« 

(A 

par  suite 

rf(a:-H» 

du 

dix- 

'» 

/n(e  — I)  ff(a  —  c)ff(w  —  c)       ' 
i\x        <i{u-\- a)(s(u-\- b)    _. 
du         "       //i(£  — i)    a(«4  —  c)j(m -f- c) 
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Ce  soûl  des  fonctions  elliptiques  de  deuxième  espèce. 

L'intégration  ne  pourra  se  faire  qu'en  les  dévelop- 
pant en  série.  La  décomposition  en  éléments  simples  ne 
servirait  à  rien  puisque  Ton  n'a  pas  étudié  les  fonc- 
tions dont  ces  éléments  sont  les  dérivées.  Nous  arrivons 
donc  i  cette  conclusion  que,  dans  le  cas  d'un  fil  iso- 

ti'opef  ^  >  1  j,  on  ne  peut  actuellement  obtenir  les  coor- 
données X  et  jr  de  la  courbe  sous  forme  finie  en  fonc- 
tion de  5. 


[BIO] 

USAGE  DBS  PORHES  QUADRATIOUES  DANS  LA  THÉORIE 
DES  ÉQUATIONS; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Désignons  par  ai^  a.,^  .  •  . ,  a^,  I^s  racines  d'une  équa- 
tion de  degré  n  à  coefficients  réels 

et  par  Sq^  5|,  j^?  •  *  •  l^-^  sommes 

2^''  2"*»  2''''  ••■• 

Considérons  la  forme  quadratique 


-f-  9(a„)  (zo-hZian-h, .  .-h  Zn-ia^-^y-^  V. 

Si  les  racines  «i,  a^,  ...  sont  toutes  réelles,  el  si  la 
fonction  f{x)  est  réelle,  V  sera  tout  décomposé  en  n 
carrés  réels;  mais  si,  parmi  les  racines  a,  il  s'en  trouve 


Digiti 


zedby  Google 


(3,4  ) 
d^iuiagi  11  aires,  on  pourra  encore  décomposer  V  en  n  car- 
rés réels,  mais  une  pctile  transforoialion  sera  néces- 
saire. Or,  je  dis  cjuVi  chaque  couple  de  racines  ima- 
ginaires conjuguées  correspondront  deux  carrés  de 
signes  contraires  réels. 

Supposons,  en  elî'et,  a,  et  a^  imaginaires  conjuguées 
cl  soit 

on  aura 

Soit 

zo-hai5i~^-.  ..4- 07-*  .3,1-1  =  X-^  Y  /— i; 
on  aura 

Zo-^aiZi-i-.  .,--a1  -^ Zn-i  =  X  -f-  Y  /—  i , 

et  la  somme  de  nos  deux  premiers  carrés  sera 

(P-^Qv^)(x-i-Y/iri)^ 
-^(P-Q/^)(X~Yv/-=7)'=P(X2-Yî)~4QXY, 

ce  qui  est  bien  une  somme  de  carrés  réels,  Tun  positif, 
l'autre  négatif. 

En  second  lieu,  les  carrés  dont  la  somme  fait  V  ne 
seront  distincts  que  si  les  racines  de  ^=0  sont  iné- 
gales, et  V  sera  la  somme  de  [x  carrés  distincts  si  les 
racines  de  y  se  réduisent  à  [x  distincts,  c'est-à-dire  si 
Ton  compte  pour  une  un  ensemble  de  k  racines  égales. 

Ceci  posé,  nous  allons  tirer  de  la  remarque  précé- 
dente une  foule  de  conséquences  plus  ou  moins  inté- 
ressantes. 

1.   Supposons  'f  (^)  =  1  ;  on  aura 

V  =2(^0  4-  «r/;ïi-+-.  .  .   f-  r??'  Zn.^y'^-^Z,ZjSi.^j. 
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Soient 


m  le  nombre  des  racines  positives  du  y  =  o; 

V  le  nombre  des  racines  négatives; 

2I  le  nombre  des  racines  imaginaires,  abstraction  faite 

de  leur  degré  de  multiplicité; 
r  =  w  -I-  V  le  nombre  des  racines  réelles  ; 
P  le  nombre  des  carrés  positifs  ; 
N  le  nombre  des  carrés  négatifs   de  V  =\^c,  ;?y  S/^.y 

décomposé  en  carrés  réels. 


On 


aura 


El  si  Ton  forme  le  polynôme  en  .r 


—  JT 

Si 

.        .V/,_, 

Si 

Si—jr     . 

Sn 

Si 

Si 

Sfihl 

X, 


en  appelant  u  le  nombre  de  ses  variations^  on  aura 

et  N  sera  égal  h  n  —  P  —  o>,   to  désignant  le   nombre 
des  racines  nulles  de  X  =  o. 

2.  Prenons  ©  =  j:  —  a,  on  aura 

V  =  2  (^  -  a/)(  ;;o  -^  aiz,  -+-...--  aj'-»  z„-i  )« 

Soient  toujours 

P  le  nombre  des  carrés  positifs  réels; 
N  le  nombre  des  carrés  négatifs  de  V  : 
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(  3.6) 
p  le  nombre  des  racines  de  f{x)  =  o  supérieures  à  x\ 
p'  le  nombre  des  racines  de  f{x)  =  o  inférieures  à  jc. 

On  aura 

N^I  +  p,  P  =  I     :-p', 

N~P  =  p~p', 

et,  si  Ton  appelle  P<,  N,,  p,,  p',  ce  que  deviennenlP,  N, 
p,  p'  quand  un  change  x  en  X|, 

N,=  I-4-pi,        P»=I-p;, 
et,  par  suite, 

P-Pi  =  p'^p',; 

donc  le  nombre  des  racines  dey=  o  comprises  entre  x 
etX|  est  la  différence  entre  le  nombre  des  carrés  posi- 
tifs que  présentent  les  polynômes  V(a:)  et  V(j:<  )  ou,  si 
Ton  veut,  la  différence  du  nombre  de  variations  des  po- 
Ivnomes  en  t 


SqX  —  S\ —  t  SiX  —  Sf 


Sn.^  —  Sft-l 


lorsque  Ton  suppose  successivcnicnt  x -- x,  jf=a:4, 
théorème  analogue  au  théorème  de  Sturm,  et  que  j'ai 
donné  dans  mon  Traité  d*Alsèbre. 


3.   Supposons  toujours  y  =  (x  —  a)  et 

=  ^  ztzj{xsi+j  —  Si^j^x  )  ; 

le  discriminant  de  V  pourra  se  calculer  de  deux  ma- 
nières : 

i''  Soit  directement,  et  ce  sera 


SqX S\       SiX Si 

5jX  —  Si      SfX  —  53 


S/i—i  X         S/i 
SfiX  —  5/1-1-1 
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(3.7  ) 
a"  Soit  en  observant  que  le  discriminant  de 

est  égal  à  (x  —  «i)(j?  —  «a)«  •  '(^  —  «/i)  multiplié  par 
le  carré  du  déterminant  de  la  substitution 


Xi  =  ^0-+-  ^i 


qui  est  égal  à 


en  sorte  que 
1. 


So      Si 
Si      St 


Sn-l 
Sn 


=  D, 


D(ir  — a,)(a7  — aj)...(ar~a„), 


il  en  résulte  qui  si  D  est  différent  de  zéro,  A  =  o  «era 
une  des  formes  de  l'équation  y=  o.  Mais,  si  D~^o, 
noire  conclusion  est  inexacte. 

Sif{x)  a  toutes  ses  racines  inégales,  D  ne  sera  pas 
nul  eif(x)  =  o  pourra  être  remplacé  par  A  =  o. 

Si  y  ;:=  o  a  une  racine  double,  V  se  réduit  à  /i  —  i 
carrés,  son  discriminant  A  est  nul,  mais  ses  mineurs 
ne  le  sont  pas,  ce  sont  les  discriminants  de  V  obtenus 
en  annulant  la  variable  z^-t  et  en  faisant  abstraction 
d'un  carré  correspondant  à  la  racine  double,  mais  en  le 
doublant,  en  sorte  que  f=  o  débarrassé  de  sa  racine 
double,  on  plutôt  réduit  à  n'avoir  plus  cette  racine 
qu'en  qualité  de  racine  «impie,  sera 


SiX  ~   S* 


S„-^X  —  Sfi-l 


=  O, 


et,  en  général,  si  F(j:)  =  o  désigne  ce  que  devient 
/^=  o  quand  toutes  ses  racines  multiples  sont  rempla- 
cées par  les  mêmes  racines   réduites  à  être  simples,  F 
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s'oblicndra  en  supprimant  les  /;  deruières  lignes  cl  les 
p  dernières  colonnes  de  A,  p  désignant  le  nombre  des 
facteurs  premiers  de  /"  que  Ton  doit  supprimer  pour 
qu'ils  deviennent  simples. 

Nous  avons  ainsi  un  mojen  de  supprimer  les  facteurs 
multiples  d'une  équation. 

4.   Si  nous  faisons  zilx)  =  <rr-^9  A(j:)désiffnanl  un 

*  ^    ^       f  {^)     *^    ^ 

polynôme  entier,  nous  trouvons 


¥.ak) 


{Zii 


5i«A 


-n-i^j, 


-')' 


if  «a)   ^/>y 


Le  discriminant  de  V  est  tj^(ai)t|/(/i2)- •  •  »  c'est  le 
premier  membre  de  la  résultante  de  ^{x)  =  o  et 
^(x)  =  o,  on  a  donc 


R  = 


^(a,) 


Zdf\ak) 


^    f\cik) 
^   fia,) 


et  les  fonctions  symétriques  qui   sont  les  éléments  du 
déterminant  R  sont  très  faciles  à  calculer. 

^  y,    ^     a^  est  le  coefficient  de  -  dans  le  quotient 

Il  y  a,  dans  ce  qui  précède,  non  pas  des  théorèmes 
isolés,  mais  une  véritable  méthode  que  Ton  peut  appli- 
quer dans  une  foule  de  circonstances.  Ainsi,  dans 
Texemple  du  n^  2,  j'ai  fait  connaître  un  théorème  ana- 
logue h  celui  de  Sturm,  mais  il  existe  une  infinité  de 
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lliéorèincs  analogues  permcltaiU  de  séparer  les  racines 
dune  é([ualion  algébrique;  on  peut  en  efl'el  remplacer 
la  fonction  V  par  une  quelconque  des  siiivanles  : 

2  ^^  —  «  )  ^^[p  (zo'h  z^a -'-...-+-  z„-i  a«-  »  )«, 

Enfin  les  considérations  précédentes,  en  faisant  usage 
du  calcul  intégral,  peuvent  s'appliquer  également  aux 
équations  transcendantes,  et  même  aux  systèmes  d'équa- 
tions à  plusieurs  inconnues.  La  niélhode  une  fois  indi- 
quée, le  lecteur  pourra  considérablement  augmenler  le 
nombre  des  applications. 


[L»14a] 

SUR  n  G0.\T01III  HEXAGONAL  VARIABLE 
CIRCONSCRIT  A  UXE  OVADRIOUE; 

Par  m.  g.  F0NTE\É. 


En  étudiant  de  nouveau  la  question  que  j'avais  pro- 
posée dans  les  NouK^elles  Annales  (1899,  p.  485)  pour 
le  premier  concours  de  1900,  j'ai  obtenu  ce  résultat  : 

Si  trois  tangentes  a,  p,  y  en  trois  points  A,  B,  C 
d'une  sphère  font,  avec  les  tangentes  en  A,  B,  C  au 
cercle  ABC  des  angles  X,  [jl,  v  qui  vérifient  la  relation 

COsX  -I-  COS|X-h  cosv  =  cos(X  H-  ÎJI-+-  v), 
la  sphère  étant  orientée,  le  cercle  ABC  étant  dirigé, 
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les  lange  nies  a,  ^3,  y  étant  dirigées  convenablement ,  il 
existe  une  série  indéfinie  de  contours  hexagonaux 
A'WCA!'&C'  A'  dont  les  couples  de  sommets  opposés 
sont  respeclis^ement  sur  les  droites  cl,  P,  y,  et  qui  sont 
circonscrits  à  la  sphère,  les  points  de  contact  étant  dans 
un  même  plan  pour  chacun  des  trois  contours  quadran- 
gulaires  A'A^B'irA',  .... 

La  déuionslralioii  peut  se  faire  ainsi.  Le  pôle  du 
plan  ABC  étant  D,  si  Ton  prend  comme  tétraèdre  de 
référence  le  tétraèdre  ABCD,  la  quadrique  supposée 
quelconque  a  pour  équation 

A^5~  hzx -h  Qxy — /*=o, 

et  les  équations  des  tangentes  a,  p,  y  peuveni  être  mises 
sous  la  forme 

t  ^y  ^_^_^ 

V^ABCtangX         ^        — ^ 

t  _  ^  _     ^ 

/A~BC  lang^  "~  C  ~  —  A  ' 


Si  l'on  considère  le  contour  ouvert  A' B'' C'A'',  et  si 
l'on  écrit  que  l'une  des  huit  relations  homograpliiques 
qui  ont  lieu  entre  A'  et  A"  est  involutîve,  comme  cela 
doit  avoir  lieu,  on  obtient,  avec  e  =  =h  i,  . . . , 

scosX  -f-e'cos[x  -h  s'  cosv  =  cos(X  -f-  fx-h  v); 

on  doit  d'ailleurs  prendre 

£e'Ê'  =  -hi, 

riijpothèse  contraire  donnant  des  solutions  parasites. 
En  remplaçant  au  besoin  X  et  u.  par  X  H- it  et  jjl -h  ^j 
on  a  d'ailleurs  e  =  -f-  i ,  e'=  -h  i ,  par  suite  e"=  4-  i  • 

Si  G,  et  G2  sont  les  génératrices  en  A  de  la  qua- 
drique, le  rapport  anharmonique  (GoG2,a,  AD)  est 
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vvhii  <le(|iinlrr  {ilaiis --  -^  m,  m  ayant  ilc*s  val(*urs  pro- 
portion iirllcs  à  I,  —  I,  tang/»,  zc.  Donc,  si  la  qiiadriquo 
t'st  une  sphèr(\  A  est  l'angle  indicpié  dans  renoncé  donné 
au  début. 

Voici  une  eonsé(|uence  ; 

La  qundrique  élanl  donnée,  soient  a,  ,3,  v  trois  tan- 
gentes dont  les  /points  de  contact  sont  A,  B,  C,  telles 
qunn  hexaf^one  gauche  circonscrit  à  la  quadrique 
puisse  varier  en  ayant  ses  couples  de  sommets  sur 
ces  droites.  Si  Von  considère  les  trois  hyperboloïdes 
qui  sont  circonscrits  à  la  quadrique  le  long  de  la 
conique  ABC,  et  qui  contiennent  respect ii^enient  les 
droites  a,  p,  v,  on  peut  remplacer  a  par  une  généra^ 
trice  quelconque  de  même  système  du  premier  hyper- 
holotde,  etc.  On  peut  remplacer  simultanément  a,  (5,  y 
par  trois  génératrices  appartenant  à  rau*re  système. 


CERTIFICATS   DÎTIIDES  SimilElRES 
BES  FACULTES  DES  SCIENCES. 

S0LITI0\  D  L\E  ÉPRELYR  PKATIQIE  DE  MÉCAXIQLE 
RATIOWELLE  (TOILOISE,  JUILLET  1900); 

Par   m.    AUniBKRT. 


Calculer  l'attraction  newtonienne  d\ui  solide  homo-- 
gène  limité  par  un  paraboloïde  de  révolution  et  par 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  sur  un  point  matériel 
situé  au/oyer  de  la  parabole  génératrice. 

Soit  AB  ///  trace  du  plan  sécant  qui  limite  le  seg^ 
ment.    Un    donne   le  paramtUre  p   de    la  parabole, 

Ann,  de  Afathcmaf..  /|'  sôrir,  l.  1.  (Juillet  1901.)  '-il 
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V angle  AFU  =  a,   la  densité  p   du  paraboloïde,  le 
coefficient  jx  d'attraction. 

Pour  quelle  valeur  de  V angle   a  V attraction  du 
segment  sur  le  foyer  est-elle  nulle? 

L'équation   polaire  do  la  génératrice,  le  pôle  étaiil 
en  F,  est 


2       .     ,0 

sin*- 

•2 

L'élément  de  volume  est 


il  exercera  sur  F  une  attraction  dont  la  coinposaule 
suivant  Taxe  sera 

|xp  sin  6  cos  0  dr  d^  dio  ; 

celle  de  l'anneau  matériel  élémentaire  qu^il  détermine 
par  une  rotation  de  2?:  autour  de  Taxe  sera 

ir.\ip  sinO  cos 6  t/0  dr. 

En  laissant  0  constant,  si  Panneau  élémentaire  est 
situé  à  Tîntérieur  du  cône  AFB,  le  rayon   vecteur  r 


variera  de  zéro  a ^  et  dans  le  reste  du  solide, 

'2     .   .  a  cosO 
sm*  - 

•2 

en  dehors  du  cône,  de  zéro  à  ^  -* 
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L'at-tîoiL  lolalr  du  soginriii  i\sl  égale*  à  la  somme  des 


deux  iulégiales 


=  -i.Tzixpp  cosa, 


lOcosO^O 


J/*        OOS  X 
2  sin*  - 

f       a  sin*  - 

•A  •' 

— —  Kr^iippl  I  -h  OOS  a  H-  2  log  sin  -  K 

I,-i-  Ijrx  —  2  7:ap/>(  I  -h  •>.  logsin--  )• 

CctU;  altraclîon  sera  mille  pour 
lojî  sin  -  = 1  sm  -  =  -— ,  -  =  3?** 9.0  '«t'. 

En  adoptant   les  coordonnées  cartésiennes,  l'origine 
étant  au  sommel  du  paraboloïde,  on  aurait  à  intégrer 


3 


./.(._f) 


/ 


•"''''' ^K_ 

Le  calcul  conduil  au  même  résultat. 


-i*  ^ 
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CO.VCOliRS  GENERAL  DE  1901. 


Composition  de' Mathêtnatiqites  spvcidles. 

Ktaiit  donné  un  ellipsoïde  K  cl  une  sphère  S  concentrique 
à  rcllipsoïdo,  on  prend  le  pian  polaire  F  d'un  point  quel- 
conque M  par  rapport  à  Tellipsoïde  E,  puis  le  pôle  p  du 
plan  P  par  rapport  à  la  sphère  S.  Soit  D  la  droite  qui  joint 
le  point  M  au  point />. 

r*  On  demande  le  lieu  C  que  doit  décrire  le  point  M  pour 
que  les  droites  D  passent  par  un  même  point  donné.  Trouver 
le  cône  décrit  par  les  droites  D. 

a"  Trouver  le  lieu  que  doit  décrire  le  point  M  pour  que  les 
droites  D  soient  situées  dans  un  plan  donné  to,  et  Tenveloppe 
des  droites  D  dans  ce  plan. 

3"  Trouver  la  surface  enjiendrée  par  les  droites  D  quand  le 
point  M  décrit  une  droite  donnée  quelconque. 

4**  On  assujettit  les  droites  D  à  rencontrer  une  droite 
donnée  A  et  à  rester  parallèle  à  un  plan  donné  ro;  trouver 
le  degré  de  la  surface  il  engendrée  par  ces  droites  D.  Cher- 
cher les  conditions  dans  lesquelles  la  surface  IL  se  décom- 
pose. 


CO\COIJRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  P0LYTEGIIISI«1E 
m  1901. 


Composition  de  Mathématiques, 

Soient  Ox,  Oy  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires; 
soient  a  et  a'  les  abscisses  de  deux  points  A  et  A'  de  Taxe  Or, 
et  h  l'ordonnée  d'un  point  H  de  l'axe  0^>'. 

On  considère  toutes  les  hyperboles  équilaléres  (II).>  circon- 
scrites au  trianiîle  A  A' B. 
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I.  Calculer  Ic;»  coordonuéeb  Xi,  j'i  du  quadiéine  point  M  de 
renronirc  de  ]a  cîrcoiifcrciice  circonscrite  au  triani^Ie  A  A' B 
avec  rhvj)erboIe(^Hx).  Montrer  qu'on  désignant  par  X  un  para- 

KÎR.    I. 


A' 


mètre  variable,  ces  coordonnt^es  peuvent  être  mises  sous  la 

forme 

A-^   BX 

et  donner  les  valeurs  des  constantes  A  et  B. 

n.  Vérifier  par  le  calcul  que  le  diamètre  de  Thyperbole  qui 
est  mené  par  le  point  M  passe  par  un  point  fixe,  quel  que 
soit  X. 

Le  démontrer  gcométriquenicnl. 

111.  Trouver  le  lieu  jféométrique  des  points  de  contact 
des  tangentes  menées  au\  hyperboles  {l\\)  parallèlement  à 
une  direction  donnée,  et  examiner  en  particulier  les  cas  où 
cette  direction  est  celle  des  axes  de  coordonnées. 

N,  B,  —  I>e5  candidats  conserveront  toutes  les  notations 
indiquées. 

KpuftE. 

Intersection  d'un  cane  et  d'un  hyperboloïde 
de  résolution. 

Le  cône  a  pour  base  un  cercle  de  front  CC  situé  dans  la 
partie  supérieure  du  plan  vertical,  tan«;cnt  au  plan  horizontal, 
et  qui  a  o^joS  de  diamètre.  Son  sommet,  S,  S',  est  en  avant 
du  cercle,  à  une  distance  égale  au  diamètre,  et  sur  la  ligne 
debout  menée  par  le  point  S'  le  plus  à  droite  du  cercle. 
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Cette  ligne  debout  sert  de  génératrice  à  rhvperboloïde  : 
Taxe  de  révolution  est  la  droite  du  plan  horizontal  qui  est 
confondue  avec  la  ligne  GS'  de  l'épure. 

Le  point  C  sera  placé  à  o™,i5  à  gauche  du  bord  droit  de  la 

Kig.  2. 


.^-_. 

J 

/               X         / 

1 

/           \  / 

{ 

/       c      y 

5cm. 

1 

\        !      /'/ 

• 

V      // 

1 

V 

V  \/y 

A 

/ 

/ 

/ 

feuille,  et  o",i5  au-dessous  du  trait  le  plus  bas  de  ren-léte. 

On  demande  de  représenter  en  traits  noirs  la  projection 
horizontale  du  solide  commun  au  cône  et  à  l'hyperboloïde. 

On  indiquera  en  traits  routes  les  constructions  nécessaires 
pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la 
tangente  en  ce  |K)inty  ainsi  que  les  points  remarquables. 


COKGOIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 
EN  1901. 


Ma  th  éma  tiques. 

On  considère  l'hyperboloïde  (II)  représenté  en  coordonnées 
rectangulaires  par  Fcquation 


et  les  deux  systèmes  de  génératrices  rcclilignes  définis  par  \^ 
équations 

\  L  ^  ^  ~  L  (       f  \ 

\  a    '     h    ~~  u  \         c  / 
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fl 


(H) 

\   a        b   ~~  v\   ~^  cj' 

A  chaque  syslème  de  valeurs  attribuées  aux  paramètres  u 
cl  p  correspond  un  point  de  l'hyperboloïde  (H),  intersection 
des  génératrices  (I)  et  (Hjî  réciproquement,  a  chaque  point 
de  rhyperboloïde  correspond  un  système  de  valeurs  pour 
M  et  V. 

Former  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  paramètres  u 
et  V  pour  que  le  point  de  l'hyperboloïde  qui  correspond  au 
système  de  valeurs  (m,  v)  appartienne  à  Tun  des  conoïdes  (C) 
représentés   par  Téquation 

o.abcj-y 


(  I -h  m  ; /y*  x«  H- (  I  —  m  )  a- j'* 

où  m  désigne  un  paramètre  variable.  De  quoi  se  compose 
Tintersection  complète  de  l'un  de  ces  conoïdes  et  de  l'hyper- 
boloïde quand  m*  —  i  est  différent  de  zéro  et  quand  m*— i 
est  nul? 

Déterminer  les  points  où  la  courbe  (Q),  commune  à  (fl)  et 
à  l'un  des  conoïdes,  coupe  les  génératrices  du  système  (II); 
exprimer  les  coordonnées  des  points  de  cette  courbe  en  fonc 
lion  du  paramètre  v. 

En  combien  de  points  la  courbe  (Q)  rencontre-t-elle  chaque 
génératrice  du  système  (l )?  Déterminer  le  lieu  décrit  par  le 
centre  des  moyennes  distances  des  points  situés  sur  une  de 
ces  génératrices,  lorsque  celle-ci  se  déplace  sur  l'hyperbo- 
loïde. 

Démontrer  qu'il  existe  un  conoïde  (C)  pour  lequel  le  plan 
tangent  à  l'hyperboloïde  en  chaque  point  de  la  courbe  (Q) 
est  perpendiculaire  au  plan  déterminé  par  la  génératrice  du 
système  (II)  qui  passe  en  ce  point  et  par  la  génératrice  paral- 
lèle de  (H). 

Distinguer,  suivant  la  valeur  du  paramètre  m,  ceux  des 
conoïdes  (G)  pour  lesquels  les  points  d'intersection  d'une 
génératrice   du   système  (I)   et   de   la   courbe   (Q)  sonl   tous 
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réels,  ceux  pour  lesquels  un  seul  point  d'inlerseclion  est  lou- 
jours  réel,  ceux  enfin  pour  lesquels  le  nombre  des  points  réels 
varie  avec  la  génératrice. 

yV.  B.  —  Il  est  inutile  de  reproduire  Ténoncé. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


597. 

11861,  p.3g9  , 


Si  Von  prend  les  polaires  des  points  milieux  des  côtés 
d^un  triangle,  relativement  à  une  conique  quelconque 
inscrite  dans  le  triangle  y  ces  polaires  déterminent  un 
triangle  qui  a  une  surface  constante.  (Fairk.) 


SOLUTION 
far  M.  NicoLA(,  à  Pisloia. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  côtés  OA,  OB, 
du  triangle  OAB  et  posons  OA  —  a,  OB  =  b\  Téquation  d'une 
conique  tangente  aux  deux  arcs  de  coordonnées  est  de  la 
forme 

fx     V      y 

( \- il   -V  'ikxy  —  o, 

et  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  droite  AB 
soit  une  tangente  est 

)  -  '^<  P  —  'f^Jf^  —  ^l^  ^ 
abpq 

On  trouve  alors  pour  les  coordonnéoï»  dos  polaires  des 
points  milieux  des  côtés  du  triangle  OAB,  relativement  à 
une  conique  quelconque  incnile  df»n<  le  triangle.  le«î  exprcs- 
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A,= 


(  3-^9  ) 


[lia — /?»f^--7)"|        1 


2(  a — p  )( b  --  q  )1 
~«6  J 

jpcjl  ab  J        /?\2/^         / 

q  \'iq      I 

7./?^  L  «^  J     y  \'^^      / 

i{a—p)Kb  —  q)\  ^  i 
ii6  J        p 


b 

iq^ 

a 

Vp 


b_ 
iq 


C3=.       ~. 
'xp 


Soient  T  la  surface  du  triangle  en  question,  0  l'angle  que 
OA  fait  avec  OB;  pour  évaluer  T,  utilisons  la  formule 


T  = 


A| 

B,     G, 

t 

A,     B,    C, 

A,    B,    n. 

«In  6 

A, 

B, 

A,     B, 

A,     B, 

A, 

B 

I 

A,     B, 

A,    B, 

de  là.  en  développant  après  quelques  réductions. 


T  =  -ab  sinO. 
'1 


Les  polaires  des  points  milieux  des  côtés  d'un  triangle,  rela- 
tivement à  une  conique  quelconque  inscrite  dans  le  triangle, 
déterminent  donc  un  triangle  ayant  même  surface  que  le 
triangle  donné. 
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(  1898,  p.  340.) 

Soit  M  un  point  variable  situé  sur  une  ellipse  de  foyers  F 
et  F',  La  parabole  qui  est  tangente  à  MF  e^  jMF'  en  F  et  F' 
a  même  axe  et  même  foyer  que  la  parabole  osculatrice  à 
l'ellipse  en  M.  (Barisibn.) 

SOLUTION 

Par  M.  DupoRCQ. 

Soit  a>  le  centre  du  cercle  oscuiateur  en  M  à  l'ellipse  donnée, 
et  soit  I  le  milieu  du  segment  Ma)  :  on  sait  que  le  cercle  de 
diamètre  MI  est  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  admettent 
u  comme  centre  de  courbure  relatif  au  point  M.  Le  diamètre, 
MO,  de  Tellipse  donnée  étant  d'ailleurs  évidemment  parallèle 


à  l'axe  de  la  parabole  osculatrice  en  M  à  cette  ellipse,  cette 
parabole  admet  pour  foyer  la  projection,  (p,  du  point  I  sur  la 
droite  M<p,  symétrique  de  MO  par  rapport  à  la  normale  Mw. 

La  direction  MO  étant  évidemment  aussi  celle  de  l'axe  de  la 
parabole  tangente  en  F  et  F'  aux  droites  MF  et  MF',  il  nous 
reste  à  prouver  que  le  point©  coïncide  avec  le  foyer  ©'de  cette 
parabole  :  or,  ce  point  est,  comme  on  sait,  le  milieu  de  la 
corde  interceptée  sur  la  droite  Mcp  par  la  circonférence  MFF'. 
La  question  revient  donc  à  montrer  que  la  projection  P  du 
point  (o  sur  M©  appartient  à  la  circonférence  MFF'  :  il  suffit 
pour  cela  de  prouver  l'égalité 


(I) 


MO.MP  =  M\.MN', 


N  et  N'  étant  les  points  où  la  normale  M  eu  coupe  l'axe  focal  et 
le  petit  axe  de  l'ellipse  donnée,  car  le  point  N'  appartient    au 
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cercle  MFF'.  Soit  K  la  projection  de  O  sur  Moj,  on  a  visible- 
ment 

MO.MP  =  Ma>.MK. 

D'ailleurs,  on  sait  que  les  parallèles  menées  rcpectivement 
de  ci>  et  N  aux  droites  NO  et  KO  se  coupent  sur  MO  :  on  a 
donc  « 

MX  _  MK 
Mco  ~  MN'' 

et  régalité  (i)  se  déduit  immédiatement  des  deu\  précédentes. 
La  propriété  énoncée  en  résulte. 

Autre  réponse  de  M.  Lez. 

1806. 

(IS98.  p.  .IIM.) 

On  considère  une  série  d* ellipses  concentriques  et  ayant 
même  direction  d'axes  et  un  point  fixe  M  de  leur  plan. 
Soit  TT'  la  corde  polaire  de  l'une  de  ces  ellipses  par  rap- 
port  à  M.  Le  lieu  du  foyer  des  paraboles  bitangentes  à 
V ellipse  en  T  et  T'  est  la  droite  qui  joint  les  projections 
de  i\I  sur  les  axes  des  ellipses,  (  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  DuPORCQ. 

Transformons  honiographiquement  la  figure,  de  sorte  que 
les  points  à  l'infini  des  axes  des  coniques  considérées  de- 
viennent les  points  cycliques.  Ces  coniques  se  transformeront 
en  hyperboles  équilatéres  concentriques,  et,  aux  points  cy- 
cliques de  la  première  figure,  correspondront  les  points  à  l'in- 
fini de  deux  directions  rectangulaires,  de  sorte  qu'on  aura  à 
démontrer  la  propriété  suivante  : 

On  considère  une  série  d'hyperboles  équilatéres  de  même 
centre  O,  et  un  point  fixe  m  de  leur  plan.  Soit  tt'  la  po- 
laire de  m  par  rapport  à  l'une  de  ces  hyperboles  :  il  existe 
une  parabole  bitangenie  en  t  et  t'  à  l'hyperbole.  On  con- 
sidère l'angle  droit  circonscrit  à  cette  parabole,  dont  les 
côtés  sont  parallèles  à  deux  axes  fixes  donnés  :  le  lieu  du 
sommet  de  cet  angle  est  la  normale  au  milieu  de  mO. 
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Je  vais,  en  effet,  démontrer  que  cette  normale  est  la  direc- 
trice commune  à  toutes  les  paraboles  envisagées.  On  sait,  en 
effet,  que  si  Ton  considère  toutes  les  coniques  tan<;;entes  en  / 
et  /'  au^  droites  mt  et  mt',  le  point  m  a  la  même  polaire  par 
rapport  à  leurs  cercles  orlhoptiques,  et  que  cette  polaire 
est  la  perpendiculaire  abaissée  sur  rnO  de  l'orlhocentre  du 
triangle  mtl'.  (iomme  le  cercle  orihoptique  de  l'hyperbole 
équilatére  se  réduit  à  son  centre,  et  celui  de  la  parabole,  à 
sa  directrice,  la  propriété  annoncée  devient  immédiate. 

Autres  réponses  de  MM.  Audideut,  Duklimbkrt,  Lf.z,  Merlin. 
1807. 

(189S.  p.   JH8.J 

Soient  M  un  point  du  plan  d'une  ellipse  et  PQ  la  corde 
polaire  de  cette  ellipse  par  rapport  à  M,  Le  lieu  des 
points  M,  tels  que  la  parabole  bitangente  à  ^ellipse  en  P 
et  Q  ait  son  foyer  sur  ^ellipse,  se  compose  des  deux  cercles 
de  Chasles  concentriques  à  Vellipse  et  ayant  pour  diamètres 
la  somme  ou  la  différence  des  axes  de  Vellipse, 

(Barisiën.) 

solution 
Par  M.  DuPORCQ. 

On  sait  que  si,  sur  une  normale  à  une  ellipse  en  un  point  ^, 
on  porte  de  part  d'autre  de  o  des  longueurs  oM  et  p  M' égales 
au  demi-diamètre  conjugué  du  diamètre  O9,  les  points  M  et  M' 
engendrent  les  cercles  de  Chasles  :  les  droites  OM  et  OM'sont 
également  inclinées  sur  les  axes  de  l'ellipse  et,  comme  «p  est  le 
milieu  de  MM',  on  voit  que  ces  droites  sont  les  asymptotes  de 
l'hyperbole,  homofocale  à  l'ellipse,  qui  passe  par  ;p. 

Cela  posé,  supposons  que  le  point  ^  de  l'ellipse  donnée  soit  le 
foyer  d'une  parabole  bitangente  à  cette  conique  en  P  et  Q,  et 
soit  M  le  pôle  de  PQ.  Considérons  Tinvolution  des  tangentes 
menées  de  <p  au\  coniques  bitangentes  en  P  et  Q  à  l'ellipse; 
dans  cette  involution  se  correspondent  les  droites  isotropes 
issues  de  'f  ;  les  rayons  doubles  sont  d'ailleurs  évidemment  la 
droite  ©M  et  la  tangente  en  cp  à  l'ellipse;  ces  droites  sont  donc 
rectangulaires;  autrement  dit,  'jîM  est  normale  à  rellipsc  en  cp. 

D'autre  part,  la  droite  MO  est  évidemment  parallèle  à  l'axe 
de  la   parabole   considérée;   par  suite,  les  droites  MO  et  Mo 
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«ont  également  inclinées  sur  les  langenles  MP  et  MQ  :  il  en 
résulte  qu'elles  sont  tangentes  à  une  même  conique  liomo- 
focale  à  l'ellipse  donnée;  autrement  dit,  la  droite  MO  est  une 
des  asymptotes  de  l'hyperbole,  homofocale  à  l'ellipse,  menée 
par  o.  Par  suite  de  noire  remarque  préliminaire,  le  point  M 
est  done  sur  un  des  cercles  de  Cliasles  de  Fellipse. 

Réciproquement,  si  M  est  un  des  <\e\i\  points  correspondant 
à  cp  sur  les  cercles  de  Chasies,  la  conique  de  foyer  cp,  bitan- 
gente  en  P  et  Q  à  l'ellipse,  est  une  parabole;  car,  MO  et  Mq 
étant  alors  également  inclinées  sur  les  tangentes  MP  et  MQ, 
la  droite  MO  passe  par  le  second  foyer  de  cette  conique,  dont 
elle  est  bien  évidemment  un  diamètre. 

Autres  solutions  de  MM.  DunLiMBKHT  cl  Lkz. 

1804,   1806   et   1807  (>). 

SOÏ.rTIONS  ANALYTIOt'ES 
Par  M.  L.  Ripkrt. 

I.  Résolvons  d'abord  la  question  1806.  L'équation  générale 
des  coniques  bitangentes  à  (6'.r*-h  a*j^'— a*^»=  o)  au\ 
extrémités  de  la  corde  polaire  (ù^ax -h  a^^y  —  a^b^  =  o) 
du  point  M  (a,  ^)  est 

l(b^:LX-h  rt« ^y  —  aï b^ )» -f-  ^- x^  -+-  a»^*  —  a=  ^^  =  o 
ou 

La  parabole  correspond  à  À ,„,       ,-— -rî  ^^on  équation 

développée  est 

(   P*  .r*  —  •>.  aS  xy  -+-  a*^»  -h  'Jt  6'  a  ar  -+-  '2  a*  ^y 

{  —  ra^^ï  :    ^»2a'-ha2^«)  ^o. 

D'une  manière  générale,  on  sait  que,  les  coordonnées  étant 
rectangulaires,  le  foyer  de  lu  parabole 

(AX*-K  9.BXY-   ...  :    F'==o) 


(')  Ces   trois  questions  sont   connexes  et   dépendent  des  mêmes 
calculs. 
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a  pour  coordonnt'i's 

A(  AF  -f-  GF  —  n»H-  E«)  —  '>.BDE 


J^  = 


2(A-4-C)(BD  — AE) 


Par  application,  les  coordonnées  du  foyer  de  (i)  sont,  avec 
cî=a«  ■—/;*, 

et  elles  satisfont,  quels  que  soient  a  et  6  (et  même  a'  et  ^*) 

à  l'équalion 

T        y 

a         p 
L'arc  de  la  parabole  (i)  est  la  droite 

H.  Si  M  est  un  point  variable  de  Tellipsc  fixe  (ques- 
tion 1804),  la  parabole  polaire  de  M  devient  la  parabole 
osculatrice  en  M;  les  équations  (i),  (ji),  (3)  restent  les  mêmes 
[en  remplaçant,  si  l'on  veut,  le  dernier  terme  de  (i)  par 
—  aa«6*].  La  parabole  tangente  à  MF  et  MF' en  F  et  F' a 
pour  équation 

(a^  — Pa')îH-2pcî7— 3«c»=o. 

Elle  a  même  axe  (3)  et  même  foyer  (2).  La  propriété  s'ap- 
plique aussi  bien  à  la  parabole  polaire  d'un  point  M  du  plan 
qu'à  la  parabole  osculatrice  d'un  point  de  la  conique. 

in.  A  cause  des  coordonnées  (2),  l'équation  du  lieu  de  la 
question  1807  est 

-+-a*p*(a>-+-p«— c8)«— 4aî6*(aï-^p«)»r^  o. 
Cette  équation  se  décompose  ainsi  : 

C.  Q.   F.   D. 
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Rcciproqucnienl  et  plus  généralement,  la  conique  étant 
ellipse  ou  hyperbole,  si  le  point  M  décrit  un  cercle  concen- 
trique (a* H-  3*=  R5),  le  foyer  (a)  devient  une  ellipse 

(H«-f-c*)î  "^  (Rs— c2)*  "^  4"R« ' 

la  même  pour  toutes  les  coniques  homofocales,  et  qui,  dans 
les  cas  (ellipse)  de  R  =  a  -f-  6  ou  R  =  n  —  b^  devient 

Le  foyer  d'une  parabole  polaire  par  rapport  à  une  hyperbole 
ne  peut  jamais  se  trouver  sur  cette  hyperbole. 

Remarques,  —  Toutes  les  paraboles  polaires  d'un  point  M 
par  rapport  à  une  famille  de  coniques  homofocales  ont  même 
axe  (3)  et  même  foyer  (2).  11  en  est  ainsi  en  particulier  des 
deux  paraboles  osculatriccs  à  deux  coniques  homofocales  en 
chacun  de  leurs  points  communs. 

On  peut  être  tenté  de  dire,  à  cause  de  l'équation  (4),  que, 
dans  le  cas  de  l'hyperbole,  le  lieu  (HI)  de  M  est  le  système 
des  asymptotes  (a*p*H- 6'a*  =  o,  a-  et  6*  étant  de  signes  con- 
traires). Mais  un  point  pris  sur  une  asymptote  n'a  pas  de  para- 
bole polaire;  car,  s'il  en  avait  une,  elle  admettrait  l'asymptote 
de  l'hyperbole  pour  asymptote  yî/i/e,  ce  qui  est  absurde. 

Toute  propriété  de  la  parabole  osculatrice  en  un  point  d'une 
conique  parait  devoir  donner  naissance  à  une  propriété  de  la 
parabole  polaire  d'un  point  du  plan.  C'est  un  fait  remarquable, 
analogue  à  celui  des  propriétés  de  la  tangente  en  un  point  que 
l'on  retrouve^  souvent  identiques,  parfois  généralisées,  dans  la 
polaire  d'un  point. 


QIIBSTIOi\S. 


1915.  Étudier  les  polynômes  à  deux  variables 

^m-¥n  r  7«/«  V'»(  I T^  —  y1i\m-\-n  1 
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On  pourra  en  part.i<Milier  étudier  la  pof^ition  de  la  courbe 
par  rapport  au  ci^rcle 

î*ar  exemple  le  polvnomc  Vt^o  est 

et  la  courbe   Pî,o~  o  est  tout  eiuière  dans  le  cercle.  Ce  fait 
est  général. 

(  Appëll,  ArchW  der  Math,  iind  Phvsik,  1901.) 

1916.  Le  sommet  A  d'un  trianj^Ie  ABC  et  le  pied  II  de  la 
hauteur  issue  de  A  sont  fixes.  Les  autres  sommets  B  et  C  «ont 
tels  que 

BH'-+-GÏÏ*  =  const. 

I*  I-e  centre  du  cercle  circonscrit  et  le  centre  du  cercle  des 

neuf  points  du  triangle  ABC  parcourent  chacun  une  parabole; 

2"  L'axe  radical  de  ces  deux  cercles  enveloppe  une  conique. 

('E.-N.   BVRISIEN.) 

1917.  On  joint  un  point  M  quelconque  d'une  hyperbole  êqui- 
latère  à  ses  deux  sommets  A  et  A',  et  l'on  considère  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  MAA'  et  son  cercle  des  neuf  points. 

I*  Le  lieu  des  centres  de  similitude  de  ces  deux  cercles  se 
compose  de  deux  hyperboles  équilatères; 

V  La  droite  des  centres  est'normale  à  une  hyperbole  fixe: 

3*  L'axe  radical  de  ces  deux  cercles  enveloppe  une  hyper- 
bole: 

4*  Le  lieu  des  centres  des  cercles  tritangents  au  triangle  MAA* 
se  compose  de  deux  hA'perboles  équilatères. 

fE.-\.  BimsiEx.) 

1918.  ("construire  le  point  où  une  normale  à  une  parabole 
coupe  la  développée  de  celle  parabole,  en  dehors  du  point  où 
elle  est  tangente  à  relie  développée.  (  M.  d'Ocagne.) 
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Tome  VIII.  —  Année  1901. 

PRIX    POUR    UN    AN    (l2    NUMÉROS) 

Paris,  7  fr.  —  Départements  et  Union  postale,  8  fr.  50. 
Un  numéro  spécimen  est  envoyé  sur  demande. 


MM. Laisant  el Lemoine  ont  eu  ridccde  meltreen  rapport  scientifique  les 
maihémaliciens,  au  moyen  d'un  organe  international  dont  le  titre,  l'Inter- 
MEDiAïuE  DES  MATHEMATICIENS,  indique  Ic  but.  Cc  rccucii  mensuel  n'admet 
d'autres  articles  que  des  questions  posées  par  les  rtiallicmaticiens  à  leurs 
collègues,  soit  pour  en  indiquer  l'intérêt  général,  soit  pour  les  besoins  de 
leurs  recherches  personnelles,  et  les  réponses  à  ces  questions.  La  Mathématique 
est  si  vaste  maintenant  que  nul  n'en  connaît  complètement, même  une  des 
branches  et  qu'une  question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de 
premier  ordre,  si  ce  tlétail  sort  du  cadre  de  ses  études  ordinaires,  tandis 
qu'elle  ne  serait  qu'un  jeu  pour  un  autre. 

Cette  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dès  que  les  rédac- 
teurs se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  forme- 
raient les  premiers  numéros,  et  de  les  communiquer  autour  d'eux,  pour  avoir 
quelques  réponses  dès  l'origine,  ils  ont  trouvé  un  accueil  qui  a  dépassé  leurs 
espérances  les  plus  optimistes;  sa  liste  des  correspondants  cfrectifs  du  journal, 
liste  déjà  longue,  comprend  les  noms  de  membres  de  l'Institut,  et  d'un 
grand  nombre  de  géomètres  connus,  mêlés  à  beaucoup  d'autres  moinstn  vue, 
car  le  but  et  l'essence  même  de  V Intermédiaire  des  mathématiciens  tsl 
d'être  utile  à  tous  ceux  qui  cultivent  la  Mathématique,  L'idée  était  si  nou- 
>elle  que  les  rédacteurs  de  V Intermédiaire  n'ont  dû  viser  que  desdébuts 
très  modestes,  puisque  le  prix  annuel  de  l'abonnement  n'est  que  de  7  francs 
pour  Paris,  8  fr.  5o   pour  la   province  et  les  pays   de  l'Union    postale. 

On  peut  adresser  les  questions  et  communications  soit  à  M.  Laisant,  161, 
avenue  Victor-Hugo,  soit  à  M.  Lcmoine,  3:?,  avenue  du  Maine,  soit  à  M.  Ed. 
Maillet,  11,  rue  de  Fontenay,  à  Bourg-la- Kei ne. 

Chacune  des  années  précédentes  se  vend 7  fr  • 
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29GS7         Paris.  —  Impriinerlo  GAL TIIIEK  VILLAKS,    quai  des  Grand^-AuçoaUii»,  55. 

Le  Gérant  :  GAUTHIER- ViLLARS. 
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Le  pri\  de  rabonnemenl  à  la  Bibliothèque  mathématique  des 
travailleurs  est  de  i?/*'  pour  un  an  et  6^*^  pour  six  mois. 

Les  abonnés  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  pourront 
bénéficier  d'une  réduction  de  5o  pour  loo,  c'est-à-dire  que,  pour 
eux,  Tabonnement  annuel  ne  sera  que  de  six  francs. 

Pour  profiter  de  cette  réduction,  on  doit  s'adresser  directement 
à  M,  le  D**  1I(JLMAM^,  Directeur  de  la  Bibliothèque  mathématique 
des  travailleurs,  4?  rue  de  la  Cure,  Paris-Auteuil. 


LIBRAIRIE    GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI   DES  GRANDS-AUGUSTINS,    55,    A  PARIS. 


PIGARD(Ëmile),Membrederinstitut,  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences. 
—  Traité  d'Analyse  (Cours  do  la  Faculté  des  Sciences).  Quatre  volumes 
grand  in-8,  se  vendant  séparément  : 

Tome  I  :  Intégrales  simples  et  multiples,  —  L'équation  de  Laplace 
et  ses  applications,  —  Développement  en  séries,  —  Applications géomé- 
trifjues  au  Calcul  infinitésimal.  2*  édition,  Avec  figures;  1901  •     16  fr. 

Tome  II  :  Fonctions  harmoniques  et  fonctions  analytiques.  —  Intro- 
duction à  la  théorie  des  équations  di/férentielles .  —  In  tégrales  abéliennes 

et  surfaces  de  Riemann.  Avec  figures  ;  1 893 1 5  fr. 

,  Tome  III  :  Des  singularités  des  intégrales  des  équations  différentielles. 
Etude  du  cas  où  la  variable  reste  réelle  et  des  courbes  définies  par  des 
équations  différentielles.  Equations  linéaires;  analogies  entre  les  équa- 
tions algébriques  et  les  équations  linéaires.  Avec  figures  ;  1896. .     18  fr. 

Tome  IV  :  Equations  aux  dérivées  partielles , . .     (En  préparation.) 

PICARD  (E.),  Membre  de  l'Institut,  Professeur  à  TUniversité  de  Paris, 
et  SIMART,  Capitaine  de  frégate,  Répétiteur  à  l'École  Polytechnique.  — 
Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables  indépendantes. 

2  beaux  volumes  grand  in-8,  se  vendant  séparément  : 

Tome   I  :  Volume  de  vi-256  pages;  1897 9  fr. 

Tome  II  :  (i*^  fascicule  de  9.06  pages).  Prix  du  volume  complet 
pour  les  souscripteurs 1 4  fr . 
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SUR  L'APOLARITÉ  DES  FORMES  VWMMSi 

Par  M.  VOGT, 
Professeur  à  l'Université  de  Nancy. 


1 .  Je  me  propose  de  donner  dans  cet  article  quelques 
aperçus  sur  certaines  parties  importantes  de  la  théorie 
des  formes  algébriques  binaires  \  ces  parties  ont  été  étu- 
diées sous  le  nom  d'apolarilé  par  plusieurs  matliéma-^ 
ticîens,  parmi  lesquels  je  citerai  Reye,  Rosanes,  Sturm, 
Meyer,  Picquet  (*),  et  elles  présentent  des  applications 
intéressantes  à  la  théorie  des  courbes  unicursales  dans 
le  plan  ou  dans  l'espace.  Je  reviendrai  plus  lard  sur  ces 
applications;  je  me  contente  pour  le  moment  de  traiter 
certaines  questions  au  point  de  vue  de  la  théorie  des 
formes  binaires  ;  I^^s  développements  qui  suivent  peuvent 
être  considérés  comme  une  solution  du  problème  pro- 
posé au  premier  concours  des  Nous^elles  Annales  pour 
189g  (année  1898,  p,  485). 

2.  Considérons  deux  variables  x  ely  et  une  substitu- 
tion linéaire 

X  ^  ax'->r  by\       y  =  cx'->rdy\ 

eifectuée  sur  ces  variables  ;  nous  désignons  par  8  le  dé- 
terminant ad  —  bc  de  la  substitution,  et  nous  le  sup- 
posons différent  de  zéro. 


(')  On  trouvera  des  renseignements  bibliographiques  assez  com- 
plets sur  cette  question  et  sur  ses  applications,  à  la  On  de  TOuvragc 
de  Franz  Meyer,  Apolaritàt  und  rationale  Curven  (Tubingen). 

Ann.  de  Mathéniat.y  4'  série,  t.  I.  (Août  1901.)  22 
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Si  nous  écrivons  que  l'on  a  identiquement 

ux  4-  vy  =  m' a?' H-  i^'y, 

nous  trouvons,  en  remplaçanl  x  et  j  par  leurs  valeurs, 
au-^-  cv  =  u\        bu-hdif  =  ç\ 

et  en  résolvant  par  rapport  à  i/  et  i^  ce  système  (Inéqua- 
tions, nous  avons 

9v  =  av'—  bW,        — hu^cv'—du*; 

nous  en  concluons  que,  au  facteur  S  près,  les  va* 
riables  «^  et  —  ii  subissent  la  même  substitution  que 
X  et  y. 

Cela  posé,  soit  F(j:,  j^)  une  forme  homogène  des  va- 
riables X  et  jr,  OU)  plus  généralement,  un  covariant 
d^unc  ou  de  plusieurs  formes  données;  nous  supposons 
que  sa  valeur  après  la  substitution,  valeur  que  nous  dé- 
signons par  F'(a:',  jk')î  *o''  égale  au  produit  de  F(x,  y) 
par  la  puissance/?*^"**  de  8,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

V{x\y)=lP¥(x,y), 

En  appliquant  le  théorème  d'Euler  sur  les  fonctions 
homogènes,  nous  avons  identiquement 

nous  en  concluons  que  les  dérivées  j-  ©t  -r—  s'expriment 

au  moyen  de  -rr  et  j-j  de  la  même  manière  que  u  et  u 

au  moyen  de  u'  et  v\  au  facteur  8^  près,  et,  par  suite,  que 

les  symboles  de  dérivation  t-  «t  —  -r-  sont  soumis,  à 

une  puissance  près  de  8,  à  la  même  substitution  que  x 
et  y. 

Ce    résultat    s'étend    aux    symboles    de    dérivations 
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d'ordres  supérieurs^  nous  avons  en  effet  ridentilé  sym- 
bolique 

dans  laquelle  nous  devons  développer  les  deux  membres 
d'après  la  formule  du  binôme,  puis  remplacer  tout  pro- 
duit tel  que  (-r-)  ( t" )       P^^  1*  dérivée  d'ordr.e  /i, 

en  comparant  cette  identité  à  l'égalité  ordinaire 

nous  voyons  que  les  symboles  de  dérivation  t~  ^^  j~ 

et  leurs  puissances  symboliques  sont  soumis  à  la  môme 
substitution  que  it  et  v  et  leurs  puissances,  et  par  suite 

que  ^  et  —  j-  sont  soumis  à  la  même  substitution  que  x 

et  j^,  à  une  puissance  près  de  8. 

Si  donc  ^(x,  y)  est  une  forme  covariante  quelconque 
et  si  Ton  y  remplace  les  variables  par  les  symboles  de 

dérivation  v-  et  —  -t->  le  résultat  de  l'opération  sym- 
bolique *(3-'  —  3-)  effectuée  sur  une  forme  cova- 
riante quelconque  F{x^y)  est  lui-même  un  invariant 
ou  un  covariant. 

Supposons  que  ^  soit  la  polaire  d'ordre  h  d'une 
forme  ^{x,y)  par  rapport  k  a:^,  yt,  c'est-à-dire  qUe 
l'on  ait 


la  puissance  étant  symbolique  ;  ^  est  un  covariant  relatif 
aux  substitutions  effectuées  simultanément  sur  {x^ y) 
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el  (Xiy  yt);  si  nous  remplaçons  x^  etjt  par  les  sym- 
boles de  dérivation  t-  et  —  -r->  appliqués  à  une  forme 

donnée  /(x^y),  nous  aurons  un  covariant  sîniullanë 
de  /  et  y,  qui  s'écrit 


\àjr  dx 


dx  ày  I 

Ce  covariant  est  identique,  à  un  facteur  numérique 
près,  à  ce  que  Ton  appelle  le  A'®"*  composé  de /et  de©; 
si  h  est  égal  à  Tordre  de  a>,  ce  covariant  est  le  résultat 

de  l'opération  ?(  -p>  —  -r-)  effectuée  sur/;  si  meip 

sont  les  ordres  de  /  et  de  cp,  c'est  alors  une  forme 
d'ordre  m  —  />•,  elle  se  réduit  à  une  constante  si  m  =p^ 
et  n'existe  plus  si  m  <Cp,  Dans  le  cas  particulier  où© 
est  une  puissance  p"^^^  exacte,  et  est  égal  à  {xy^  — yX\Y) 

le  covariant  précédent  est  égal  à  ^x^  —  -Hj^i  -p  )     >  et 

représente  la  p^^"^^  polaire  de  /  par  rapport  à  {x^^y\)' 
Pour  simplifier  l'écriture,  nous  supposerons  désor- 
mais que  les  formes  /et  '^  sont  écrites  de  la  façon  sui- 
vante : 

y.                      ni              ^           mi  m  —  i)  .. 

(i)        /=  aoa^^H axx»^-^y  ^^ ^ ar"»-*^* -4- . . . , 

(2)       ^  =  0L^xP-¥-^\xP-^y  -\'  oLiXP'^y*-^, . ., 

les  coefficients  du  binôme  étant  mis  en  évidence  dans  la 
première  et  non  dans  la  seconde;  nous  avons  alors 

^\dy'        dx)         °  dyp         *  àyP-'^  dx         *  èyP-"^  ôx^      "" 

En  reuiplaçant  les  dérivées  d'ordre  p  de/ par  leurs 
valeurs,  nous  pouvons  mettre  en  facteur  le  produit 

m(/n  —  I). .  .(m  — /?  -f-  î); 
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nous  écrirons 


? 


\dy'        àx) 


m{m  —  i)...(/7i— /?  +  i) 

les  coefficients  b  ayant  pour  valeurs 

iba       =  a^ap     —  a,  ap_,  H- a,  ap_,  — ...  +  (—!)/' ap^o» 
6,       =aoap+i— a,ap     -h  Ojap^j  — . . .  +  (— O^apa,, 

(  bfn~p=aoam    —  ata;„_,H-a,a;;,_8  — ...4-(— O^apa^w-p. 

3.  Lorsque  tous  les  coefficients  b  sont  nuls,  on  dit  que 
la  forme  o  est  apolaire  par  rapport  à  f\  nous  nous  pro- 
posons d'indiquer  quelques  propriétés  des  formes  apo- 
laires  par  rapport  à  une  ou  plusieurs  formes  données. 

Etant  donnée  une  forme/"  d'ordre  /w,  pour  qu'il  existe 
une  forme  <f  qui  lui  soit  apolaire,  il  faut  et  il  suffit  qu'on 
puisse  trouver  des  coefficients  ao,  a,,  ...,  a^  satisfaisant 
aux  équations  obtenues  en  annulant  les  seconds  membres 
desrelations(3);ceséquationssontennombre/7i — p-\-\ 
«t  renferment  /? -f- i  inconnues  d'une  manière  homo- 
gène; elles  ont  toujours  des  solutions  si  m  — p  +  i  est 

inférieur  à  />  -+-  i,  c'est-à-dire  si  p  est  supérieur  à  —• 

Nous  allons  considérer  deux  cas  suivant  que  m  est  im^ 
pair  ou  pair. 


Premier  cas  :  m  impair.  —  Si  les  coefficients  de/  ne 
sont  soumis  à  aucune  restriction,  la  plus  petite  valeur 

que  l'on  puisse  attribuer  à  p  est ;  pour  cette  va- 
leur, les  coefficients  de  <p  sont  déterminés,  à  un  facteur 
constant  près,  car  leur  nombre  est  supérieur  d'une 
unité   à  celui    des  éijualions  qui  servent   à  les  déler- 
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miner.  Il  existe  donc  une  seule  forme  f  apolaire  à  y*  et 
d'ordre ;  on  robtient  en  éliminant  les  coefficients  a 


entre  les  équations  (2)  et  (3)  où  6o)  ^i» 
nous  les  écrirons  de  la  façon  suivante 


sont  nuls  ; 


(4) 


(5) 


ai  «p      —  «j  «p-i  M-  aa  a^-i 


— . . .  di  aj9     ao  =  o, 

—  ..,ihap+iao=  o. 


«/it-p  «/)  —  ^m-p+l  «p-1  H-  ^m-p+l*/>-«  " 


-...àza„g    a«=o, 


«0 

«1 

as 

ap 

a, 

a, 

«j 

«p-Hl 

Clm-p 

^m— p-»-l 

a/n-p-HS 

«m 

-4-yP 
valeur 

m  -H  I 

H-j^/'-«a7*     . 

.     ±a?/> 

on  a  ainsi,  à  un  coefficient  numérique  près 


(6)      ç  = 


p  ayant  la  valeur 

Lorsque  Ton  donne  à  p  une  valeur  supérieure  à . 

il  existe  une  infinité  de  formes  d'ordre  p  apolaires  par 
rapport  à  /,  et  elles  renferment  ^p  —  m  —  i  coefficients 
arbitraires  non  homogènes.  Pour  qu'il  existe  des  formes 

d'ordre  inférieur  à apolaires  à  y,  il  faut  que  les 

équations  (4)  soient  compatibles,  c'est-à-dire  que  tous 
les  déterminants  d^ordre  p  +  i  tirés  du  tableau  des 
coefficients  de  ces  équations  soient  nuls. 

Par  exemple,  si  m  =  3,  il  existe  dans  le  cas  général 
une  forme  d'ordre  2  apolaire  à  la  forme  /,  et  elle  est 


ao 

«1 

a, 

a, 

«j 

«3 

y^ 

-^ 

x^ 
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c'esl  la  hessienné  de  la  forme  cubiqae  donnée;  pour 
qu'il  existe  une  forme  linéaire  apolaire  à  /,  il  faut  que 
tous  les  déterminants  tirés  du  tableau 


«0 

a, 

«1 

«1 

at 

«» 

soient  nuls,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 


«1 


«1 

9 

«3 


ou  bien  que  la  hessîenne  soit  identiquement  nulle. 

Second  cas  :  m  pair,  —  Lorsque  les  coefficients  de  / 
sont  quelconques,  la  plus  petite  valeur  qu'on   puisse 

attribuer  k  p  est h  i  ^  la  forme  f  contient  alors  un 

paramètre  arbitraire;  pour  qu'il  existe  une  forme  <f 
d'ordre  —  »  il  est  nécessaire  que  les  coefficients  de  /  sa- 
tisfassent à  1^  condition 

«0         «1 


(7) 


ai      ax 


s         s  ■ 


dm 

2 

«m 
1  " 

«m 


=  o, 


et  si  elle  est  seule  remplie,  il  existe  une  forme  tp  et  une 
seule  répondant  à  la  question,  à  un  facteur  près;  on 
l'obtient  en  remplaçant  Tune  des  lignes  du  déterminant 
précédent  par 

m  vit  tn 


-^y 


3,     —y*     *a7, 


Par  exemple  dans  le  cas  de  m  =  2,  il  existe  une  infi- 
nité de  formes  quadratiques  telles  que 
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apolaircs  par  rapport  à  la  forme 

il  faut  et  il  suffit  que  ao,  ai,  a^  satisfassent  à  la  relation 
œq  aj  —  ai  ai  -4-  oC(  ao  =  o , 

c'est-à-dire  que  les  racines  des  deux  formes  soient  en 

situation  harmonique.  Pour  qu'il  existe  une  forme  o 

linéaire  apolaire  par  rapport  à  /,  il  faut  et  il  suffit  que 

le  discriminant 

ao     ai 

ai     aj 


soit  nul  ;  on  a  alors 


1 1=  ao.r  -hai^. 


Dans  le  cas  de  m  =  4»  il  existe  une  infinité  de  formes  cp 
d'ordre  égal  ou  supérieur  à  3  apolaires  par  rapport  à  /; 
pour  que  Ton  puisse  trouver  une  forme  cp  quadratique 
jouissant  de  cette  propriété,  il  faut  que  Ton  ait 


ao 

«i 

• 

«1 

a» 

«j 

a, 

«8 

av 

c'est-à-dire  que  l'invariant  T  de  la  forme  biquadratiquc 
soit  nul;  pour  que  Ton  puisse'  trouver  une  forme  cp 
linéaire,  il  faut  que  Ton  ait 


Oo 


a, 
a. 


«3 


«3 

a/ 


4.  L'intérêt  que  présente  la  théorie  des  formes  apo- 
laires par  rapport  à  une  forme  y*  d'ordre  m  réside  dans 
la  réduction  de  cette  dernière  forme  à  une  somme  de 
puissances  m'^™*^*de  facteurs  linéaires;  nous  allons,  à  ce 
sujet,  démontrer  le  théorème  suivant  ; 

Si  Von  connaît  une  forme  »,  ci* ordre  p^  apolaire 
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par  rapport  à  une  forme  donnée  f  d'ordre  m\  si  o  est 
décomposable  en  un  produit  de  p  facteurs  linéaires 
distincts,  et  si  l'on  a,  par  exemple, 

(8)         ?  =  (ar^i  — r^i)(^rJ  — r^î)---(^rp— r^p)» 

on  peut  m.ettre  f  sous  la  forme  de  la  somme  des  puis- 
sances  m'*^"***  de  ces  p  facteurs,  affectées  de  coefficients 
constants,  c'est-à-dire  sous  la  forme 

\  -^A.p(xyp  —  yxpyn, 

et  cela  d'une  seule  manière. 

Réciproquement,  si  f  est  donnée  sous  la  forme  (9) 
la  forme  (f  donnée  par  l'équation  (8)  lui  est  apolaire. 

Nons  commencerons  par  faire  les  remarques  géné- 
rales suivantes  : 

I**  Pour  qu'une  fonction  y,  écrile  sous  la  forme  (8), 
soit  apolaire  par  rapport  à  une  fonction  donnée  f^  il 
faut  et  il  suffit  que  Texpression  symbolique 

appliquée  à  y  donne  un*résultat  nul  ;  ce  résultat  est  celui 
que  Ton  obtient  en  appliquant  à  /  la  formation  polaire 
successivement  par  rapport  à 

{xuyi)y    (Xi.yi),     ...,     (xp.yp). 

2"  Pour  qu'une  forme  cp  soit  apolaire  par  rapport  à 
une  puissance  m^*^^^  telle  que  (xyi — y^Oi)"*^  il  faut  et 
il  suffit  que  cette  forme  cp  soit  divisible  par  le  facteur 

xyi—yxi] 

en  effet,  les  polaires  successives  de  celte  puissance  sont, 
à  un  facteur  constant  près,   des  puissances  de  même 
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nature;  pour  que  le  résuiiat  des  formalions  ])olaires 
successives  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  l'un  des  élé- 
ments par  rapport  auxquels  ou  prend  la  polaire  soit 
identique  à  (x/,  yi). 

3**  Si  une  forme  <p  est  apolaire  par  rapport  à  plusieurs 
formes  /i,  f^^  ••  •>/;>,  elle  est  apolaire  par  rapport  à 
toute  combinaison  linéaire  de  ces  formes,  telle  que 

les  équations  (4)  sont,  en  effet,  satisfaites  pour  cette 
combinaison  si  elles  le  sont  pour  chacune  des  formes  f. 

Il  résulte  de  ces  remarques  que  la  forme  (8)  est  tou- 
jours apolaire  par  rapport  à  la  forme  (9)  quels  que  soient 
les  coefficients  Â|,  A.^,  •  • .,  A^,;  par  suite,  la  réciproque 
du  théorème  énoncé  est  véi  iflée.  Pour  démontrer  la  pro- 
position directe,  il  suffit  de  faire  voir  que  si  la  forme  (8) 
d'ordre />  est  apolaire  par  rapport  à  une  forme  donnée/ 
d'ordre  m  telle  que  (i),  on  peut  toujours  déterminer  les 
coefficients  Â| ,  A2,  • .  • ,  Ay,  entrant  dans  l'expression  (9) 
de  manière  à  identiGer  cette  expression  avec  la  forme 
donnée;  nous  allons  voir  que  cela  est  possible  et  d'une 
seule  manière. 

Les  relations  d'idenliGcation  9ont 

..    )  —a,  =  Aij'f-»a7|-hA,7i'*-»iC2H-...-f-Ap7j»-«a:p, 

or,  les  relations  (4)  sont  satisfaites  identiquement  par 
hypothèse;  elles  sont  en  nombre  m  — p  +  i ,  et  peuvent 
remplacer  m  —  p-\-^  des  équations  précédentes,  par 
exemple  les  m  — />  -f-  1  dernières;  il  suffit  alors  de  satis- 
faire aux  p  premières.  Ces  /;  équations  déterminent  les 
inconnues  Ai,  A2,  -..,  hp  d'une  manière  unique;   en 
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eflbt,  le  dëlermiuant  des  coefficients  des  inconnues  est, 
à  un  facteur  près  différent  de  zéro,  le  déterminant  de 
Vandermonde  des  p  systèmes  {oci^yi)  et  il  n'est  pas  nul 
puisque  ces  systèmes  sont  distincts;  il  existe  donc  un 
seul  système  de  valeurs  de  A|,  Aj,  . . .,  A^,  et  la  pro- 
position est  démontrée.  On  obtiendrait  l'expression  àef 
en  éliminant  A|,  A2,  ••  •,  A^  entre  l'équation  (9)  et 
les  p  premières  équations  (10). 

5.  Comme  conséquence  des  résultats  précédents,  nous 
pouvons  énoncer  ce  théorème  : 

Une  forme  f^  dont  l'ordre  m  est  impair,  et  dont  les 
coefficients  ne  sont  soumis  à  aucune  restriction,  se  ra- 
mène  toujours  d'une  manière  et  d'une  seule  à  la  somme 

de puissances  m*'*'"*'  de  /ormes  linéaires,  affec- 
tées de  coefficients  constants;  ces  formes  sont  les  divi- 


m- 


senrs  du  déterminant  {6) j  où  p  a  la  valeur 

Par  exemple,  toute  forme  cubique  se  ramène  à  la 
somme  de  deux  cubes  de  formes  linéaires,  et  ces  formes 
sont  les  diviseurs  de  la  hessienne;  on  retrouve  ainsi  un 
résultat  bien  connu. 

Toute  forme  /  d'ordre  quelconque  se  ramène  d'une 
infinité  de  manières  h  la  somme  d'un  nombre  p  de 
puissances  /u'èmes  j^  forme  linéaire,  p  étant  supérieur 

à •  Pour  qu'elle  se  ramène  à  la  somme  de  p  puis- 
sances w*'"**,  p  étant  inférieur  à >  il  faut  et  il  suffit 

que  les  équations  (4)  soient  compatibles.  En  particulier, 
si  m  est  pair,  /  se  ramène  à  la  somme  de  —  puis- 
sances m'''"**'*  si  le  déterminant  (7)  est  nul. 

Par  exemple,  une  forme  quadratique  est  réductible 
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d'une  infitiiiédc  manières  k  la  somme  de  deux  carrés,  et 
une  forme  biquadratique  à  celle  de  trois  carrés;  pour 
que,  dans  ce  dernier  cas,  le  nombre  des  carrés  se  réduise 
à  deux,  il  faut  et  il  suffit  que  rinvariant  T  soit  nul. 

6.  Nous  allons  supposer  plus  généralement  que  la 
forme  o  d'ordre  p  a  polaire  par  rapport  à  /*  ait  des  racines 
multiples,  et  soit  égale  à 

(il)    ç  =  {xyi^yxi)Pt(xjri  —  jyxt)P». .  .{xyg-^yXq)P<i, 

/^i  -h /^2  +  •  •  •  + /^v  étant  égal  à  p\  nous  allons  montrer 
que  y  est  réductible  à  la  forme 


(12)     , 

f\y  fi^  ••  •»  fq  étant  des  formes  particulières  d'ordres 
respectifs  p^  —  i ,  p^  —  i ,  - . . ,  /^^  —  i ,  et  réciproque- 
ment. 

Nous  allons  d'abord  voir  que  ç  est  a  polaire  par  rap- 
port à  chacune  des  parties  de  la  somme  dont  se  com- 
pose/"; cela  résulte  de  ce  fait  qu'en  appliquant  Topéralion 

symbolique 

/      d  d\Pi     f  d  ô\ 

où  cp/  est  d'ordre  /;  —  p/,  à  la  forme 

{xyt-^ yxiY^^-Pi-^^  fi(Xy  y), 

OÙ  fi  est  d'ordre  pi —  i,  on  obtient  une  quantité  identi- 
quement nulle.  Si  l'on  commence,  en  effet,  par  effectuer 

l'opération  cp,f  — >  —  —  j>  le  résultat  est  de  la  forme 

OÙ  ^  est  une  forme  d'ordre  pi —  i;  en  prenant  ensuite 
Pi  fois  successivement  la  polaire  de  cette  quantité  par 
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rapport  à  (^itji)j  o^^  constate  que  le  résultat  est  iden- 
tiquement nul,  comme  nous  l'avons  annoncé. 

La  forme  o  étant,  d*après  ce  qui  précède,  apolaire  par 
rapport  à  chacune  des  parties  de/,  est  apolaire  par  rap- 
port il  y  elle-même^  il  nous  reste  à  montrer  inversement 
que  si  ©  est  apolaire  par  rapport  h  une  forme  /donnée 
telle  que  (i),  celle-ci  peut  être  mise  sous  la  forme  (la); 
nous  allons  voir  que  cela  est  toujours  possible,  et  d'une 
seule  manière. 

Les  formes /i ,  /2Î  •  •  •  >  A  ^ï^^rant  dans  Téquallon  (12) 
contiennent/?! -f-pa  +  •  •  •  -HA'^î  c'est-à-dire^  coefficients 
indéterminés  ;  ces  coefficients  doivent  satisfaire  aux  m + 1 
relations  d'identification  de  (i)  et  de  (i  2);  mais  m — p-i-i 
de  ces  relations  peuvent  être  remplacées  par  les  équa- 
tions (4)  qui  sont  identiquement  satisfaites  par  hypo- 
thèse; il  suffit  donc  de  considérer  p  équations  d'identifi- 
cation, par  exemple  celles  qui  donnent  les  valeurs  deao, 
ai,  ^2)  •  ••,  A/y-i)  et  de  montrer  qu'elles  donnent  un 
système  unique  de  valeurs  des  p  coefficients  inconnus. 

Pour  ne  pas  compliquer  l'écriture  nous  nous  placerons 
dans  un  cas  particulier,  ce  qui  ne  change  rien  aux  rai- 
sonnements ^  nous  supposerons  que  l'on  ait  çr  =  3,  /^<  =  3, 
P2=2,pz=i,  d'oii  /?  =  6  ;  nous  ferons  de  plus  les  quan- 
tités^ égales  à  l'unité,  et  nous  supposerons  /<,/2  et  /j 
développés  suivant  les  puissances  respectives  de  a:  —  oTi  , 
X  —  X2  Gt  X  —  ^j,  sous  la  forme 

/i  a  A|(a:  -- a7,)«-4-  Xt{x  —  ar,  )  4-  A3, 
/j=  \^(x  —  xi)  4- As, 
/.=  As; 

nous  écrirons  alors  l'identité  suivante, 

=      A, (iT  —  ar, )'« -h  AîCa:  —  37,  )'«-»  -}-  A^(x  —  Tj)'«-« 
-+-  X,,(x  —  iri)'«-h  Aiix  —  a-j)"»-*  -H  X(,{x  —  Tz)"', 
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et  nous  égalerons  les  coefficients  des  six  plus  hautes 
puissances  de  x  dans  les  deux  membres. 

Le  déterminant  des  coefficients  de  A|,  Â^,  «i.,  A^ 
dans  les  six  équations  obtenues  est,  au  signe  près, 

I  o  o  I  o  I 

GiiiTi  I  o  Ci,x,  I  Ci^a?, 

CÎ,arJ     Ci,_,;r,  i  CJ,a7|     CJ„.,ar,     C}^x\ 

Ce  déterminant  est  la  général isaiioa  de  celui  de  Vander- 
monde;  nous  allons  voir  qu*il  ne  difiere  que  par  un 
coefficient  numérique  du  produit 

(a?,— ari)«(:p,— ari)»(ar3  — a?j)«. 

Considéré  comme  fonction  de  x^^  il  s'annule  pour 
Xi  =  Xj,  je  dis  qu'il  en  est  de  même  de  ses  dérivées 
successives  jusqu'à  la  cinquième;  formons  sa  dérivée 
par  rapport  à  X\  ;  elle  est  la  somme  des  déterminants 
obtenus  en  remplaçant  les  éléments  d'une  des  colonnes 
par  leurs  dérivées  par  rapport  à  cette  lettre;  les  dérivées 
des  éléments  de  la  première  colonne  sont,  comme  on  le 
voit  immédiatement,  égales  aux  produits  par  C^  des  élé- 
ments correspondants  de  la  seconde,  et  le  déterminant 
qui  en  résulte  est  nul  ;  on  voit  de  même  que  la  dériva- 
tion des  éléments  de  la  seconde  colonne  donne  encore 
un  résultat  identiquement  nul,  il  suffit  donc  de  rem- 
placer les  éléments  de  la  troisième  colonne  par  leurs 
dérivées;  on  constate  bien  que  le  résultat  ainsi  obtenu 
s'annule  encore  pour  a:<  =  ar2.  On  verrait  de  la  même 
façon  que  les  dérivées  suivantes  du  déterminant  par 
rapport  à  X|  jusqu'à  la  cinquième  jouissent  de  la  même 
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propriété,   et   que   ce    déterminant    est   divisible    par 

Pour  une  raison  analogue,  il  contient  en  facteur 
(xs  —  XiY  et  (Xi — ^2)^;  en  examinant  les  degrés  par 
rapport  à  l'ensemble  des  lettres  et  les  coefficients  du 
terme  fourni  par  la  diagonale  principale,  on  voit  que  le 
déterminant  a  pour  valeur 

Ci!,C>._,CJ.(a7,-a?,)«(ar,-x,)»(a?3-ar,)»; 

par  conséquent  il  n'est  pas  nul  et  il  existe  un  seul  sys- 
tème de  valeurs  de  A|,  A2,  •  •  •,  Aq,  ce  que  nous  vou- 
lions établir. 

Comme  exercice  de  calcul,  on  peut  vérifier  qu'un 
déterminant  analogue  au  précédent,  renfermant  x^  dans 
les  p,  premières  colonnes,  X3  dans  les  p2  suivantes,  et 
ainsi  de  suite,  ne  diffère  que  par  un  facteur  numérique 
du  produit 

(a?!  —  Xi )P»Pt  (a?3  —  Xi )P»Pt . .  .(rr/ —  ar*)P'^*. . . . 

Comme  application  de  ce  qui  précède,  on  voit  que  si 
une  forme  cubique  /  a  une  hessîenne  ^  égale  au  carré 
de  xyi  — ^«2:1,  /  est  réductible  d'une  manière  et  d'une 
seule  à  la  forme 

/  =  {i>pyt  — /^i )*  ( Afor  4-  kty), 

7.  Considérons  le  cas  de  p  =  m\  les  relations  (4), 
qui  expriment  que  cp  est  apolaire  par  rapport  à  /,  se 
réduisent  à  une  seule,  qui  est 

(i3)  aoa;„  — a,a;n-i-+-atam-î  — ...±«^«0=0. 

En  introduisant  les  coefficients  du  binôme  dans  les 
termes  de  (p,  c'est-à-dire  en  écrivant,  par  exemple, 

^  T  ,  mi  m  —  r).      .«., 


Digiti 


zedby  Google 


(  352  ) 
la  condition  précédente  s'écrit 

I  ^      r  ni{m  —  i)      ,  ,         , 

1  i.a 

comme  elle  est  symétrique  par  rapport  aux  coefficients  a 
et  i,  on  en  conclut  que  /  est  inversement  a  polaire  par 
rapport  à  cp. 

Si  les  deux  formes  /  et  <p  sont  identiques,  la  condi- 
tion précédente  se  réduit  à 

m  m(m  —  i) 

le  premier  membre  est  un  invariant,  car  il  est  le  ré- 
sultat du  calcul  symbolique  /(^>  —  j-)  appliqué  à  la 

forme  /  elle-même. 

Dans  le  cas  de  m  impair,  cet  invariant  est  identique- 
ment nul,  et  la  forme  /  est  toujours  apolaire  par  rap- 
port à  elle-même. 

Dans  le  cas  de  m  pair  l'invariant  renferme  deux  fois 
les  mêmes  termes,  à  égale  distance  des  extrêmes,  sauf 
le  terme  du  milieu,  qui  intervient  une  seule  fois;  par 
exemple,  dans  le  cas  de  la  forme  quadratique  il  est  égal 
au  double  du  discriminant  et  dans  le  cas  de  la  forme 
biquadra tique,  il  a  pour  valeur 

2(ao«4 —  ia^a^-^  3a|)  =  aS; 

en  l'annulant,  on  a  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que/ soit  apolaire  par  rapport  à  elle-même. 

8.  Nous  allons  maintenant  considérer  un  système  de 
formes  /  d'ordre  m;  nous  nous  placerons  d'abord  dans 
le  cas  où  le  nombre  de  ces  formes  est  égal  à  /?i,  et  nous 
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(i4) 


(  ;i53  ) 


/,    =ao^'"H aiJC"'-^^'-h. 


/j  =  boX'"  H bi  :r'"-»  y  -h . 


nous  supposons  qu'elles  sont  linéairement  indépen- 
danles,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  aucun  système  de 
nombres  Xf,  X^,  . .  •,  X^  non  tous  nuls  tels  que  Ton  ait 
identiquement 

pour  qu'une  telle  identité  ne  soit  pas  possible,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  déterminants  d'ordre  m  tirés  du  tableau 
des  coefficients  a,  &,••.,/,  ne  soient  pas  tous  nuls; 
c'est  ce  que  nous  admettrons  désormais. 

Il  existe  une  forme  <f  et  une  seule  a  polaire  par  rap- 
port à  chacune  des  formes  /;  les  coefficients  de  cette 
forme  doivent,  en  effet,  satisfaire  à  la  relation  (i3)  et 
aux  relations  analogues  relatives  aux  coefficients  b^ 
c,    •..,  /^   on   obtient   ainsi    m  équations   homogènes 


k  m-\-  i  inconnues  ao,  ai , 


oLmt  et  elles  déterminent 


à  un  facteur  numérique  près  un  système  unique  de  va- 
leurs de  ces  inconnues,  d'après  l'hypothèse  faite  que  les 
formes  sont  indépendantes. 

L'élimination  des  coefficients  a  entre  l'équation  (2) 
qui  définit  cp  et  les  relations  telles  que  (i3)  fournit, 
comme  expression  de  (p,  la  suivante 


«0 

a, 

rts 

a 

ào 

l^i 

h. 

b 

')    ?  = 

.. 

lo 

/, 

h 

1, 

y/n 

yin— 

^x    y 

'/«-2.r2 

■±. . 

Ann.  de  ,i 

fat  hem  a  t.,  4' 
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(V 
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nous  allons  voir  qu'elle  ne  diflere  que  par  un  fadeur 
numérique  du  déterminant  des  dérivées  d'ordre  m  —  i 
des  formes  y*: 


(16) 


si  nous  multiplions,  en  effet,  les  éléments  de  la  pre- 
mière colonne  du  déterminant  (ï5)  par  x,  et  si  nous 
leur  ajoutons  ceux  de  la  suivante  multipliés  par  ^,  puis 
si  nous  répétons  le  même  calcul  pour  la  deuxième  co-  * 
lonne,  la  troisième,  etc.,  nous  obtenons  un  déterminant 
qui  se  réduit  au  signe  près  à 

am^i  X  -H  a,ny 
bm^iX-hbrnr 


dx"^-^ 

âx»'-^  dy 

ày"^ 

à"'-\ft 

d'n-if^ 

()/«-i/, 

da:"*-» 

dx»^-^dy 

CJyW 

à^-V^n 

à'^-'fm 

à'^-'fm 

dx^f*-  * 

àx»^-*  dy 

^ym 

a^x  +  a^y    axx -^  a^y 
box-^biy    bxX-\-b%y 


lox-h  Ity     hx-^l^y     ...      lm-\(P-^lmy 

et  ce  dernier  est  identique  à  (16)  à  un  facteur  numérique 
près. 

Dans  le  cas  général,  ^  a  ses  racines  distinctes;  sup- 
posons que  Ton  ait 

?  =  {^y\—y3i^i){^y%—yxi)-^'{xy,n—yjc„t)\ 

nous  savons  que  chacune  des  formes  f  par  rapport  aux- 
quelles (f  est  apolaire  peut  être  mise  sous  la  forme  d'une 
somme  de  m  puissances  m^^™®%  et  cela  d'une  seule  ma* 
nièrej  nous  pourrons  de  cette  façon  écrire 

/,  =  hiixyx  —  yxxY^-^-  82(377,  — j^a:,)'«-f-...-h  B,„(a7j^,;,— j^Xm)"*, 

.....•..»• ........a.. .«.., 

f,„  =  L,  {xyx  — ^ar, )«»  +  Lj  (^^2  — .V^jV^H-. .  .-H  I-m(a^r/«— .r^//i)'". 
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les  coefficients  Â,  B,  .  •  . ,  L  étant  déterminés  d'une 
manière  nnique;  nous  énoncerons  ce  résultat  de  la  façon 
suivante  : 

m  formes  binaires  d'ordre  m  telles  que  (i4)  peus^ent 
en  général  être  ramenées  simultanément  à  la  somme 
de  m,  puissances  m'*'"*^'  des  mêmes  formes  linéaires; 
ces  dernières  sont  les  diviseurs  du  premier  degré  des 
déterminants  (  1 5  )  ou  (  1 6  ) . 

Dans  le  cas  particulier  où  cp  a  des  racines  multiples 
et  se  met,  par  exemple,  sous  la  forme  (ii),  les  formes/ 
sont  réductibles  simultanément  à  la  forme  (12). 

Comme  exemple,  deux  formes  quadratiques  /i  et /a 
sont,  en  général,  réductibles  simultanément  à  des 
sommes  de  deux  carrés  des  mêmes  formes  linéaires;  ces 
formes  sont  les  diviseurs  de  la  jacobienne  de  deux  formes 
données 


dx 

àA 
ày 

àA 

dx 

àA 

ày 

si  celte  jacobienne  est  le  carré  parfait  d'une  forme 
linéaire  f^  et  f^  ont  cette  forme  comme  diviseur  com- 
mun. 

9.  Nous  considérons  maintenant  le  cas  où  Ton  donne 
q  formes / d'ordre  m,  q  étant  inférieur  à  m;  nous  allons 
chercher  les  formes  (p  d'ordre  m  qui  sont  apolaires  par 
rapport  à  ces  formes  /.  Pour  simplifier  Técrilure  des 
coefficients,  nous  supposerons  cette  fois  que  les  coeffi- 
cients du  binôme  sont  mis  en  évidence  dans  ^ ,  et  nous 
poserons 
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nous  écrirons  de  même,  comme  dans  Jes  formules  (i4)f 

/,=  6oar'«  H- Ci.  6,  j:'«-»j^ -+-...-+-  b^y^, 


fg  =  Ao  a:«»  -f-  C;„  A,  a?'»-»^'  -f- . . .  H-  A^^'«. 

Pour  que  cp  soit  apolaire  par  rapport  à  ces  formes/, 
il  faut  que  les  q  conditions  suivantes  soient  remplies 

comme  les  formes  f  sont  supposées  linéairement  indé- 
pendantes, les  déterminants  d'ordre  q  tirés  du  tableau 
de  leurs  coefficients  ne  sont  pas  tous  nuls;  si  l'on  sup- 
pose, par  exemple,  que  le  déterminant 

«0    Giiaj     ...     CJr*ay-i 
6o    Chrb,     ...     Cr*Vi 


d  = 


ho    GJ,Ai 


cr^A. 


q-l 


soit  différent  de  zéro,  les  équations  (17)  fournissent  les 
valeurs  de  q  des  coefficients  a,  celles  de  a,„,  a^-n  .  •  •, 
a,M_y^4  au  moyen  des  m  —  ^  +  i  autres;  il  en  résulte 
que  la  forme  cp  répondant  à  la  question  a  ses  coefficients 
fonctions  linéaires  et  homogènes  de  m  —  q -\- i  para- 
mètres arbitraires;  autrement  dit,  il  existe  m  —  q  -h  i 
formes  Çi,  ^2»  •••»  ?w-^+i  apolaires  par  rapport  aux 
formes  /,  et  toutes  les  formes  «p  sont  données  par  la 
formule  générale 

(18) 


o  =  fji,  çpj-h  fzjcpa-h. 


l'-m—q-i'l  ?/M— y-t-l  > 


où  les  coefficients  [x  sont  arbitraires. 

Dans  le  cas  que  nous  avons  considéré,  où  d  n'est  pas 
nul,  «Pi,  cpa,  ...,  fm-g^t  peuvent  êtie  représentés  par 
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des  déterminants  d'ordre  7  +  1  tirés  du  Tableau 


(■9) 


«0 


Ci,  6, 


6. 


'«   I. 


dzx'« 


et  formés  en  adjoignant  aux  q  premières  colonnes  cha- 
cune des  suivantes  respectivement.  Ces  fonctions  sont 
linéairement  indépendantes,  car  elles  contiennent  cha- 
cune un  terme  différent  dans  la  suite  des  termes 

Il  y  a  réciprocité  entre  les  formes  /  et  ç,  d'après  les 
formules  (17);  Tensemble  des  formes  y  apolaires  par 
rapport  à  toutes  les  formes  (18)  est  représenté  par 

où  les  X  sont  des  paramètres  arbitraires. 

10.  Nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Le  délerminant  fonctionnel  constitué  par  les  déri- 
vées partielles  d^ ordre  q  —  i  des  formes  f,  et  le  déter- 
minant, analogue  constitué  par  les  dérisfées  partielles 
d'ordre  m  —  q  des  formes  <f  ne  diffèrent  Vun  de 
Vautre  que  par  un  facteur  constant, 

Nous  commencerons  par  mettre  le  premier  de  ces  dé- 
terminants sous  une  autre  forme,  en  montrant  que  les 
deux  déterminants 


(21) 


d^-\f^ 


d'i-^f^ 


âxV'i 

dx'i--*-  dy 

dy'i-^ 

<^-'f<i 

dn-xf,, 

d'i-^f. 

r>a:7-» 

ÔTV-'^Oy 

f)y'/-i 
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C?„at 


ho 

C,iA, 

G?»  A. 

y 

-Oiyi-^x 

CJj'»-«a:« 

o 

y 

—  C«^»-'ar 

o 

0 

:ar7 


o 


r'' 


o 
o 


lie  diffèrent  que  par  un  facteur  constant;  c'est  la  gêné- 
ralisaiion  de  la  propriété  démontrée  dans  le  cas  des 
déterminants  (i5)  et  (i6). 

Nous  multiplierons  pour  cela  le  délerminant  (22)  par 
le  suivant 


A2r-*ïAîar"«-7+« 


Aj:î^m.7^i     A?:; a^.^^^  xy^-n  A j:î A?„_^+, a:^»-^-* 

0  A2:ÎAÎ,_^^,j"-7-^«       Aji;AJ,_^^,2r7'«-y 


les  q  premières  colonnes  de  ce  dernier  déterminant  sont 
constituées  par  des  éléments  dont  la  loi  de  formation 
est  mise  en  évidence,  A^  désignant  le  nombre  des  arran- 
gements de  r  objets  s  k  s\  les  colonnes  suivantes  con- 
tiennent seulement  Tunité  sur  la  diagonale  principale, 
et  leurs  autres  éléments  sont  nuls;  ce  déterminant  est 
égal  au  produit  de  x^^"*~^+*^  par  un  facteur  constant. 

En  effectuant  la  multiplication,  on  obtient  d'abord, 
dans  les  q  premières  ligues  et  les  q  premières  colonnes 
du  produit,  les  éléments  du  déterminant  (21);  on  con- 
state ensuite  que  les  lignes  suivantes  ont  leurs  q  premiers 
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éléments  égaux  à  zéro;  on  vérifie,  eu  effet,  que  rëlément 
si  lue  dans  la  ^  -f-  r**"**^  ligne  et  la  5**"*  colonne  (sf:  q) 
contient  x'w-f-H-i+i^ç+r-i  gjj  facteur,  et  le  coefficient  de 
ce  produit  est  égal  à  la  valeur  que  prend  Texpressioii 

lorsqu'on  y  fait  u=:  i»;  cette  valeur  est  toujours  nulle. 

Le  produit  effectué  se  trouve,  de  cette  façon,  être 
égal  au  déterminant  (ai)  multiplié  par  un  déterminant 
d'ordre  m — çr-f-i;  ce  dernier  renferme  x^  dans  tous 
les  éléments  de  la  diagonale  principale  et  se  réduit 
à  di  ar*f'»"^*>^  comme  le  déterminant  par  lequel  on  a 
multiplié  (22)  a  cette  même  valeur,  à  uu  coefficient 
numérique  près,  l'identité  des  expressions  (21)  et  (22) 
se  trouve  bien  démontrée  à  un  facteur  constant  près. 

M.  Ândoyer,  dans  ses  Leçons  sur  la  théorie  des 
/ormes,  a  mentionné  la  transformation  précédente  des 
déterminants  (21)  et  (22)  Tun  dans  l'autre,  et  a  indiqué 
que  l'évanouissement  identique  de  Tune  ou  l'autre  de 
ces  expressions  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  q  formes  /  ne  soient  pas  linéairement 
indépendantes. 

Ceci  étant  posé,  nous  avons  vu  que  les  formes  indé- 
pendantes f,  en  nombre  m  —  ^  +  1  sont  représentées 
par  des  déterminants  d'ordre^  H-  i  tirés  du  Tableau  (19), 
ces  déterminants  ayant  en  commun  les  q  premières  co- 
lonnes de  ce  Tableau,  et  différant  par  la  y  -f- 1*^™*.  Les 
dérivées  partielles  d'ordre  m  —  ^r  de  ces  formes  se  dé- 
duisent de  la  même  manière,  à  des  facteurs  numériques 
près,  de  Tableaux  analogues  à  (19)-,  il  suffit  dy  rem- 
placer la  dernière  ligne  successivement  par  les  dernières 
lignes  du  déterminant  (22).  Ces  dérivées  sont  donc  à 
des  facteurs  constants  près  égales  à  des  déterminants 
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d'ordre  "7  -H  i ,  mineurs  de  (22),  et  oblcnus  en  bordant 
le  mineur  désigné  précédemment  par  d  au  niojren  des 
éléments  de  la  ^  4-  r^^"^^  ligne  et  de  la  ^  -f-  5""'*^  colonne. 
D'après  un  théorème  démontré  dans  un  précédent 
article  [Théorème  relatif  aux  mineurs  d^un  détermi- 
nant {Noui^elles  Annales,  mai  1901,  p.  211)],  le  dé- 
terminant A  de  ces  mineurs  a  j)our  valeur  Drf'"""^"*, 
D  représentant  le  déterminant  (22);  Tidentité  du  déter- 
minant (21)  et  de  celui  qui  est  formé  par  les  dérivées 
d'ordre  m  —  q  des  formes  ç,  déterminant  que  nous 
représenterons  par 

(23)  -^         ^'\  , 

se  trouve  ainsi  démontrée,  à  un  facteur  constant  près. 

H.  Nous  allons  donner  de  ce  théorème  une  démon- 
stration plus  courte  que  la  précédente,  en  supposant 
toutefois  que  les  coefficients  ne  sont  soumis  à  aucune 
restriction,  et  nous  indiquerons  en  même  temps  la  signi- 
fication du  déterminant  (21)  et  de  son  analogue  (23) 
relatif  aux  formes  ^ .  Cherchons  parmi  le  système  des 

formes 

/  =  X, /, -h  Xj/î-f-. .  .-h  X^/y, 

celles  qui  ont  une  racine  multiple  d'ordre  q\  si  (^«?  J  i) 
est  cette  racine,  elle  annule  les  dérivées  partielles 
d'ordre  q  —  i  de/,  et  satisfait  aux  équations 


à^"'fx        .   ,        di-^f. 


S 


(9.0  '  ^  -^ 


pour  les  valeurs  successives  de  s.  L'élimination  des 
quantités  \  entre  ces  équations  fournit  précisément 
l'équation  obtenue  en  annulant  le  déterminant  (21);  on 
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voit  donc  que  les  racines  mullîples  d*ordrc  q  des  forincsy 
annulent  ce  déterminant.  Réciproquement,  si  {x\^y\^ 
rend  nul  le  covariant  (ssi),  les  équations  (24)  ont 
pour  x-=^X\  et  yzi^y^  au  moins  une  solution  en  X|, 
Xj,  ...,  X^,  et  il  existe  une  ou  plusieurs  formes  / 
ayant  (xi,  j^i  )  comme  racine  multiple  d*ordre  au  moins 
égal  à  q. 

Cela  posé,  toutes  les  formes  représentées  par 

?    =    î^l  ?1  H-    fAj  ?J  -H  .   .    .  -t-    fA;,,-^^.!  Cp;„_y^| 

sont  apolaires  par  rapport  à  toutes  les  formes/*,  et  ce 
sont  les  seules*,  or  nous  avons  démontré  (n°  6)  que  si 
une  forme  /  contient  {^xy^  — yxx  )^  en  facteurs,  toute 
forme  çp  contenant  {xy^ — yx^y^'^'^^  en  facteur  est 
apolaire  par  rapport  à  la  première  f\  par  suite  on  doit 
trouver  parmi  les  formes  (p  renfermées  dans  la  formule 
précédente  une  forme  au  moins  ayant  (jTf^^f )  comme 
racine  multiple  d'ordre  ni  —  ^  -H  i . 

Comme  les  racines  multiples  d'ordre  m  —  7^  H-  1  que 
peuvent  présenter  les  formes  cp  annulent  le  détermi- 
nant (23),  d'après  un  raisonnement  analogue  au  précé* 
dent  on  voit  que  toutes  les  racines  de  (21)  doivent 
annuler  (28);  la  réciproque  est  évidente  d'après  la  réci- 
procité qui  existe  entre  les  systèmes  /  et  ç.  Si  les  ra- 
cines (j:<,  j^<),  en  nombre  q(m  —  çr  -f- 1),  sont  toutes 
simples,  l'identité  des  déterminants  (21)  et  (23)  à  un 
facteur  près  se  trouve  par  cela  même  démontrée.  Nous 
n'insisterons  pas  sur  le  cas  où  deux  ou  plusieurs  ra- 
cines (X|,  j^i)  sont  égales,  et  nous  admettrons  que  la 
proposition  est  générale;  le  raisonnement  du  numéro 
précédent  s'applique  du  reste  à  tous  les  cas. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  résultat  suivant  : 

Etant  données  q  formes  binaires  d'ordre  //i,  linéai- 
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rement  indépendantes  :  /i , /2,  , .  .^fq^q"^ in)j  parmi 
les  combinaisons  linéaires  de  ces  formes,  telles  que 

il  existe  en  général q  (m  —  </  4-  i)  formes  qui  possèdent 
une  racine  multiple  d'ordre  q\  les  systèmes  de  va- 
leurs {Xj  y)  qui  sont  les  racines  d'ordre  q  de  ces 
formes  s^ obtiennent  en  annulant  le  déterminant  fonc- 
tionnel (21)  et  sont  les  racines  de  V équation  ainsi 
formée. 

Il  existe  m  —  q  -\- \  formas  linéairement  indépen- 
dantes  d'ordre  m,  (pi,  Ça,  . . .,  <fm-q+ty  apolaires  par 
rapport  aux  formes  f;  parmi  les  combinaisons  linéaires 
de  ces  formes,  telles  que 

il  y  a  le  même  nombre  q{m  —  7  +  1)  de  formes  pos- 
sédant une  racine  multiple  d'ordre  m  —  y  +  1  ;  ces 
racines  multiples  s'obtiennent  en  annulant  le  détermi- 
nant (23)  ei  sont  les  mêmes  que  les  précédentes, 

i2.  Nous  allons  appliquer  les  cousîdérations  précé- 
dentes à  la  réduction  simultanée  des  formes/ et  (p  à  une 
forme  canonique;  nous  nous  limiterons  au  cas  général, 
où  les  coefficients  des  formes/*  ne  sont  soumis  à  aucune 
restriction  particulière. 

Désignons  par  q'  le  nombre  m  — 9  H-  1 ,  par  v  le  de- 
gré qq'=^  y(/w  —  q  -h  i)  des  déterminants  (ai)  ou  (23) 
et  par  (x^Ji),  (0:2,^2),  ...,(^v,jv)  leurs  racines, 
qui  sont  les  mêmes  comme  nous  Tavons  vu^  à  Tune 
quelconque  d'enire  elles,  telle  que  (xi,yi)y  correspondent 
des  systèmes  de  nombres  Xj.  et  [x^  tels  que  les  formes  SX^/r 
et  S|JL^cp^  aient  comme  racine  (^/,  y/),  la  première  avec 
l'ordre  q^  la  deuxième  avec  Tordre  q':^  m  —  </  -+- 1  de 
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mulliplicilé*,  nous  aurons  donc  des  ideniilés  de  la  forme 

I  variant  de  i  à  v,  gi  et  i/i  étant  des  formes  d'ordres  res- 
pectifs m  —  (/  et  m  —  9'=  7  —  i  • 

Nous  déduirons  de  là,  pour  les  formes  /  et  <p,  des 
expressions  telles  que 

les  quantités  h  et  y^  étant  des  formes  d'ordres  respecti- 
vement égaux  à  m  —  y  et  m  —  q'  \  dans  chaque  groupe 
de  formes,  nous  pourrons  remplacer  les  racines  qui 
interviennent  dans  les  parenthèses  par  d'autres  racines 
des  déterminants  (21)  ou  (^3);  notis  aurons  ainsi, 
lorsque  q  est  différent  de  i  ou  de  m,  plusieurs  réduc- 
tions possibles  analogues  à  la  précédente. 

Par  exemple,  étant  données  deux  formes  cubiques/i 
et /a,  on  a  m  =  3,  9  =  2,  q' z=l  2^  parmi  les  combinai- 
sons linéaires  telles  que  Xi/j  +  Xj/a  on  peut  trouver 
quatre  formes  ayant  une  racine  double,  ainsi  que  parmi 
les  combinaisons  linéaires  telles  que  [Xf  cpi  +  [x^cpa  des 
formes  cubiques  apolaires  par  rapport  aux  premières; 
les  racines  doubles  des  premières  ainsi  que  celles  des 
secondes  formes  sont  les  racines  du  jacobien  de  f\  et 
de /a. 

13.  Nous  avons  peu  de  chose  à  ajouter  en  ce  qui  con- 
cerne la  généralisation  des  théories  précédentes  au  cas 
où  les  formes  f  apolaires  aux  q  formes /d'ordre  m  sont 
d'ordre  p  inférieur  à  m)  nous  remarquons,  d'après  Ips 
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équations  (4)^  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'une  forme  cp  d'ordre  p  soit  apolaire  par  rapport 
à  une  forme  /d'ordre  m^p^  est  qu'elle  soit  apolaire 
par  rapport  aux  m  — /?  +  i  dérivées 


d^-Pf  d"^-Pf 


dx'**-P       dx"*-P-^  dy 


d'n-pf 


les  formes  (f  apol aires  aux  q  formes  /  doivent  donc 
satisfaire  à  (m — p-\-\)q  conditions,  et  comme  elles 
renferment  /?  -f- 1  coefficients  d'une  manière  homo- 
gène, on  voit  que  les  formes  (p  répondant  à  la  question 

dépendent  de 

5^'  =  /?  -M  —  qim—p-^i) 

paramètres  homogènes  ;  ce  nombre  qf  doit  être  égal  ou 
supérieur  à  i,  ou  bien  p  doit  être  égal  ou  supérieur 

à  — — — -j  pour  que  le  problème  soit  pos&ible  dan^s  le 

cas  général  ;  si  q'  est  nul  ou  négatif,  le  problème  n*^est 
possible  que  si  les  formes  /  sont  soumises  à  certaines 
restrictions  qu'il  serait  facile  de  former. 

Par  exemple  il  existe  une  forme  cp  d'ordre  4  apolaire 
par  rapport  à  deux  formes  d'ordre  5 


c  est 


/i 

=  aQX^-\-Sa 

liF*^-t-. 

•.-H««J^S 

/,=  6oa:5  4-5é», 

x^y-^. 

..H-^sj^»; 

«0             «1 

«2 

«3         a* 

a,         «j 

«3 

a,,         «5 

= 

^0          b, 

b. 

^3          b, 

b,         b. 

b. 

b,     '     b, 

y^     —  xy^ 

x^y^' 

—  x^y    x^ 

S'  (^iî^i),  (^2,72),  ...,(^4,  J^O  sont  les  quatre 
racines  de  cp,  les  deux  formes  /{  et  /2  sont  réductibles 
simili lanémcnt  à  la  somme  de  quatre  puissances  cin- 
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quièincs,  telles  que 

lorsque  f  a  des  racines  multiples,  les  considérations  du 
n°  3  s'appliquent  à  chacune  des  formes  /. 


[02e] 
SUR  US  TRANSFORMATIONS  POLAIRES  DE  LA  COlIRRUftB; 

Par  m.  m.  d'OCAGNE. 


Nous  appelons  transformations  polaires  des  courbes 
planes  toutes  celles  qui  utilisent  un  pôle  fixe  O  dans 
le  plan. 

Si  Ton  veut,  pour  une  telle  transformation,  étudier 
la  relation  qui  lie  les  rayons  de  courbure  en  deux  points 
correspondants,  on  est  tout  naturellement  amené  à  se 
servir  des  coordonnées  polaires  en  prenant  le  pôle  O 
pour  origine.  La  question  revient  alors  à  un  simple 
changement  de  variables:  mais  ce  changement  de  va- 
riables, étendu  à  des  dérivées  du  second  ordre,  com- 
porte, en  général,  des  calculs  assez  compliqués  et  qui 
ne  sont  pas  toujours  d'une  traduction  géométrique  im- 
médiate. Voici  quelques  formules  qui  permettent  dans 
bien  des  cas  d'y  introduire  une  notable  simplification. 

Appelons  p  et  co  les  coordonnées  polaires  d'un  point 
courant  M,  ^^  et  0  les  angles  que  la  tangente  en  M  fait 
respectivement  avec  le  rayon  vecteur  OM  et  l'axe  po- 
laire Ox,  s  Tare,  N  et  /i  la  normale  et  la  sous-normale 

polaire,  R  le  rayon  de  courbure,  enfin  y  le  rapport  —=r^> 

pris  avec  son  signe,  dans  lequel  la  projection  c  sur  OM 
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du  cenire  de  courbure,  répondant  au  point  M,  divise  ce 
rayon  vecteur. 

On  connaît  les  formules  fondamentales 

(i)  dp  =  p  coiv.ddù, 

et 

(2)  dp  =z  cos v,ds, 

d*où  Ton  déduit  immédiatement 

(3)  ds  =  p  sinp.fifo). 

Les  formules  (1)  et  (3)  peuvent  d'ailleurs  s'écrire 
(T)  dp  =  n.dtsày 

et 
(3')  ds  =  ^dtù. 

Remplaçant  ds  par  sa  valeur  en  fonction  de  d^^  on  a^ 
en  retranchant  de  part  et  d'autre  la  quantité  Rrfo), 

R(rfO  — rfo))  =  (N  — R)rfco 
ou 

qu'on  peut  écrire,  comme  on  le  voit,  en  se  reportant  à 
la  définition  de  y  donnée  ci-dessus, 

(4)  dv  —  —  Y^^' 

Il  est  aisé  d'apercevoir  que  celte  formule  (4)  permet 
de  trouver  la  relation  entre  les  rayons  de  courbure  daus 
une  transformation  polaire. 

En  efl'et,  en  diHerentiant  les  deux  équations  qui 
lient  p  et  ù)  à  p'  et  co'  on  obtient  deux  équations  dans 
lesquelles  la  formule  (i)  permet  de  ne  conserver  querfco 
et  rfci)',  et  comme  ces  équations  sont  homogènes  par 
rapport  à  ces  différentielles,  elles  se  pi^étent  à  leur  élimi- 
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nation,  ce  qui  conduit  à  la  relation  entre  les  tangentes 
correspondantes. 

Si  l'on  diflerentie  à  son  tour  Téquation  obtenue,  les 
formules  (i)  et  (4)  permettront  encore  de  n'y  laisser 
subsister  que  r/w  et  rfo)',  qui  pourront  encore  ôtrc 
éliminés  au  moyen  d'une  des  équations  précédentes,  et 
Ton  aura  cette  fois  la  relation  entre  les  centres  de 
courbure. 

Nous  donnerons  à  titre  d'application  la  démonstra- 
tion d'un  théorème  que  nous  avons  énoncé  ailleurs  (  *  ). 
11  s'agit  de  la  transformation  définie  par  les  équations 

qui  pourrait  être  dite  transformation  potentielle  d'ex* 
posant  mj  puisqu'elle  fait  correspondre  au  point  M,  dont 

Taffixe  est  a:  -h  JK»?  Je  point  M',  dont  l'aflSxe  est        ,^^^     • 

Les  équations  de  définition  différentiées  donneut  ici 

a'»-i  dp'  =  m  p"*-i  dp, 
d(»}'=  mdta^ 

on,  en  divisant  membre  à  membre  et  tenant  compte 

dc(i), 

a'n-i  p'  cot  v'  =  p'»  cot  p, 

c'est-à-dire 

colv'  t=i  cot  p. 

On  trouve  ainsi  que  la  transformation  conservée  les 

angles,  propriété  bien  connue  remarquée  d'abord  par 

W.  Roberts  et  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  du  célèbre 

théorème  de  Riemann,  puisque  la  fonction  {x -^  yi)^ 

est  monogène.  Les  angles  (^  et  v  étant  égaux,  nous  avons 

maintenant 

dv'^dv, 

O  Bull,  de  la  Soc,  Math,  de  France,  t.  XVIII,  p.  io8;  1890. 
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ou,  en  vertu  de  (4), 

c'est-à-dire 

mY'=Y. 

Si  nous  appelons  P  le  point  où  la  droite  MM',  qui 
joint  les  deux  points  correspondants,  est  coupée  par  la 
droite  qui  joint  les  projections  c  et  c'  des  centres  de 
courbure  répondant  à  M  et  M'  respectivement  sur  les 
vecteurs  OM  et  OM',  nous  voyons,  d'après  le  théorème 
des  transversales,  que 

PM  ""  y'* 

Donc,  d'après  la  dernière  formule  écrite,  on  a 

PM' 

PM  ^'^^ 

ce  qui  constitue  le  théorème  en  question. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  (M)  soit  un 
cercle  de  diamètre  a  passant  par  l'origine  O  et  ayant  son 
centre  sur  Ox.  Son  équation  est 

p  =  «costo, 

et  celle  de  sa  potentielle  d'exposant  m 

1         i  / 

—  —  O) 

p'"«  =  a"*  cos  —  • 

^  m 

Dans  ce  cas  le  point  c  étant  le  milieu  de  OM,  on 
a  Y  =  —  I ,  et  la  formule  précédente  devient 

,  I 

T^  =-■,»• 

Pour  m  =  2j  la  courbe  obtenue  est  un  limaçon  de 
Pascal;  pour   m  =  -y    une   lemniscate   de    Bernoulli  ; 
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pour  m=: — -•  une  hyperbole  équilatère.  On  a  ainsi 

des  déterminations  très  simples  des  centres  de  courbure 
de  ces  trois  courbes  que  nous  avons  déjà  fait  connaître 


aill 


eurs. 


[Qa] 

SlIR  LES  COURBES  EN  S»  (')  ET  PARTICUUÈRENENT 
SUR  CELLES  A  COURBURES  CONSTANTES; 

Par  M.  Henri  PICCIOLI. 


1.  Une  courbe  L  en  S/i  étant  donnée,  nous  appelle- 
rons S« ,  S3,  . . . ,  2)|2  les  surfaces  à  deux  dimensions  lieux 
des   directions   principales   premières,   secondes,    ••., 

Cela  posé,  déplaçons-nous  d'une  longueur  constante  /i/ 
le  long  de  la  direction  principale  Z^^*"^,  a  partir  du  point 
(Xf, 0:29  •  •  •  >  ^n)  ^^  ^'  nous  obtiendrons  une  nouvelle 
courbe  que  nous  indiquerons  par  L/.  L'indice  ï  variant 
de  I  jusqu^à  /z,  nous  aurons  n  lignes  L4,  L^,  .  •  • ,  L^  et 
si  nous  considérons  les  angles  O1,  Oa,  .  . . ,  O/i  qu'elles 
font  respectivement  avec  les  génératrices  de  S|,  S2,  • . . , 
£/2  on  trouvera,  après  des  calculs  très  simples. 


(I) 


p  étant  un  des  nombres  3,4>  ^9  ...,n  —  1;  tandis  que 


(*)  Nous  rappelons  que  courbe  en  S„  veut  dire  :  courbe  dans  an 
espace  à  n  dinaensions. 

Ann.  de  i\fnthémat..,  4"  série,  t.  I.  (Août  1901.)  24 
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(>) 


cos6i  = 


\/-m 


ht 


COsOi: 
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Il  s^ensuilque,  pour  que  les  angles  B|,  O2,  . .  . ,  0;^  soient 
constants,  il  faut  et  il  suffit  que  R, ,  R2,  .  . . ,  R/i_i  soient 
constants,  c'est-à-dire  que  la  courbe  L  soit  à  courbures 
constantes. 

Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que^  si  on 
se  déplace  d' une  longueur  constante  le  long  des  direc- 
tions principales  d'une  courbe,  les  lignes  lieux  des 
extrémités  soient  trajectoires  isogonales  des  généra- 
trices  des  sur/aces  à  deux  dimensions  qui  les  con- 
tiennent, est  que  la  courbe  initiale  soit  à  courbures 
constantes. 

La  nature  des  formules  (i)  et  un  examen  spécial  des 
formules  (2)  nous  permettent  d'ajouter  que  : 

Parmi  les  courbes  lieux  des  extrémités  des  segments 
constants  mesurés  à  partir  des  points  d'une  ligne  sur 
ses  directions  principales,  celle  gui  est  relative  aux 
normales  principales  peut  seule  être  trajectoire  ortho- 
gonale des  génératrices  de  la  surface  qui  la  contient. 

Cela  arrive  lorsque  le  segment  est  égal  au  rayon  de 
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première  courbure-,  alors  celte  irajectoire  u^est   autre 
chose  que  le  lieu  des  centres  de  première  courbure  de  L. 
Et  même  on  peut  énoncer  cette  proposition  : 

En  S3,  si  les  courbes  Li ,  Ls,  en  deux  points  corres- 
pondants au  même  point  de  L,  coupent  sous  le  même 
angle  (variable  de  point  à  point)  les  génératrices  de 
Si  ,  S)  respectivement,  la  ligne  L  est  une  hélice  cylin- 
drique; et  réciproquement,  pour  toute  hélice  cylin- 
drique, on  peut  toujours  trouver  deux  courbes  L| ,  L3 
qui  jouissent  de  cette  propriété. 

Remarquons  encore  que  lorsque 

sont  coiistanis,  il  en  est  de  même  de 

Ri,     Ri,     ...,     Rp(R,i-i,  R/,_j,  . . .,  R|,_p_i); 

et  que  de  la  constance  àe  n  —  1  des  angles  O4,  Q3,  •  •  •  9  ^a 
résulte  la  constance  du  /i""*. 

2.  Conservant  les  mêmes  notations  que  plus  haut, 
cherchons  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  les  courbes  L{;  L2,  . .  .,  L„  soient  des  lignes  hyper- 
sphériques.  En  nous  référant  à  la  courbe  générique  L^ 
dont  les  équations  sont  : 

Zi=^Xi-\-  hpfXpi        (t  =  1,2,  3,  ...,/i), 

(^M  J^2>  •  •  •  î^if)  représentant  un  point  fixe  dans  S», 
posons 

2  (7<-^/— ^P«p/)*=  R'        (Rconsl.). 

1 

En  dérivant  par  rapport  à  Tare,  on  trouve  aisément 
la  relation 

ds    ~^  hp 
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qui  est  aussi  une  condition  suffisante  pour  que  L^  soit 
une  courbe  hypersphérique. 

Pour  toute  courbe,  les  quantités  Â|,  A2)  ...  »  A,,  sont 
liées  par  n  équations  du  type 

^^^  ds   '^    H,         R,_i' 

tout  A  dont  l'indice  est  différent  de  i,  2,  . . . ,  ti,  étant 
nul;  mais  si  nous  voulons,  par  exemple,  qu'une  courbe 
jouisse  de  la  propriété  que  L^  soit  hyperspliérique,  il 
suffira  de  garder  les  f  —  i  premières  et  les  n  —  t  der- 
nières des  relations  (3),  et  de  changer  la  t'^*"*  avec  la 
suivante 

(  M  ^^<  _  A.f-n  __  A/-1  _    ^t 

ds  Rf         R/— 1  A/ 

Nous  donnerons  un  exemple  de  ce  qui  précède  en  nous 
proposant  de  chercher  les  courbes  de  S2  telles  que,  si  l'on 
se  déplace  d'une  longueur  constante  sur  les  tangentes, 
le  lieu  des  extrémités  soit  un  cercle. 

Nous  aurons  le  système  d'équations 


dAt       Xs                 Al 

dXt           Al 

ds  -R.  '-   hr 

ds    ~       Kl 

On  trouve,  après  des  calculs  tout  à  fait  simples  (  *  ), 

ib'i'-  k''"')]-^  i''''^"' 

formule  qui  nous  fournit   l'équation  intrinsèque  des 
lignes  cherchiées.  Pour  c  égal  à  zéro,  on  a  un  cercle. 


(*)  Cela  avait  été  trouvé  autrement  par  M.  Pirondini  dans  son 
Travail  :  Suite  linee  a  doppia  curvatura  (  Giornale  di  Materna- 
tiche,  1888).  Le  premier  théorème  du  premier  paragraphe  de  cette 
Note  est  la  généralisation  de  celui  que  M.  Pirondini  a  donné  dans 
ce  Travail. 
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Remarquons  que  les  équations  (4)  se  trouvent  véri- 
fiées quand  on  y  fait 

AiA-|=0,  A|A=rsC0n8t.  (  A  =  I,  2,  .  .  . ,  W), 

R  =  am  étant  la  dimension  de  l'espace  ambiant.  Il  est 
très  facile  de  voir,  d'après  des  résultats  connus,  que  Ton 
a  l'énoncé  que  voicî  : 

Si  l'on  se  déplace  d'une  longueur  constante  le  long 
des  directions  principales  d'une  ligne  hypersphérique 
à  courbures  constantes,  on  obtient  une  courbe  hyper- 
sphérique, 

3.  Le  théorème  du  premier  paragraphe  nous  donne 
une  propriété  caractéristique  des  courbes  k  courbures 
constantes  de  Sr.  Ici  je  me  bornerai  aux  hélices  cylin- 
driques a  courbures  constantes  (qui,  d'après  un  théo* 
rème  dû  à  M.  Brunel,  ne  peuvent  exister  que  dans  un 
espace  à  un  nombre  impair  de  dimensions),  renvoyant 
pour  les  lignes  liypersphériques  à  courbures  constantes 
à  une  Note  insérée  dans  ce  Journal  (*  ). 

Nous  pouvons  trouver  une  propriété  des  courbes  à 
courbures  constantes  de  ^2p^\  ^^  appliquant  un  théo- 
rème que  j'ai  énoncé  dans  la  Note  précitée,  et  qui  est 
ainsi  exprimé  : 

Les  courbes  de  S^p^\  définies  par  les  équations 

/fil        ^«        I.              ^*        i:                                    ^^P  u 

(5)        —- =5  A,,  —  =  A,,  ..•>  |T =/ip, 

les  quantités  h  étant  des  constantes,  sont  telles  que 
leurs  directions  impaires  coupent  sous  un  angle  con- 


(  *  )  Sur  les  développantes  de  certaines  lignes  en  S„  et  sur  une 
propriété  caractéristique  des  courbes  hypers phériques  à  courbures 
constantes  {N.  A.,  septembre  1900,  p.  385). 
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stant  une  direction  donnée,  pendant  que  les  autres  lui 
sont  perpendiculaires. 

Il  sufBl  d'y  joindre  la  conditron  que  les  H  d'indice 
pair  soient  zéro  et  de  remarquer  que  de  ces  conditions, 
2iu  nombre  de  p^  avec  les  relations  (5),  également  au 
nombre  de  p,  il  s'ensuit  que  tous  les  rayons  de  cour- 
bure sont  constants,  pour  en  déduire  le  théorème  que 
voici  : 

Les  hélices  à  courbures  constantes  de  Sj^+i  sont 
caractérisées  par  ce  fait  que  les  directions  impaires 
coupent  sous  un  angle  constant  une  direction  donnée^ 
pendant  que  les  autres  lui  sont  perpendiculaires  et  que 
les  2p  lignes  bi,  b^,  . .  . ,  ^2/»  lieux  des  centres  de pr-e- 
mière,  deuxième,  .  . . ,  ip^^'^^  courbure  se  réduisent  à 
p^  bt  coïncidant  avec  b^,  b^  avec  5^, . . . ,  èap-i  «P'ec  i2;>- 


[K8b] 

PROPRIÉTÉ  DU  OUADRILATÉRE  INSGRIPTIBLE; 

Par  m.  E.  LEGRAND. 


Dans  un  polygone  inscriptible  quelconque  il  est  un 
point  jouissant  de  diverses  propriétés  intéressantes  :  c'est 
le  point  de  coordonnées 

(  a7=R(cosa-+-cosP-h...-t-cosX), 
(  y  =i  R(8ina  -h  sinp  H-. .  .-f-sin  X  ), 

2R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  a,  p, . . . ,  X  étant 
les  coordonnées  angulaires  des  sommets  A,  B, . . . ,  L,  par 
rapport  au  centre  O  de  ce  cercle. 

Si  Ton  examine,  en  particulier,  le  cas  du  quadrila- 
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térè  ABCL,  et  que  Ton  transporte  l*origine  au  point  A, 
on  reconnaît  facilemenl  les  résultats  suivants  : 

O     cercle  circonscrit 

s      [j:-i-R(cosa-i-cosP-f- cosY-t-cosX)]* 
•+-[y-h  H(sina  -H  sinp  -hsidy  ■+-  sinX)]« —  4  R*=  o» 

point  H4  orthocentre  de 

a?  =  R(cosa-H  cosp  -f-  cosY  —  cosX), 


ABC     . 

y  =  R(sina  -h  sinp  H-  sin-y  —  sin  A) 

{symétrique  de  L); 

Q^    cercle  des  neuf  points  de 

ABC  ^a?*-i-^*-i-  ^RâTcosX  -+■  2R  j^sinX  =  o 
{passe  en  A); 

U[     cercle  des  neuf  points  de 

HiH,H,    (orthocentres  de  BCL,  GLA,  LAB) 

^x^-^y^ —  sR^rcos  X  —  2Ry  sinX  =  o 
{symétrique  de  Û4), 

point  n}  pied  de  la  normale  abaissée  de  L  sur  6G 
a?  =  —  R[cosa  -f-  cos(P -4- y  — X)], 


*     j  j^  =  — R[sina  -+- sin(p -h  y  —  X)] 


(î 


tang ^       ' 


Expression  symétrique  en  a,  P,  y  qui  fait  apparaître 
la  droite  de  Simson,  donne  son  équation  simple,  et 
montre  que  cette  droite  de  Simson  S4  passe  au  point  A. 

Le  quadrilatère  des  orthoeentres  H|,  Ha,  H3,  H4 
étant  symétrique  du  quadrilatère  ABCL,  par  rapport 
au  point  A,  ses  quatre  droites  de  Simson  se  confondent 
respectii/ement  auec  celtes  de  ce  quadrilatère. 

Le  milieu  de  OA  est  le  milieu  des  droites  joignant 


Digiti 


zedby  Google 


(  376  ) 
les  milieux  despotes  du  quadrilatère,  d'où  construction 
simple  de  A. 

En  résumé,  on  reconnaît  que,  dans  le  quadrilatère 
inscriptible,  les  quatre  droites  de  Simson  passent  par  un 
même  point,  centre  de  symétrie  du  quadrilatère  donné 
et  du  quadrilatère  des  orihocentres,  commun  aux  huit 
cercles  des  neuf  points  de  ces  deux  6gures,  et  relié  à  la 
figure  par  une  relation  simple. 

Si  Ton  passe  à  Thexagone,  on  voit  immédiatement 
que  son  point  A  est  le  point  milieu  des  dix  droites  joi- 
gnant deux  à  deux  les  orthocentres  des  vingt  triangles 
que  l'on  peut  former  sur  la  figure. 

Dans  tous  les  cas,  le  point  A  est  sur  la  droite  joignant 
le  centre  du  cercle  circonscrit  au  barycentre  et  à  une 
dislance  du  premier  qui  est  dans  un  rapport  simple  avec 
la  distance  au  second. 

La  démonstration  détaillée  de  tout  ce  qui  précède  se 
fait  par  les  calculs  ordinaires  sans  difficulté  et  par  de 
simples  transformations  d'expressions  trigonomé triques. 
L'Auteur  se  propose  de  la  donner  ultérieurement  dans 
les  Noui^elles  Annales,  en  même  temps  que  de  nou- 
veaux développements  sur  la  question. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


1683. 

11894,  p.  h'.\ 


On  donne  une  ellipse  de  foyers  F  et  F'.  Par  l'un  des 
foyers  l'on  mène  une  sécante  quelconque  rencontrant 
l'ellipse  aux  points  M  et  M'  : 

i"  Enveloppe  des  cercles  de  diamètresMM'f  FM,  F'M; 

2°  Soit  N  le  point  de  concours  des  normales  en  M  ef  M'. 
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Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  sécante  MFM'  avec  la 
parallèle  au  grand  axe^  menée  par  le  point  N; 

3°  Soit  P  le  point  de  rencontre  des  tangentes  à  l'el- 
lipse en  M  et  M'.  Lieu  du  centre  de  gravité  du  quadrila- 
tère MNM'F.  (Andbb  Gazamian.) 

SOLUTION 

Par  M.  E.-N.  Barisxxn. 

Od  pourrait  traiter  la  question  en  rapportant  l'ellipse  à  soa 
centre  et  à  ses  axes.  Mais  il  est  préférable  de  mettre  Torigine 
des  coordonnées  au  foyer  F  et  de  prendre  le  grand  axe  pour 
axe  des  x.  De  cette  façon  on  pourra  passer,  sans  nouveaux 
calculs,  du  cas  de  la  conique  à  centre  au  cas  de  la  parabole. 

L'équation  de  l'ellipse  en  coordonnées  polaires  étant 

^  I  —  ecosO 

dans  laquelle 

(2)  P^-Z'        ^="7;* 

a  a 

l'équation  (i),  transformée  en  coordonnées  rectilignes,  devient 

(3)  a?*(i  —  «')-+- J^' — ctepx — /;*r=o. 

Soient  (:ri^i),  {Xfj^t)  les  coordonnées  des  points  M  et  M', 
et  m  le  coefficient  angulaire  de  la  corde  MM'.  Si  l'on  pose 
m  =  tangO,  on  a,  d'après  (i), 

/?cos6  />sin0 

(^>  ^i=  i_ecosO'         ^''^  i-ecos6' 

,..  — /?cos6  — />sin9 

(5)  X,  = jr,  Yt=    — T- 

^    '  i-hecosO  -^         i-+-ccos6 

L'équation  de  MM'  étant 

(6)  y  =  mx^ 

on  a  aussi,  en  résolvant  (3)  et  (G), 

(7)  X,-f-a:,=    f  ,,  XxXt= r'^; -> 

._.    •  lepm  --ni^p^ 
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1®  Enveloppe  du  cercle  de  diamètre  MM'.  —  L'équation 


de  ce  cercle  est 


{'-'-^)'-{'-'-^)'- 


4 


ou 

(9)  i^^-^y^—{oi;x-^x^)x-'(yx-¥-yt)y-¥-xiXt-¥'yiyt=o, 
ou  encore,  d'après  (4)  et  (5), 

(i  — €'cos'6)(a?'-+-^*)  —  2tf/>a?cos'0  — ac/jj'sinOcosO — p^  =  o^ 

et  puisque  tangO  =  m,  cette  équation  devient,  en  fonction  du 
paramètre  variable  m, 

m*(ip'-+-^'  —  />')  —  lepym 

-4-(i  —  e'^)(^x^-\-y^)  —  lepx  —p^=  o. 

Comme  m  entre  au  second  degré,  l'enveloppe  du  cercle  est 
immédiatement 

(10)  {x^-\-y^ — />*)[('  —  c*)(ar*-H^«)  —  lepx — /?']  — c*/>*j^'=o. 

A  première  vue,  ce  lieu  semble  être  une  quartique  :  mais,  avec 
un  peu  d'attention,  on  voit  que  l'équation  (lo)  se  décompose 
en  les  deux  facteurs  du  second  degré 

[(i  —  e){x^-^y^)--epx—p^] 

X  [(i-4-  tf)(a7«-h7*)  —  epx — /?*]  =  o. 

Le  lieu  se  compose  donc  des  deux  cercles  dont  les  équations 
sont 

(il)  {i  —  e){x^'Jry^)  —  epx  —  p^  =  o, 

(la)  {\-^e){x^-\-y^)  — epx—p^=  o. 

Si  A.  est  l'abscisse  du  centre  de  (i  i)  et  R  son  rayon  ;  si  A'  est 
l'abscisse  du  centre  du  cercle  (12)  et  R'  son  rayon,  on  a 

(i3)  2a  =  cH ,  2a'=c , 

a  a 

(ï4)       fi^  (a-4-c)(2a  — c)^  ^,  ^  {a  — c)(ia-^  c)  ^ 
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Si  donc  S  et  S'  sont  les  points  de  rebroussement  de  la  déve- 
loppée de  l'ellipse,  situés  sur  le  grand  axe,  les  centres  de 
chacun  des  deux  cercles  sont  les  milieux  de  FS  et  FS'.  On 
remarque  ainsi  que  l'on  a 

Enveloppe  du  cercle  de  diamètre  FM.  —  L'équation  de  ce 
cercle  est 

a?i_f_^ï — xxx — yy\  =  o, 
ou,  d'après  (4), 

{i  —  e  cos6)(a?«-+-^»)  —  px  cos^  — py  sin6  =  o, 
ou  encore 

[e{x^-\-y^)-h px]  cosO  -¥-py  sinO  =  ar'-H^'. 

« 

Ce  cercle  enveloppe  donne  la  courbe  d'équation 

{e{x^-\-y^)  -h/?ar]*-r-/?*^*=  (^*-+->^*)*> 
laquelle  développée  s'écrit 

{x^->ry^)[{\--e^){x^-{-y^)  —  iepx  — /?*]  =  o. 
L'enveloppe  de  FM  est  donc  le  cercle  d'équation 
(i5)  (i  —  e^){x^-\-y^)  —  lepx  —  p^=z  o. 

D'après  (a),  cette  équation  s'écrit 
(i6)  {x~cY-^y^=  a*. 

On  reconnaît  le  cercle  principal  de  l'ellipse. 

Il   est   évident,  d'après  la  symétrie,    que   l'enveloppe  des 
cercles  de  diamètre  F'M  est  aussi  le  cercle  principal  (*). 

2*^  Les  équations  des  normales  en  M  et  en  M'  sont 

(i/)  X^i— Y[(i-  e^)xx  —  ep]  =  eyt(exi~\-p)y 

(i8)  y^yi—^[{i  —  e^)xt—ep]=eyi(exi-^p). 


(')  L'eaveioppe  des  cercles  de  diamètres  FM  et  FM'  a  déjà  été 
proposée  dans  ce  Recueil.  (Question  1620,  t.  X,  S"  série,  p.  43*; 
1891.) 
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En  tenant  compte  de  (7)  et  de  ce  que 

on  trouve  pour  les  coordonnées  (XY)  de  N 

(.9)  x  =  5£ii^t^. 

(20)  Y "^ 


Si  donc  on  élimine  m  entre  (20)  et 
Y  =  /nX, 

on    aura   l'équation   du    lieu   du   point   de    rencontre  de  la 
corde  MM'  avec  la  parallèle  au  grand  axe  menée  par  ie  point  N. 
On  ti;ouve  ainsi  la  conique  d'équation 

(21)  (i  —  c«)X«-HY«-e/?X=:o, 

qui  est  homothétique  à  la  conique  donnée. 

On  voit  accessoirement  qu'en  éliminant  /neutre (19) et (20), 
on  trouve  pour  lieu  du  point  N  la  conique  d'équation 

(22)  (I  — e*)X«-f-(n-c«)«Y»-f-e/>(3  — c»)X-+-2cV*  =  o. 

3^  On  sait  que  le  point  P  est  à  la  rencontre  de  la  directrice 
relative  au  foyer  F  et  de  la  perpendiculaire  à  MM'  élevée  en  F, 
Si  a  et  p  sont  les  coordonnées  du  point  P,  on  a  donc 


(23) 

e 

et  par  suite 

m  p  -4-  a  =  0, 

(»4) 

^       em 

Cherchons  maintenant  le  lieu  du  centre  de  gravité,  soit  du 
périmètre,  soit  de  l'aire  du  quadrilatère  MNM'P. 

Centre  de  gravité  du  périmètre  du  quadrilatère  M  N  M' P. 
—  C'est  alors  le  lieu  du  centre  des  moyennes  distances  des 
quatre  points  M,  N,  M' et  P.  On  a  pour  les  coordonnées  de  ce 
centre 

4  a?  =  a?i  -♦-  iFj  H-  X  -h  «, 
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el  d'après  (7),  (8),  (19),  (20),  (a3)  ei  («4),  on  a 

On  a  ainsi  l'équation  du  lieu  sous  forme  nnicursale.  La 
courbe  lieu  du  centre  de  gravité  est  donc  une  courbe  unicur- 
sale. 

Si  Ton  élimine  m  entre  les  équations  (25)  et  (a6),  on  trouve 
que  le  Heu  est  la  cubique  d'équation 

Centre  de  gravité  de  la  surface  du  qucuirilatère  M  N  M' P. 
—  Si  ^  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  MPM'  et  g'  le 
centre  de  gravité  du  triangle  MNM\  on  a  pour  les  coordonnées 
des  centres  g  et  g' 

(  a8)  3  d:«  =  art  -^-  «•!-*-«  =  t- ï  -+-  —  ' 

(3o)         3x,.=  a:.  +  ;r.+  X  =  5fllijt^>. 
^      '  '  I  —  e«  -f-  m» 

(3.)  3j.^=^.+:k«-4- Y  =  —^P—. 

Or  si  G  est  le  centre  de  gravité  de  la  surface  du  quadrila- 
tère M N  M' F  et  si  S  et  S'  sont  les  aires  des  deux  triangles 
MPM'  et  MNM',  on  a  pour  les  coordonnées  du  point  G 

(32)  (SH-S')Xc=Sar^-*-S'a?^, 

(33)  (S4-S')Yc=Sarc-+-S>^. 

Mais  les  deux  triangles  MPM'  et  MNM'  ont  même  base  MM'  : 
leurs  aires  sont  donc  dans  le  rapport  des  hauteurs  abaissées 
de  P  et  N  sur  MM'.  Donc 

S  _^   p  —  moL  __  I  —  c'-4-m' 
S'  '^  mX  —  Y  ""        ë«mt 
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(  ;i8a  ) 
Par  suite  (3-2)  et  (33)  deviennent,  en  supprimant  Tindice  G, 

[(i  — c»-t-  ;w*)-4-c*m*]X  =  (i  — c*H- m*)x^-f- e*m*ar^, 
[(iH-  e*-t-  m^)-h  e«m*]Y  =  (i  —  c*-+-  ''i*)^^^-  e^m^y^', 

ouj  en  substituant  les  coordonnées  de  ^  et  g\ 

/  3X[(i— e«)-+-(n-««)m«] 

(34)  {  /?/  ,         .x       e'pm»(4-+-m«) 
(                ^        e  ^  '^  I  —  e*  -+-  m» 

/  3Y[(i-e«)-^{n-e«)mïr 

(35)  I       _  p(i^g»-4-m«)  3e^m*p 


\  - 


lemp  ■ 


—  c«-hm' 


Le  lieu  du  centre  G  est  donc  une  courbe  unicursale.  L'éli- 
mination de  m  entre  ces  deux  valeurs  de  X  et  Y  ne  parait  pas 
devoir  donner  un  résultat  simple. 

Remarque.  —  On  peut  encore  observer  que  le  lieu  du  centre 
de  gravité  g  du  triangle  MPM'  est  la  cubique  d'équation 

(3eaT-4-;>)rj7(i-g»)^e/>]î 
^^  -^     jD(3e«— I)  — 3e(i~.c«)a: 

Le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  MNM'  est  Tellipse 
d'équation 

(37)        1  9(i-^')^'+(3  +  e«)V* 

(  —  3e(5  — e*)/)rr-h4c*/?'  =  o. 

Cas  où  la  conique  donnée  est  une  parabole.  —  On  obtient 
immédiatement  les  résultats  relatifs  à  ce  cas,  en  faisant  e  =  i 
dans  les  résultats  précédents.  On  trouve  ainsi  : 

Enveloppe  du  cercle  de  diamètre  MM'. 
X  -h  p  =z  o        (  directrice ). 
(x--^y^y^=^         (cercle). 

Enveloppe  des  cercles  de  diamètres  FM  et  F' M. 
iT -'  p  =  o        (tangente  au  sommet). 
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Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  sécante  MFM'  avec  la 
parallèle  au  grand  axe  menée  par  N. 

Y*  =  />X        (parabole). 

Lieu  du  point  N . 

aV— /?X-f-/>'=  o        (parabole). 

Lieu  du  centre  de  gravité  du  périmètre  du  quadrila- 
tère ^A'^WV, 

Y'  =  />X        (  parabole  ). 

Lieu  du  centre  de  gravité  de  la  surface  du  quadrila- 
/èr^MNM'P. 


X 

=f.' 

^ 

m 

«  =  /,X 

(pars 

ibole) 

Lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  MPM'. 

y^=  ^(Zx-hp)        (parabole). 

Lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  MNM'. 

y*=  ^(3ar — p)        (parabole). 
4 

On  remarquera  que,  dans  la  parabole,  Fangle  MPM'  est  droit  : 
par  conséquent  le  quadrilatère  MNM'P  est  un  rectangle.  Dans 
ce  cas,  le  centre  de  gravité  du  périmètre  et  le  centre  de  gra- 
vité de  la  surface  du  rectangle  MNM'P  se  confondent  en  un 
seul  point,  qui  est  le  milieu  de  la  corde  MM'.  Or  le  lieu  de  ce 
milieu  est  bien  la  parabole  d'équation 

y^  =  px. 

Remarque.  —  On  peut  encore  observer  que,  dans  le  cas 
d'une  conique  à  centre,  le  lieu  du  centre  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  MPM'  ou  le  lieu  du  centre  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  MNM'  est  une  cubique. 
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1817. 

(1899.  p.  t48.) 

Soient  K  et  H  les  points  d'intersection  de  deux  cercles 
situés  dans  le  même  plan,  dont  les  centres  sont  C,  G';  on 
mène  par  K  une  droite  mobile,  et  par  les  points  où  cette 
droite  rencontre  les  cercles  conduisons  les  tangentes  res- 
pectives à  ces  courbes. 

Le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  tangentes  est  une 
cardioîde.  (Gardoso-Laynes.) 

SOLUTION 

Par  M.  V.  Retau. 

Soient  H,  K,  I,  y  les  points  communs  à  deux  coniques  G', 
G'>,  menons  les  tangentes  a,  a'  à  ces  courbes  en  les  points  A, 
A'  où  elles  sont  coupées  ultérieurement  par  un  rayon  issu  du 
point  K  :  les  deuie  faisceaux  de  la  deuxième  classe  G<(rz, ...), 
G's(a\  .  .  .)  sont  homographiques,  car  les  ponctuelles  du 
deuxième  ordre  G*(A, ...),  G'*(A',  ...)  sont  perspectives  au 
faisceau  (de  la  première  classe)  K;  leur  produit  est  donc  une 
courbe  du  quatrième  ordre  (en  général  de  la  sixième  classe); 
mais  lorsque  deux  faisceaux  de  la  deuxième  classe,  formés  par 
les  tangentes  de  deux  coniques  G*,  G'*,  sont  homographiques 
et,  en  outre,  les  tangentes  en  l'un  des  points  K  commun  à  G', 
G''  forment  un  couple  de  rayons  correspondants,  K  est  un 
rebroussement,  delà  première  espèce,  sur  le  produit  des  deux 
faisceaux  (théorème  connu);  donc,  dans  notre  cas,  la  quar- 
tique  lieu  du  point  {aa')  a  un  rebroussement  en  chacun  des 
trois  points  H,  I,  y  et  touche  les  coniques  données  en  les 
points  où  elles  sont  coupées  par  les  tangentes  en  le  point  H. 
En  prenant  pour  l,  y  les  points  circulaires  à  l'infini  on  obtient 
le  théorème  proposé. 

Note.  —  La  question  proposée  est  bien  connue;  voir,  par 
exemple,  le  beau  travail  de  M.  Weill  :  Note  sur  la  cardioïde 
et  le  limaçon  de  Pascal  {Nouvelles  Annales  de  Mathéma- 
tiques, 2*  série,  t.  XX,  p.  160-171).  (A.  Droz-Farny.) 

Autres  solutions  de  MM.  H.  Brocard,  E.  LEMoms,  Cardoso- 
Laynes,  E.  Valdès,  etc. 
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souscripteurs 8  fr.  5o  c. 


Digiti 


zedby  Google 


[atièb: 


Août  19(H. 
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I*:,  Uoai.  —  Sur  leâ  ïubslituUc^n»  i^k  une   variable  el  le»  fonulioAi  ^aVIIct 

M.  b'OcAiiMï, —  ConaLiuciioii  drt  ceatrcs  dû  cumUnrt  ile«  riiurbctiti  Minni 
E.  Lr,AinmK,  -*  Sur  mm  tklcnnin^lton   cioiivele  »im{^le  ilf  la  iliroctlcMi  499 
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'^^-i«lî^^lJ  ariîtljiiijiic  n  irêciMiétri^njc:  Je  t»ii]ut:«tiuEi  de  Mailit  mal)  i 

—  Kçmrtnjuc«*  Hit  »>uj*l  *k»  i<f  "1 

'   Aj^plicalitm  ii<?  la  métlititltr  ■:  <    [lemi>fi>tniiiM«i 

de  *|j:?tiE  ihéwrcmtfi»  de  GéomélHc  diITtreuUcIltî* 


LIBBAIHIE   GAUTHItiR-VILLARS, 


li's.  —  Pr  ipea  de  ti 

à  rjgrtgatitjfi.  ln-8,  bmh^  iï^^mef^;  iHyy »♦/.,. k**,^, 

MAUSTX I  L  J.  —  ttuÛB  géometrjqiie  des  propiiéUs  des  coniqnas  d'aprni 
leur  dèÛHiiioil*  In-S,  uviîi:  tlgurrs  d.in?  lu  lt\îc;  ïNh,.         ■*  ^'    -     - 


29GS7         riiri*.  ^  Impriiuim  GAUTIllEli  ViLLAHS,   qnil  «1m  Gr*a4«-Auiivlla»,  .n 


Digiti---^  ^ 


MVriIËMATKnlES 

JUllOAI.  DKS  CAMUDATS 

\i  K  I  •  I  II  K»  îJl'ECIAl.KS.  A  I.\  LICENt;!-  KT  A  I.'AGIIÊOATION 


ciiiiitiii  vAi* 


l.-A.  I.AIS\M\   : 


r4iirifi''^ui>['tàtf 


\     IMOMAIII 


t  MX    UllHtNO    T  T     (  rjlijt'f  M, 

r.  Bot  rhîfT»  Hnij^.^i  kt  Ht.  nMXit:itr.. 


QUATRIÈME    SÉRIE.        TOME    ï. 


SKrTEMHIU;    1!I0I, 


■r^<»^» 


J'AIIIS. 

i;AriTltli:U-VILLAltS.  IMI'IUMi£tlt-r.llirtAlllK 

«    t(l>HCITi:i>KS,    liK  l'|:;i;oi.K    fOLYTCeiCdOli  t 

lîKU 
I*«i  nnaatiBeriit  non  insérés  aa  io0t  pas  rendus. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Liste  des    Correspondants  des  NOUVELLES  ANNALES 
dans  les  ailles  où  siègent  les  Facnltés  des  Sciences. 

Hesonçon  :  M.  X.  Stoufp.  —  Bordeaux  :  M.  X.  —  Caen  :  M.  A.  de  Saint- 
.    (jermain.—  Clermont-Ferrand  :  M.  CGuichaud.  —  Dijon  :  M.  Duport. 

— .  Grenoble  :  M.  J.  CotLET.  -^  Lille  :  M.  11.  Padk.  —  Lyon  :  M.  L. 

AuTONNE.  ^  Marseille:  M.  Sauvagk.  — Montpellier  :  M.  E.  Fabry. 

—  Nancy  :  M.  H.  Vogt.  —Paris  :  M.  Rapfy;  —  Pailiers  :  M.  Mah.-' 

Lvno.  —  Rennes  :  M.  Le  Rolx.  —  Toulouse  :  M.  Cossebat. 


Le  prix,  de  l'ahonneinenl  à  la  JHbliolhèque  mathématique  des 
Irai'ailleurs  est  de  la*'"  pour  un  an  et  6'^'*  pour  six.  mois. 

Les  abonnés  des  ISouvelles  Annales  de  /}fathématiques.pourconi 
bénéficier  d'une  réduction  de  5o  pour  loo,  c'est-à-dire  que,  pour 
eux,  rabonnenient  annuel  ne  sera  que  de.<v(.r  francs. 

Pour  profiter  de  cette  réduction,  on  doit  s'adresser  directement 
•à  M.  le  iy  Hllmann,  Directeur  de  la  Bibliotlièque  mathématique 
des  travailleurs^  'i,  rue  de  la  Cure,  Paris-Auteuil. 


LIBRAIRIE    GAUTHIER-VILLARS, 

Oi:ai  des  grands-algustins,  55,  a  paris. 


PICARD(Émile),Membrederinstitut,  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences. 
—  Traité  d'Analyse  (Cours  de  la  Faculté  des  Sciences).  Quatre  volumes 
^vanû  in-8,  se  vendant  séparément  ; 

TouE  I  :  Iitté^rales  simples  et  multiples.  —  U équation  de  Laplace 
et  ses  applications.  —  Dcveloppentent  en  séries.  —  AppUcations i>éomé- 
triqucs  du  Calcul  infinitésimal,  a'' cdilion,  revue  et  corrigée  Avec  fi- 
«çures;  1901 16  fr. 

Tome  II  :  Fonctions  liarmonùjues  et  fonctions  analytiques.  —  Intro- 

.    ductïon  à  La  théorie  des  équations  dllférenticUcs .  -In  te)»  raies  ahéliennes 

et  surfaces  de  Riemann.  Avec  ligures  ;  1 893 "/. 1 5  fr. 

Tome  III  :  Des  singularités  des  intégrales  des  équations  différentielles . 
Etude  du  cas  nii  la  variable  reste  réelle  et  des  courbes  'définies. par  des 
éf/uations  différe/itielles.  Efjuations  linéaires;  analogies  entre  les  équa- 
tions algébriques  et  les  équations  linéaires.  Xvec  ligures;  1896..      18  fr. 

Tome  IV  :  lùjua  lions  aux  dérivées  partielles  » .  .     {En  préparation.  ) 

PICARD  (E.),  Membre  de  rinsliUU,  Professeur  à  l'Université  do  Paris 
et  SIMART,  Capitaine  de  frciuUe,  Uépélileur  à  l'ficolc  Polytechnique. — 
Théorie  dos  fonctions  algébriques  de  deux  variables  indépendantes. 

'/.  beaux  vohnncs  grand  in-8,  se  vendant  séptirémenl  : 

ToMK    I  :  Volume  de  vi-'25()  pages  ;  1 897 9  fr . 

ToMK  II  :  (i*'  fascicule  de  20G  pages).  Prix  du  volume  complot   t 
pour  les  souscripteurs .L.jy,u^ï^uy.>^»jQg'f^,fr . 


(  385  .) 


^^ 


[L»3] 

SDR  UNI  DÉTEiUllllATION  NODYÉLB  SIMPLE  DE  LA  DIRECTIDN 
DES  AXES  DUNE  GONIOUB; 

Par  m.   E.   LEMOINE   (') 


Lorsque  Ton  veut  déterminer  la  direction  des  axes 
d'une  conique  donée  par  son  équation  générale  en  coor- 
donécs  cartésiènes  obliques,  on  est  conduit  â  des  calculs 
classiques  mais  assez  compliqués  et  le  résultat  final,  par 
exemple  la  valeur  explicite  des  tangentes  des  angles  que 
font  les  axes  de  la  conique  avec  Taxe  des  j?,  contient  des 
radicaus  et  manque  totalement  d*élégance;  en  outre  il 
ne  corespoud,  pour  l'esprit,  à  aucune  image  géomé- 
trique simple.  Si  la  conique  est  donée  par  son  é(|uation 
en  coordonées  normales  raportée  à  un  triangle  de  réfé- 
rence ABC,  les  calculs  directs  deviènent  presque  formi- 
dables et  le  résultat,  inutilisable  pratiquement;  aussi 
ne  les  fait-on,  pour  ainsi  dire,  jamais. 

Le  but  de  la  présente  Note  est  de  doner,  précisément 
dans  ce  cas,  une  détermination  imagée,  simétrique, 
même  relatwement  très  simple  dans  sa  généralité,  si 
l'on  considère  que,  dans  le  résultat,  doivent  figurer  les 
six  coéficienLs  de  l'équation  de  la  conique.  Les  calculs, 
simétriques,  dis-je,  sont  rapides,  souvent  imédiats. 

Lemme.  —  Si  M  est  un  point  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC,  les  bissectrices  des  angles  que  la  direc^ 
tion  de  la  droite  qui  joint  M  à  un  somet  fait  avec  la 

(')  Nous  laissons  à  M.  E.  Lemoine  la  responsabilité  de  rortho> 
graphe  qu'il  a  adoptée. 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  I.  (Septembre  1901.)  25 
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direction  //u  coté  oposé,  sont  paralèles  fleus  à  deus, 
(juel  que  soit  le  s  omet. 

Nous  n^insisterons  pas  sur  la  facile  démonstration  de 
ce  léorèine  conu  sous  plusieurs  formes. 

Il  suit  de  là  qu'à  la  direction  de  deus  droites  rectan- 
gulaires corespond  un  point  M  et  un  seul  du  cercle  cir- 
conscrit. La  détermination  de  ce  point  corespondant  à 
la  direction  des  axes  d'une  conique,  va  nous  servir  à 
résoudre  le  problème. 

Je  dirai  simplement  pour  abréger  :  point  M  cores- 
pondant à  tèles  directions. 

Nous  indiquons  ici  une  marche  de  calcul  pour  arivcr 
à  l'expression  des  coordonnes  du  point  M.  Soit 

(i)         Ix'-ir  m^'-h  /i^'-h  'xfyz  -^igzx  -+-  ihxy  =  o 

l'équation  en  coordonées  normales  de  la  conique  (ABC 
triangle  de  référence). 

Je  reporte  la  conique  à  CB  axe  des  X,  CA  axe  des  Y  ; 
j'obtiens  ainsi 

(2)  AY«-i-BXY-f-CX>=o 

en  négligeant  les  termes  inutiles  pour  la  détermination 
de  la  direction  des  axes. 

Si  j'apèle  a  l'angle  que  fait  l'un  quelconque  des  axes 
de  la  conique  avec  la  direction  CB  de  Taxe  des  x,  j'ai 
par  la  formule  classique 

^GcosG  — B 


taniirsa  =  sinC 


A  —  B  cosC  -h  G  C0S2G 


Le  coéficient  angulaire  des  droites  qui  font  avec  CB 

1                     9,  CcosG  —  B     I     j     •.  .  £^ 

cet  angle  2a  sera  -v- — —ç^ p;  la  droite  passant  par  C 

et  paralèle  à  cète  direction  aura  donc  pour  équation  en 
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coordonées  cartësiènes 

Y 

9.CcosC- 

B 

X  " 

A  —  -2  G  cos  C  ' 

el  en  coordonées 

normales 

X 

9.GcosC- 

B 

y~ 

A  — aCcosG' 

on  en  conclut  que.  la  droite  menée  par  Â  et  paralèle  à 
cète  direction  aura  pour  équation 

i%\  y  —  c(A  — 2GcosC) 

^    ^  z        •2G(^  — a)cosG-i-aB  — AA* 

Cète  droite  coupe  le  cercle  circonscrit  au  point  M 
coréspoudant  aus  directions  des  axes  de  la  conique, 
puisqu*è1e  fait  avec  BC  Tangle  2  a  et  que  les  bissectrices 
des  angles  que  fait  sa  direction  avec  la  direction  BC, 
doneront  alors  les  angles  a  que  les  directions  des  axes 
de  la  conique  font  avec  BC. 

En  remplaçant  dans  (3)  A,  B,  C  par  leurs  valeurs 
en  fonction  de  /,  m,  /i,/,  g^  /i  que  l'on  trouve  dans  (2), 
on  arive  finalement  aus  valeurs  des  coordonées  du 
point  M  corespondant  aus  axes  de  la  conique' (i) 


(4) 


l{b^ — c*)-H  «2(,^  —  /i)  -h  2^'<ic  —  ihab 


c'est  le  résultat  cherché. 

Remarques.  —  Le  point  M  corespondant  aus  axes 
d'une  conique  circonscrite  fyz  -f-  gzx  -h  hxj  =  o  est 
évidament  le  quatrième  point  où  èle  coupe  le  cercle  cir- 


conscrit   rT>  etc. 

gc  —  ho 


Deus  coniques  concentriques^  Tune  inscrite,  l'autre 
circonscrite,  ont  même  point  M  corespondant  à  la  direc- 
tion de  leurs  axes  qui  est  comune. 
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Voici  quelques  exemples  pris  sur  îles  eouiques  reiuar* 
quables  éludiées  dans  la  Géouiélrie  du  triangle. 

\ .  Les  coniques 

Tiperbole  circonscrite  qui  passe  par  les  points  de  Bro- 

card   >  =  o,  les  coniques  niscrites  et  cu'cou- 

scrites  de  Steiner,  Félipse  de  Lemoine 

qui  a  pour  foyers  le  bariceutre  G  et  le  point  K  de 
Lemoine,  toucbant  BC  au  pied  sur  BC  de  la  simédiane 
partant  de  G  dans  le  triangle  BCG,  etc.,  la  conique 

^«  cos\(a^x- —  bcyz)  =  o, 

ont  pour  le  point  M  corespondant  à  la  direction  de  leurs 
axes  le  point  de  Steiner. 

2.  Les  coniques 

II  \^a:5±  K  >^^-3  cosA  =  o,  ^^  ^x  cos  A  =  o 

qui  a  pour  centre  le  point  de  Lemoine  et  touche  les 
cotés  ans  pieds  des  hauteurs,  la  conique 

X'aR  cosB  cosG(6  cosB  h-  ccosC).t* 

—  2^cosA(aS  cos  A-h  bcK  cosB  cosC)^.8  =  o 

qui  passe  par  les  six  points  où  les  paralëles  aus  cotes 
menées  par  le  centre  du  cercle  ABC  coupent  les  cotés^ 
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ont  pour  point  M  corcspondant  à  leurs  axes  le  point  : 


a 

p  etc. 


Dans  la  plupart  des  cas  qui  se  rencontrent  en  étu- 
diant la  Géométrie  du  triangle,  on  arîve,  pour  ainsi 
dire  imédiateinent,  sans  transformations,  à  la  déter- 
mination des  coordonées  de  M  sous  une  forme  simple, 
en  substituant  dans  les  valeurs  (4),  ou  plutôt  dans 
Tune  d'èles  à  cause  de  la  simétrie,  les  coéficrents  de 
l'équation  de  la  conique,  mais  quelquefois  cependant 
la  forme  simple  doit  être  dégagée.  L'exemple  le  plus 
complexe  que  nous  ayons  rencontré,  se  trouve  être  la 
conique  que  nous  venons  de  considérer  et  nous  alons 
mdiquer,  pour  lui,  les  transformations  à  opérer  sur  le 
résultat  imédiat  doné  par  les  valeurs  (4). 

On  trouve  que  le  dénominateur  est  composé  des 
quatre  termes  : 

aRcosB  cosC(6cosB  H-  c  cosC)(ô*— c'), 
a'  [  6  R  cos  G  cos  A  (c  cos  G  -+-  a  cos  A  ) 

—  cRcosA  cosB(a  cos  A  -^  b  cosB)], 
—  2accosB(6S  cosB  h-  acR  cos  G  cos  A), 
lab  cosG(cS  C03G-+-  abK  cos  A  cosB); 

le  second  peut  s'écrire 

a«cosA  .  R[6c(cos*G  —  cos*B)  H-acosA(6  cosG  —  ccosB)]; 

«/^  ik  i>        b^ — c' 

OU,  en  remarquant  que  cos^L  —  cos'  d  =  — rw*-  et  que 


en  remarquant  que  cos*C  —  cos*  B  =  —7-^3-  et  qu 

»  ^1  r»         b^ — ^*      •!    1 

b  cosL  —  c  cos  D  == >  il  devient 

a 

a«R(6î— c«)cosA/^7^H-cosaV 

Le    troisième  et    le    quatrième    termes    peuvent   se 
grouper  ainsi  : 

—  2  abc  S  (  cos'  B  —  ces'  C  )  —  2  a'  R  cos  A  cos  B  cos  C  (  c'  —  b^  ), 
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de  sorte  que  le  dénominaleur  devient  successi veinent 

(  6'  —  c'  )    a  R  cos  B  cos  G  (  b  cos  B  -j-  c  cos  G  ) 

-f- a' R  cos  A  (  r-pi  -+-cosA  j 

H j-^^ h  2  a*  R  cos  A  cos  B  cos  G  1 , 

4  R'  J 

(6*— c«)   a  R  cos  B  cos  G  \^  a  cos  A 

H-aRcosAi  — _--HacosA-FacosBcosG  JH — dï~  ' 
et  en  remarquant  que 
N  a  cos  A  =  -  -  »         cos  A  -4-  cos  B  cos  G  =  sinBsinG=  --dî  • 

2(6«— c«)S(acosBcosG-F  acosA  -H  p  ) 


ou 


''"'-Hw'^i) 


ou 

R 

Les  valeurs  (4)  douent  donc,  finalement  :  ,^ ^y  etc. 

Si  K  et  G  sont  le  point  de  Lemoine  et  le  bari- 
centre,  AK,  BK,  CK;  AG,  BG,  CG  coupent  les 
cotés  du  triangle  en  six  points  qui  apartiènent  à  la 

conique   T^x^ — ^^ — —~^yz  =  o  dont  le  centre  0  : 

,  etc.,  est  sur  KG.  yjii  a 

00  _       I 
OK  "       3* 

Les  axes  de  ce  te  conique  ont  aussi  pour  point  M  le 
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Les  axes  de  ^ =  o,  qui  a  pour  centre  le  point  de 

Lemoine  et  les  élipses  de  Cesàro  qui  ont  pour  centres 
le  point  de  Lemoine  et  sont  tel  es  que  la  some  des  carrés 
des  distances  de  chacun  de  leurs  points  ans  cotés  soit 

constante,  ont  encore  le  point  T73— j>  etc.,  pour  point  INI 

corespondant  à  la  direction  de  leurs  axes. 

3.  a.  Les  coniques  liomofocales 

^yz^o        et        2v/j^=»' 

qui  ont  pour  centres  le  point  p  —  a^p  —  h^  p  —  c\ 
h,  La  conique 

qui  a  pour  centre  le  centre  du  cercle  inscrit  o; 

c.  La  conique 

^ax»— ^(6  -4-  c)yz  =  o, 

qui  passe  par  les  milieus  des  cotés  et  par  les  pieds 
des  bissectrices  intérieures  et  a  pour  centre  le  point  : 

-*- y  etc.; 

a  ' 

d.  La  conique 

^a{p  —  a)ar«— ^[fec  ^{p^b){p-'  c)]yz  =  o, 

qui  passe  par  les  points  où  les  tangentes  au  cercle  inscrit 
paralèles  ans  cotés  coupent  ces  cotés  ; 

e.  La  conique 

^a{b  ■+-  c)37'»->a^(g/?  -h  bc)yz  =  o, 
qui  est  circonscrite  à  Texagone  formé  par  les  six  points 
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OÙ  les  paralèlcs  aus  coiés  niciiées  par  le  centre  du  cercle 
inscrit,  rencontrent  les  cotés,  ont  toutes,  les  directions 

de  leurs  axes  qui  corespondent  au  point  .  ^    >  ^tc. 

Par  transformation  continue  en  A  (voir  Nous^elles 
Annales,  p.  2o-36;  iSgS),  on  voit  que  : 
a'.  Les  coniques  hotnofocales 


—  yz  -\-  zx  -^ 


""■  v/f-v/^-v^=° 


qui  ont  pour  centre  le  point  \  p-^  p  —  c^p  —  i; 
V ,  La  conique 

pyz-\-{p  —  c)zx-h-{p  —  b)xy  =  o, 

qui  a  pour  centre  le  centre  du  cercle  exinscrit  Oa\ 
c'.  La  conique 

ax^  —  by^  —  cz^-k-  (6-f-  c)yz  -t-(a  —  c)5j?H-(a  —  b)xy^Qj 

qui  passe  par  les  milieus  des  cotés,  par  le  pied  de  la 
bissectrice  intérieure  de  A  et  par  les  pieds  des  bissec- 
trices extérieures  de  B  et  de  C  et  a  pour  centre  le 

.    ^      ô-hc  — îirt     26-hc  —  a     6-4- 9.  c  —  a 
po.nt  : ^ ; 

iV,  La  conique 

apx^-h  b(p  —  c)y^-^  c{p  —  b)z^ 
-^[bc-h(p-b){p^c)yz] 
-!-  [ac  -hp(p  —  b)]zx  -H  [ab  -\-p{p  —  c)]xy  =  o 

qui  passe  par  les   points    où  les   tangentes  au  cercle 
exiiiscrit  Oa  paralèles  aus  cotés,  coupent  ces  cotés; 
e'.  La  conique 

a{b  -h  c)x*-\~  6(a  —  c)^«H-  c(a  —  b)z* 

—  i[a(p  —  a)—bc]yz 

—  '2[b(p  —  a)'h  ca]zx  —  2\ c { p  ^  a)  -h  ab]xy  =  0 
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qui  est  circonscrite  à  Texagone  formé  par  les  six  poinls 
où  les  paralèles  aus  cotés  menées  par  le  ceutre  du  cercle 
exiiiscrit  Oa  rencontrent  les  colés;  ont  toutes,  les  direc- 
tions de  leurs  axes  qui  corcspoiident  au  point  :  .  __    > 


c-^-a*  a-h  6* 

4.  L'iperbole 

de  Kiepert 

^     ax 

L'îperbole  équ 

lilatère 

2a^6«- 

c«)a?«  =  o 

qui  passe  par  les  centres  des  cercles  tritangents,  par  le 
baricentre  et  a  pour  centre  le  point  de  Steiner;  ont 
pour  point  M  corespondant  à  la  direction  de  leurs  axes 
le  point  de  Tarry. 

5.  a.  M.  G.  de  Longchamps  a  le  premier  étudié 
(Congrès  de  Nancy,  A.  F.  A.  S.,  i886)  une  élipse 
remarquable  qui  a  pour  centre  lé  centre  du  cercle 
inscrit  et  passe  par  les  pieds  des  bissectrices  inté- 
rieures; èle  a  pour  équation 

quand  M.  de  Longchamps  veut  déterminer  les  direc* 
lions  de  ses  axes  qui  sont  cèles  de  Taxe  anliortique  et 
de  sa  perpendiculaire,  il  y  parvient  d'une  façon  ingé- 
nieuse mais  fort  détournée  et  s'exprime  ainsi  :  (c  Cette 
proposition  1res  simple  ne  se  ^vérifie  directement  que 
par  des  calculs  très  laborieux  et  que  nous  n'aidons 


Digiti 


zedby  Google 


(  394  ) 
même  pas  poussés  jusquau  bout,  par  suite  ries  compila 
cations  qu'ils  semblent  présenter.  »  Cependant  l'équa- 
tion de  la  conique  est  simple,  et  on  peut  juger  de  ce 
que  serait  alors  la  complication  des  calculs  pour  cer- 
tains des  cas  traités  plus  haut  !  En  apliquant  les 
valeurs  (4),  on  trouve  presque  imédialement  que  le 
point  M  corespondant  à  la  direction  des   axes  de  la 

conique  a  pour  coordonées  :   .,  __      . , ^ r>  etc., 

c'est  précisément  le  point  M  qui  corespond  aus  directions 
de  l'axe  antiortique  et  de  sa  perpendiculaire. 

Si  l'on  aplique  la  transformation  continue  en  A,  on 
arive  imédiatement  à  la  proposition  suivante  : 

La  conique 

px^  —  (p  —  c)y^ —  (p  —  6)-8*-i-  ayz  -f-  bz-v-i-  cxy  =  o 

qui  a  pour  centre  le  centre  du  cercle  exinscrit  o^,  passe 
par  le  pied  de  la  bissectrice  intérieure  de  A  et  par  les 
pieds  des  bissectrices  extérieures  partant  de  B  et  de  C, 
a  pour  point  M  corespondant  à  la  direction  de  ses  axes 

1         •  a  ^ 

"  ■  (ô  —  c)(6 -f- c-h  ^a)'  (c-h  a)  (a -h  26  —  c)' 

-, rr-T r \*  c'est-à-dire  le  point  qui  corespond 

(a-t- o){a  — 6-+-2C)  r  n  r 

à  la  direction  de  l'antibissectrice  de  A  :  —  x  -^y  -f-  z  =  o 

et  à  sa  perpendiculaire. 

Cète  conique  jouit  naturèlement  de  toutes  les  pro- 
priétés énoncées  par  M.  de  Longchamps,  mais  modifiées 
suivant  la  loi  de  la  transformation  continue.  Il  y  a  aussi 
les  coniques  transformées  en  B  et  en  C. 

i.  La  conique  inscrite 

2/^  =  0, 
tangente  aus  cotés  aus  pieds  des  bissectrices  intérieures. 
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a  pour  point  IVI  corespondant  à  la  direction  de  ses  axes 

le  même  point  ;  —. -jt r>  etc. 

Par  transformation  continue  en  A,  on  voit  que  la  co- 
nique inscrite 

a7*4-^*-h  «• —  2yz  -4-  2XZ  •+•  "kxy  =  o, 

tangente  aus  cotés  au  pied  de  la  bissectrice  intérieui^e 
partant  de  A  et  aus  pieds  des  bissectrices  extérieures 
partant  de  B  et  de  C,  a  pour  point  M  corespondant  à  ces 
axes  le  point  : 

a  h 

(b  —  c){ — b  —  c-hia)        (a-^c){ — c -f- a  —  'ib) 


{a-hb)(a  —  b  —  ic) 

c.  Pour  Tiperbole  Ta  '- 

(6* —  c*)yz  -4-  abxz  —  abxy  =  o 

du  groupe  F^,  T^,  Yc  si  souvent  rencontré  dans  la  Géo* 
métrie  du  triangle,  le  point  M  corespondant  à  la  direc- 
tion des  axes,  est  le  point  cosBcosC,  — cosB,  — cosC 
extrémité  du  diamètre  du  cercle  circonscrit  passant 
par   A.    Les   axes  font   donc  avec   CB  des  angles  de 

450 -.iz:^,  ,35o_Ëzi^. 


d.  L'élipse  inscrite 


2\/l 


X  __^ 


qui  a  pour  foyers  les  points  de  Brocard  et  touche  les 
cotés  aus  pieds  des  simédianes,  a  pour  point  M  cores- 
pondant À  la  direction  de  ses  axes,  le  point  : 


(a^— 6sc«)(6ï— c2) 


etc. 
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e,  La  conique 

L(ôa?4-  ay){cx -h  az)  -hM{cy  -{-  bz){ay  -h  bx) 

-h  N(a5 -4- ca?)(65  -4-c^)=o 

a  pour  point  M  corespondant  à  ia  direction  de  ses  axes 

le  point  :  -ïrbc(b*-c^)  +  a^Mc-tib)'  *^^*- 
/.  La  conique 

ayz{—  La-f-  M 6  -h  Ne)  -+-  bzx(La  —  M 6  -h  Ne) 

-h  cxy(La  -h  Mb  —  Nc)  =  o 

a  pour  point  M  corespondant  à  la  direction  de  ses  axes 

^^  P°'°^  =  M6-Nc'  •^''^- 

Si  Ton  employait  les  coordonées  baricen triques,  on 
verrait  que,  à  la  direction  des  axes  de  la  conique 

/a' H-  mp*-i-  n'/'-i-  ^/Py-t-  î^ya-f-  2Aap  =  o, 

corespond  le  point  M  dont  les  coordonées  baricentriques 

sont  : 

I 

/  (6*  —  c*  )  -+-  mb^  —  /ic*  -h  2  gc^  —  2  hb^ 
ou 


etc. 


9  etc. 


b^(l  -h  m  —  '2/i)  — c*(/-i-  n  —  'xg) 

6.  On  voit  sans  multiplier  davantage  ces  exemples 
que  la  détermination  de  la  direction  des  axes  des  co- 
nicjues  remarquables,  revient  à  placer  des  points  re- 
marquables sur  le  cercle  circonscrit,  points  qui  ont, 
pour  la  plupart,  été  déjà  étudiés  dans  la  Géométrie  du 
triangle  et  que  cète  détermination  se  présente,  par  la 
métode  que  nous  venons  d'exposer,  dans  des  conditions 
de  simplicité,  de  simétrie  et  d'élégance  qu'èle  n'avait 
pas  jusqu'ici. 
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Nous  profitons  de  l*ocasion  de  cète  Note  pour  doncr 
quelques   propriétés   que    nous  croyons    nouvéles  du 

point  .  ^  9  etc.,  et  de  ses  transformés  continus  ren- 
contrés ici  corne  points  M  corespondant  à  la  direction 
des  axes  de  nombreuses  coniques  remarquables. 

Nous  apelons  d,  da,  db^  de  les  distances  du  centre 
du  cercle  circonscrit  aus  centres  des  cercles  tri  tangents; 

M  étant  un  point  du  plan,  nous  convenons  que  ÂM, 
BM,  CM  auront  le  même  signe  que  les  coordouées  nor- 
males du  point  M. 

a.  Si  M  est  le  point  ,  __    >  etc.,  ou  a  : 

MA=  5(6— c). 

b.  Donc  : 

MA-+-iMB-hMG  =  o. 

c.  MA,  MB,  MC  coupent  respectivement  BC,  CA, 
AB  en  trois  points  situés  sur  la  droite  ^^3c{b  4-  c)  =  o 
paralèlc  à  l'axe  antiortique  et  à  une  distance  de  cet  axe 

•  égale  à  -^y  tiers  de  la  distance  du  centre  du  cercle  in- 
scrit à  l'axe  antiortique. 

La  transformation  continue  en  A  montre  que  : 

a!.  Si  Ma  est  le  point  t > > r>  O"  ^ 

MaA=       ^(/^-c), 

"a 


V.  Donc 


MaG=-^(a  +  ^>). 


MaA+M«B-f-M«C=:o. 
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c'.  Ma  A,  MtfB,  MaC  coupent  respectivement  BC, 
CA,  AB  en  trois  points  situés  sur  la  droite 

a:(6  -h  c)  -4-^(a  —  c)4-3(a  —  là)  =  o, 

paralèle  à  rantîbissectrîce  — x  +y  -{-  z  =  o  de  A  et 
à  une  distance  -y-^  de  cète  droite,  tiers  de  la  distance 

du  centre  du  cercle  exinscrit  Oa  à  cète  antibisseclrice. 
d.  Lorsque  le  point  M  que  Ton  trouve  par  notre 
métode  est  un  point  déjà  étudié  de  la  Géouiétrie  du 
triangle,  il  n'y  a  qu'à  le  construire  par  le  moyen  géo- 
niétrografique ,  c'est-à-dire  le  plus  simple  que  Ton 
conaisse,  à  le  joindre  à  un  somet  du  triangle  et  à  mener 
les  bissectrices  des  angles  que  cète  droite  fait  avec  le 
coté  oposé  au  somet  choisi  :  quand  le  point  M  n'est  pas 
conu,  on  en  fait  Tétude  et  la  construction  par  les 
moyens  ordinaires  de  la  Géométrie  du  triangle,  mais 
nous  croyons  utile  de  faire  remarquer  qu'on  trouve 
quelquefois  une  solution  élégante  par  Teinploi  du  téo- 
rème  très  conu  suivant  : 

Si  une  droite  Ax  -\-  lAjr  -\-Cz  =:  o  coupe  les  cotés 
du  triangle  ABC  en  A',  B',  G  les  courbes  B'C'A,  G'A'B, 
A'B'C  se  coupent  en  un  point  P  du  cercle  circonscrit 
dont  les  coordonées  sont  :  -r^-^ 777- 1  ^Tri 1 — ;  » 


C(A6  — Ba) 


On  identifie  les  coordonées  du  point  P  avec  cèles  du 
point  M  et  Ton  profile  de  Tindétermination  du  problème 
(puisque  M  apar tient  au  cercle  circonscrit)  pour  choisir 
le  uiieus  possible  cèles  des  valeurs  de  A,  B,  G  qui  douent 
une  droite  conue  ou  facile  à  construire. 

7.  Les  exemples  précédents  que  nous  avons  pris  pour 
ainsi^dire  au  hasard  de  la  rencontre  de  coniques  remar- 
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quables  dans  nos  Mémoires  sur  la  Géométrie  du  triangle, 
montrent  que  les  points  de  Steiner  ;  de  Tarrj;  les  points 

7- r>  etc.;  7 »  etc.,  et  ses  transformés  continus :1e 

point  7T TT-î— ; ; .y  etc.,  et  ses  transformés  con- 

liiius:  le  point  t-tt ,,,    . — ,,  ,,>  etc.,  se  rencontrent 

souvent  parmi  les  points  M  corespondants  à  la  direction 
des  axes  des  coniques  remarquables.  Pour  les  points 
de  Steiner  et  de  Tarry  qui  ont  été  suûsament  étudiés  et 

pour  le  point    ,  _    >  ., — y  etc.,  corespondant  à 

la  direction  de  Taxe  antiortique  et  à  la  direction  per- 
pendiculaire laquèle  {voir  A.  F.  A.  S.,  Congrès  de 
Paris,  1900,  Suite  de  téorèmes  et  de  résultats  concer^ 
nant  la  Géométrie  du  triangle,  A.  9)  se  détermine 
avec  la  plus  extrême  simplicité  géométrografiquc,  nous 

n'ajouterons  rien,  mais  pour   les    points  -r^ ^>  etc., 

y—-'*  *^^^->  9"'  *®  trouvent  cependant  à  chaque  instant 
dans  les  études  sur  les  points,  droites,  etc.,  remar- 
quables du  triangle  nous  croyons  qu'on  ne  les  a  guère 
étudiés  à  part  et  nous  devons  indiquer  quelques  con- 
structions. 

a.  On  peut  construire  le  point  ,^_  ^>  etc.,  en  se 
servant  du  tc'orème  que  nous  venons  de  doner  6.  d.^  la 
droite  à  choisir  est  alors  la  droite  de  Lemoine  ^  -  =  o. 
On  conduit  ainsi  la  construction. 

D*un  rayon  quelconque  p  je  trace  les  trois  cercles 
A(p),  B(p),  C(p)(3G| -H  3C3),  puis  les  intersections 
de  deus  d'entre  eus  avec  le  troisième  (4ïli  -f-  ^ï^a)  qui 
placent  le  centre  O  du  cercle  circonscrit  à  ABC 5  je 
trace  ce  cercle  (aC|  -|-  Cj)  ;  je  fais  du  coté  de  AB  oposé 
à  C  et  en  me  servant  des  trois  cercles  A  (p),  B(p),  C(p) 
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les  angles  BAC,  =  ABC,  =  C(4  Ri  "h  2  Ra -h  4  Cl +  202); 
AC,  et  BC,  coupent  BC  et  CA  en  A',  B';  A'B'  que 
je  ne  trace  pas,  serait  la  droite  de  Lemoiue.  Je  trace 
maintenant  le  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C 
(4Ri  4- aRjH- 5C, -i-4C3),  il  coupe  le  cercle  ABC  au 
point  cherché. 

Op.  :  (i2R,-i-6R,H-i4G,-4-ioC,); 
Simplicité:  ^'z;     Exactitude  :  26;     6  droites,  10  cercles. 

Je  pourais  économiser  (C,  -4-  C3)  si  je  me  servais  de 
deus  compas. 

Cette  construction  est  assez  simple,  mais  ce  n'est  pas 
la  construction  géométrografique  qui  dérive  du  léo- 
rème  suivant  que  croyons  nouveau  : 

Si  N  est  le  point  de  Tarry  et  G  le  baricentre, 
la  droite  jNG   coupe   le  cercle  circonscnt  au  point 


Je  prends  dans  le  compas,  en  métant  la  pointe  en  B, 
la  longneur  BC  =  a  du  plus  grand  coté  du  triangle  et  je 
trace  tt{a)  (2C14-C3);  je  traceC(a),  A(a)(2C,-|-2C3); 
puis  par  deus  des  intersections  d'un  de  ces  cercles  avec 
les  deus  autres  (4R|  -H  2R2),  je  place  le  centre  O  du 
cercle  circonscrit  et  je  trace  ce  cercle  (2C1  -|-  C3)  qui 
coupe  enB,,  C,  le  cercle  ABC;  je  trace  B,C,  (2R,-hR2) 
qui  coupe  BC  en  A2;  je  trace  AA^  (2R, +  R2)  qui 
coupe  le  cercle  ABC  au  point  R  de  Steiner^  je  trace 
RO  (2R,  +  R2)  qui  place  le  point  N  de  Tarry  sur  le 
cercle  circonscrit.  Je  place  G  en  traçant  deus  mé- 
dianes (4R1  +  2R2)  puisque  les  uiilieus  de  deus  cotés 
ont  été  marqués  pour  placer  O;  je  trace  GN  (2R,  -|-  R2) 
qui  coupe  le  cercle  ABC  au  point  cherché. 
Op.  :  (i6R,4-8R,H-6C,-h4G,}; 
Simplicité  :  34;     Exactitude  :  12]    8  droites,  4  cercles. 
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Remarque.  —  La  droite  GN  est  paralèle  A  la  droite 
de  de  Longchaiiips  \^a3jf?  =  o  et  a  pour  point  à  l'in- 

Il  ni  y  elc. 

a 

b.  Le  point   .  _    >  etc.,  se  construit  racileinent  soit 

avec  le  téorème  que  nous  avons  doné  (voir  plus  haut 
6.  rt.),  soit  avec  l'autre  téorème  signalé  (voir  6.  d.)  au 

niojen  de  la  droite  ^rt^jc  =  o,  soit  en  remarquant  que 
le  raport  de  ses  distances  à  BC  et  à  AC  est  t >  ce 

qui  done  un  lieu  de  ce  point,  puis  prenant  Tintersec- 
tion  de  ce  lieu  avec  le  cercle  ABC-,  mais  je  crois  que 
la  véritable  construction  géomëtrografique  est  encore  à 
trouver  et  je  n*ai  pas  analisé  ces  construclions. 

c.  Le  point  ^f,,_^,^^f,,^,_^^,y  etc.,  corespondant  à 
la  direction  des  axes,  coiuie  a  priori,  de  la  conique 
^l/— =  o  se  construit  t'içaleincnt  au  inojen  du  téo- 
rème doné  (6.  d.)  en  (!iiiplc>yaiit  la  droite  qui  joint  les 
points  de  Brocard. 

[M«3ja] 
AIRE  DR  LA  PODAIRE  OBLIQUE  DE  LA  DÉVELOPPÉE  OBLIQUE 
DE  L  ELLIPSE; 

Par  m.  E.-N.  BARTSIEX, 

CoinaiandaDt  d'Fnfanlerie, 
en    misftion    ù    Conslantinople. 


Le  but  de  cette  Noie  est  de  donner  quelques  résultats 
intéressants  concernant  iVIlipse  et  d^attirer  l'attenlion 
sur  ce  que  ce  genre  de  questions  doit  pouvoir  être 
généralisé,  par  exemple,  pour  les  courbes  à  cenire. 

Ann,  de  Mathémat.,  '\*  série,  l.  I.  (Septembre  1901.)  26 
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II   faut  'tout  d'abord  donner  quelques  défiuilions  et 
notations. 

L'équation  de  Pellipseest 

b^  07*  -4-  a^y^  —  a*  6*  =  o. 

JVous  appelons  normales  oblùfues  en  un  point  M  les 
deux  droites  qui  sont  inclinées  d'un  angle  u)  sur  la  nor- 
male droite.  Ces  mêmes  droites  sont  également  des 
tangentes  obliques  sous  Tangle  90** —  co,  et  par  consé- 
quent coupent  la  courbe  sous  Tangle  90** —  w. 

Chacune  de  ces  normales  obliques  a  pour  enveloppe 
une  développée  oblique. 

Si,  maintenant,  Ton  mène  d'un  point  O  des  droites 
inclinées  sur  chaque  normale  oblique  d'un  angle  con- 
stant O9  on  aura  sur  l'une  des  normales  des  points  P 


c;t  P',  et  sur  l'autre  des  points  P,  et  P', .  Le  lieu  de 
chacun  de  ces  points  est  une  podaire  oblique  (sous 
l'angle  9)  des  normales  obliques  (sous  l'angle  co),  ou 
pour   parler   plus   exactement,    ces   courbes    sont    des 
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podaires  obliques  {sous  V angle  6)  des  deux  développées 
obliques  (sous  l'angle  o>). 

Formons  l'équation  de  Tune  des  normales  obliques. 

Si  X  est  le  coefficient  angulaire  de  la  normale  droite 
et  [JL  celui  d'une  normale  oblique,  on  a 

[ji  =  X  dz  0). 

Prenons  la  normale  pour  laquelle  jx  =  ).  -|-  co.  L'équa- 
tion de  cette  normale  est 

y  —  &  sin^  =  tang(X  h-  (D)(ir  —  a  cos©), 

^  étant  l'anomalie  excentrique  du  point  M.  Cette  équa- 
tion s'écrit 

a?sin(X -H  co) — j^  cos ( X -h  u> ) 

=  a  cosQ  sin(X  -f-  Cl))  —  ^sincp  cos(X  -h  lo). 


Or 


rtsino 

tangA  = i-, 

ocoso 

.    ^  asincp 

sinA     =  —  •—  I 

y  a*  sin*o  -+-  b*  cos*o 

.  Aroso 

cosA     = 


a*  sin^o  -+-  6*  cos* 


L'équation    de   l'une    des    normales    obliques    sous 
Tanglc  (i>  est  donc 

Ix(a  coso)  sin  o  -h  ft  sino)  cosç) 
— jr{b  COSO)  coso  —  a  sinu»  sinçp) 
=  c«cos(i)  sinocos^  -h  adsinw. 

L'équation  de  la  seconde  normale  s'obtient  en  chan- 
geant u)  en  —  o),  ce  qui  donne 

[       2*(a  cos(i>  sin^  —  ôsinwcoso) 
(2)  *  — j(6  COSO)  cos«p-+- a  sino)  sin  «) 

(         =  c*cos(i)sino  cosç  —  aôsintu. 
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Formons  maiiilenant  les  équations  des  deux  proje- 
lanU'S  obliques  sous  l'angle  6,  abaissées  du  point  O  sur 
la  normale  (i).  Soient  (a,  p)  les  coordonnées  du  poinlO 
et  V  le  coefficient  angulaire  de  Tune  des  pit> jetantes. 
On  a 

V=:ô-+-X-hW 1  8oO. 

Par  conséquent  Téquation  de  Tune  des  projetantes 
sur  la  normale  (i)  est 

^  — p  =  laiigv(r  —  a) 
on 

(j:(^sin(6  -+-  (d)  cos^  h-  acos(6  H-io)  sinç] 
—■y[à  cos(6  H-  w)  cosç  —  a  sîn(0  +  co)siD<p] 
i       =       a[6sin  (6 -Ha>)cos<p  H- a  cos(6 -hcjj)sinç] 
\  —  p[6  cos(0  -h  a>)cuso  —  a  sin(0  -h  eu)  sin^]. 

Ou  a  Téquation  de  la  seconde  projetante  en  chan- 
geant 0  en  —  0 

(x[b  sin(u>  —  6)  coso  -H  a  cos(ti)  —  6)  sinç] 
— y[^  cos(tt»  —  9)cos®  —  a  sin  (w  —  6)  sino] 
=       a[ôsin(to  —  6)  cos(p -i- a  cosfto  —  6)sinç] 


l        -H 


b  cos(co  —  6)  cos©  -h  a  sin  (co  —  6)  sino]. 


On  trouve  de  même,  pour  les  équations  des  projetantes 
de  O  sur  la  normale  (2),  en  changeant  (u  en  —  o)  dans 
les  équations  (3)  et  (4)? 


( 


x[ — b  sin(w  —  6)  costp  -4-  a  cos(w  —  G)sinîp] 

—  ^[6  coso  cos(a)  —  6)  -+-  a  sin(<i>  —  6)  sinç] 
(  5  )    <  ' 

(=a[ —  6sin(to  —  0)  coso  -f-  acos(co  —  6)  sinç] 
—  p[6  cos©  cos(tf>  —  6)  -+-  a  sin(u)  —  6)  sinç], 
(x[ —  6  sin (ti)  -h  6)  cosç  -+-  acos(ai  -f-  0)  sin©] 
•^y[b  cosç  cos(w  -+-  6)  H-  a  sin(w  -h  0)  sînç] 
(=  a[—  6  sin(a)  -4-  O)coso  -\-  acos(ci)  -1-  8)  sin* ] 
—  Pf  ècoscp  cosfto  -T-  0)  +  a  sin((i)  -h  0)  sin'»]. 
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Nous  avons  maintenant  tous  les  éléments  pour  cal- 
culer l'aire  de  Vune  des  quatre  podaires  obliques  sous 
V angle  0  des  développées  obliques  sous  V angle  w. 

(^e  calcul  étant  fort  long,  nous  nous  contenterons 
d'en  indiquer  l'esprit. 

Cherchons,  par  exemple,  l'aire  de  la  podaire  dont 
les  équations  (i)  et  (3)  fourniraient  l'équation  de  la 
courbe  par  l'élimination  de  o. 

On  obtiendrait  Téquation  de  cette  courbe  eu  posant, 
pour  abréger  l'écriture,  0  -H  (u  =  e,  et  l'on  trouverait 
une  courbe  du  sixième  degré. 

Les  quatre  podaires  obliques  des  développées  obliques 
sont  donc  des  sex tiques. 

Mais  pour  le  calcul  de  Taire,  il  vaut  mieux  se  servir 
de  la  formule 

En  résolvant  les  équations  (i)  et  (3)  par  rapport  à  x 
et  k  y^  on  trouve  que  ces  coordonnées  sont  des  fonctions 
rationnelles  de  sîn©  et  coscp,  ce  qui  montre  que  les 
podaires  sont  des  courbes  unicursales.  On  trouve  ainsi 
que  le  dénominateur  commun  de  j:  et  j^  est 

(a*  sin'o -h  6*  cos*cp)sin6, 

de  sorte  que  x  iiiy  sont  de  la  forme 

F(sino,  coscp") 
sinÔ(a*  sin'cp  -4-  6*  cos*<p) 

_^  F|(sino,  coso) 

•^  "~  sin6(a*  sin*cp  -h  A*  cos*o) 

On  forme  alors  -j-  et  -f-  •  On  trouve  alors  pour  rfU 

une  expression  très  compliquée.  Mais  en  intégrant  de 
ç  =  o  à  y=2Tc,  on  voit  qu'un  grand  nombre  d'inté- 
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grales  du  genre  de  celle-ci 

(a*  9in*ç -h  6*  cos*«p)* 


^0 

s^annulent.  El  il  reste 


asin*6l  J^       (a*  siii»<p -f- 6*  cos*îp)* 

r""  do 

H- a*  6*  /        sin»w-— — -:-- — \- -— - 

J^  (a*  sin*-+- 6*  cos*©)* 

.,   ,    r*""  co%^9do 

J^       (  a*  sin»  ç  -h  6*  cos* o  )* 

Jo       (^*sin*îp-h6*cos*<p)«J 
Or, 

r^^         sin*©  cos*o  û?ç  __  Tt 

,/j^       (a*  sin*© -i- 62  cos*o)*  ""  a^(a -h  6)** 

r*"" d^ 7t(a«-4-6») 

J^       («*siii«©  H- é>*cos*©;*  "~        «^6»       ' 

/*  cos'cpc?©  ^     7t 

,/p       (a*  sin»cp  H- 6»  cos*©)*  "^  rt^*' 

Z'*'^  sin»cpc/©  _^     i: 

,/p       (a*sin*tp -H  6' cos*©)*  "^  a'6 


IJ  devient  donc 


l)  =  — ?^r-  [(a-.^»)»r()S»u>-f-(a«-f-  ^>»)  sin«aH- a«^-  3»] 

ou 

(8)         U  rr  — ^^    (a»-i-6»H-2«-4-B»— ao6cos«(i>). 
2  sin'O  "^ 

Comme  cette  formule  ne  change  pas  en  changeant  0 
en  —  6  et  w  en  —  o),  il  en  résulte  cjue  Taire  des  quatre 
pod aires  obliques  des  développées  obliques  est  la  même 
pour  un  même  point  (a,  fj). 
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On  voil,  d'autre  part,  que  le  lieu  des  points  (a,  ^) 
tels  que  Taire  (8)  soit  constante,  est  un  cercle  concen- 
trique k  l'ellipse. 

En  d'autres  termes,  on  a  la  propriété  suivante  : 

Si,  d'un  point  quelconque  iVun  cercle  fixe  concen- 
trique à  une  ellipse,  on  construit  les  podaires  (sous 
Vangle  ô)  des  de^^eloppées  obliques  {sous  l'angle  6), 
toutes  ces  podaires  ont  une  aire  constante  égale  à 

2  9ni*6^  ' 

R  étant  le  rayon  du  cercle  Jixe. 

Cette  propriété,  qui  est  déjà  connue  lorsque  la  po- 
daire  est  droite  et  la  développée  est  droite  (c'est-à-dir« 
lorsque  6  =  90®  et  <o  =  90"),  est  donc  tout  à  fait  géné- 
ralisée. 

La  formule  (8)  donne  donc  Taire  commune  aux 
courbes  lieux  disquaire  points  P,  P',  P, ,  P^. 

Mais  les  droites  0P«  et  OP',  rencontrent  la  droite 
INlPi^  en  Q  et  Q'  :  les  droiles  OP  et  01*'  rencontrent  la 
droite  MP|P',  en  Q«  et  Qj.  Or  la  droite  OQ  rencontre 
Pl^  sous  Tançle  (64- aw).  De  inùnn»,  la  droite  OQ', 
rencontre  P|  P',  sous  le  même  angle  (9  -+-  :i(o).  De  métne, 
les  droites  OQi  et  OQ'sont  aussi  anti-parallèles  par 
rapport  aux  droiles  PP'  et  P,  P, ,  et  coupent,  Tune  P,  P', , 
l'autre  PP,  sous  l'angle  (6  —  20)). 

Il  en  résulte  donc  immédiatement  que  les  courbes 
lieux  des  points  Q  et  Q'^,  en  substituant  dans  la  for- 
mule (8)  6  -i-  2<o  à  &,  ont  pour  aire  commune 

(9)      V  =  — 7——-T (rt'-h  62 -T-  a* -h  3" —  lab  cos^io). 

•Jtsni2(0  -h  ^w;  ^ 

De  même  les  courbes  lieux  des  points  (^  et  Qi  ont 
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pour  aire 
(lo)     W=  — ^— ^ — — .(aî-h^»-f-a»-i-  B»— .2aôcos«(o). 

Ou  a  aussi  la  relation 

(ir)         Usin»e  =  Vsin«(0  -h  2w)  =  \V  sin«(0  —  aw). 

Eu  résumé,  sur  les  huit  rourbes  lieux  des  points  P, 
F,  P,,  P;,  Q,  Q',  Q,,  Q;,  quatre  ont  pour  aire  (8), 
deux  ont  pour  aire  (9)  et  les  deux  autres  ont  pour 
aire  (10). 

Lorsque  la  podaire  est  droite  et  la  développée  est 
droite,  ces  huit  points  se  confondent  eu  un  seul. 

Il  y  a  donc  intérêt  à  envisager  divers  cas  particuliers. 

I.  Podaire  oblique  par  rapport  au  point  (a,  p)  rfe 
la  déueloppée  oblique.    —    Formules   générales  (8), 

(9),('o). 

Si  (a,  p)  est  au  cenlie  de  Tellipse, 

(12)  U  = — :— r^  (a'H-ô*— aaôcos'w), 

2  sin*6  ^^ 

(i3)  V  =  — r-rrr r  fa«-h  6*— 2a^cos*w), 

(lî)        \V  =  — ^— — ^ (a*H- 6«— 2a6cos*w). 

II.  Podaire  droite  par  rapport  au  point  (a,  P)  de 
la  développée  ob'lique  ;  9  =  90". 

(i5)  U  =  -  (aî-h6«4-a^-+-P«— ua6co8»w\ 

(16)      V  =  W= "^^  — (aî-K6*-+-a«-4-B«— 2rt6cos«w>. 

2  C05»  X  tO  ^  ^ 

Si  a  =  o,  p  =  o, 
(1;)                     U  =  7  (^/*-+-^*— a'/^cos'w), 
(i«)  V=::\V~  ---— («î-h  A«— 2a6c()s2w). 
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III.  Podaire  oblique  par  rapport  au  point  {ol^^)  de 
la  développée  droite  :  w  =  o. 

Si  a  =  o,  P  =  o, 

(20)  U  =  V  =  W  =  —?—.  (a  -  6)«. 

IV.  Podaire  droite  par  rapport  au  point  (a,  P)  de 
la  développée  droite  :  (u  =  o. 

(21)  U  =  V  =  W=-[(rt  —  6)«-H  a«r4-  p«]- 

Si  a=:  o,  P  =  o, 

(aa)  U  =  V  =  W=-(a-6)«. 

y.  Lorsque  o>  =  90^,  la  développée  oblique  devient 
Tellipse. 

Par  conséquent,  la  podaire  oblique  de  V ellipse  par 
rapport  au  point  (a,  P)  a  pour  aire 

(23)  U  =  — ^(a«-h6«-i-a«H-8»), 

et  sa  podaire  droite 

(24)  U  =  ~(a»-+-6»-+-a«-hp*). 

Lorsque  le  point  (a,  p)  est  le  centre  de  Tellipse,  on 
trouve  pour  la  podaire  oblique  du  centre  de  Tellipse 

et  pour  sa  podaire  droite 

(26)  u  =  -rrt»H-6V). 
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Voici  encore  quelques  propriétés  relalives  à  ces  aîi-es  : 
]^  Si  )W  considère  Taire  (8)  de  la  podaire  oblique 
de  la  développée  oblique  sous  Tangle  eu  et  Taire  sui- 
vante de  la  podaire  oblique  de  la  développée  oblique 
sous  Tangle  perpendiculaire  au  premier,  90°-!-  co, 

(27)        Ui=  — :î-^(a*-+-ô*-4-a«-*-  B*— 2a^sin*co), 
on  en  déduit 

Donc,  quelque  soit  le  point  (a,  P),  la  différence  des 
aires  U«  —  U  est  constante. 

Lorsque  la  podaire  et  la  développée  sont  droites, 

(29)  Ui—  U  =  iraô, 

et,  quel  que  soit  (a,  P),  la  diflerence  U|  —  U  est  égale 
à  Taire  de  Teliipse. 

2**  La  formule  générale  (8)  de  Taire  peut  encore 
s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

sin^Ox  U  =      r^(a  -.  6)«  +  ^(a«-i- p»)|  cos«w 
4_rf  (aî-h6«)-f-  -(ôt*-h  p«)]sin»a). 

Or,  si  nous  désignons  par  P^  la  podaire  du  centre  de 
Teliipse,  par  Pd  la  podaire  du  centre  de  sa  développée 
et  par  2  la  demi-aire  du  cercle  a^^ant  pour  rajon  la  dis- 
tance de  O  au  centre  de  Teliipse,  cette  expression  devient 

(30)  U=  -^-^(PEsin2u>-i-Pi,cos»(i>-4-2), 
car 
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3^  On  trouve  pour  l'équation  de  la  podaire  droite  de 
]a  développée  oblique,  par  rap|>ort  au  centre  de  l'ellipse, 

((j:«-I-j'*)«[      (ô*  cos*(o -ha*sin*a))a?* 
-h  (6*  sin*a>  -h  a*  cos*(i>)  y* 
—  ic^xysmiù  Costa] 


( 


=  [(«*ar*-+-  b*y*)  sino)  —  c^xjy  cosu)]*. 


Cette  courbe  est  en  général  une  sextique  et  a  pour 
aire  Texpression  (17). 

Lorsque  w  =  o,  on  retrouve  Téquation  connue  de  la 
podaire  du  centre  de  la  développée 

(32)  (6«j:»-+-a*jr«)(a:»H-j^»)«=  c*a7«^«. 

Pour  <o  =  90°,  on  a  la  podaire  du  centre  de  Tellipse, 
c'est-à-dire  la  quartique 

(33)  (a:«-+-j^»)«=a«ar«-{-6«^». 

4°  Aire  d'une  dév^eloppèe  oblique  de  V ellipse.  — 
Considérons  la  développée  oblique  qui  est  l'enveloppe 
de  la  droite  (i).  Si  l'on  prend  la  dérivée  de  l'équation  (i) 
par  rapport  à  ©  et  si  l'on  résout  ces  deux  équations  par 
rapport  à  x  et  y^  on  trouve  pour  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  développée  oblique 

X  =  sin(i)(ô  coso>  sin©  -H  a  sinco  cosç) 

H r-costi)(6  costi)  cos'©  H-  a  sino)  sin'o), 

y  =  sin(i)(6  sin  w  sin©  —  a  cosio  coso) 

c* 

H r  cos(i>(6  sincu  cos'ç  —  acosto  sin»<p). 

Ce  point  qui  est  le  centre  de  courbure  oblique  s'obtient 
d'ailleurs  par  une  propriété  connue,  en  projetant  le 
centre  de  courbure  en  M  relatif  à  la  normale  droite,  sur 
la  normale  oblique.  De  sorte  que  si  R'  est  le  rayon  de 
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courbure  oblique  et  R  le  rayon  de  courbure  droit,  on  a 
R'=Rcosw. 

L'aire  Â  s'obtient  au  moyen  de  la  formule 

On  trouve,  par  un  calcul  facile,  en  intégrant  de  f  =  o 

à  cp=  2ÎC  : 

Site* 

(34)  X  =  Tzab  sin^tù — — — 7-cos*td. 

oao 

Telle  est  Taire  de  la  développée  oblique.  On  voit  que 
la  développée  obli(|ue,  enveloppe  de  la  normale  (2), 
a  mémo  aire  (34)*  Si  Ton  pose 

E  et  D  étant  les  aires  de  Tellipse  et  de  sa  développée, 
l'aire  de  la  développée  oblique  sous  l'angle  co  prend  la 
forme  remarquable  suivante  : 

(35)  A  =  Esin^w  — Dcos*u). 

Getie  formule  est  à  rapprocher  de  celle  qui  donne 
l'aire  de  la  podaire  droite  du  centre  de  la  développée 
oblique 

(36)  U  =  Pe  sin*w  -4-  Pd  cos'o). 


[R3] 
REMAItQUES  AU  SUJET  DES  DROITES  DE  NUL  MOMENT; 

Par  un  Anonyme. 


I.  Considérons  un  système  (S)  de  forces  appliquées 
à  un  solide.  Ces  forces  peuvent  être  décomposées  en  une 
infinité  d'autres,  à  Taide  des  règles  bien  connues. 
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Soit  (D)  une  de  ces  décompositions,  et  imaginons  que 
J'on  distingue  dans  le  système  (D)  deux  groupes  (G) 
et  (G/)  de  forces.  Au  groupe  (G)  on  peut  faire  corres- 


pondre un  complexe  (c)  lieu  des  droites  de  nul  moment 
relatives  à  (G).  Demôiue,  au  groupe  (G')  on  peut  faire 
correspondre  un  complexe  {d). 

D*aillcurs«  soient  ÛG  et  ÛG'  les  axes  des  couples  ré- 
sultants de  (c)  et  de  (c')  pour  un  point  û  de  l'espace. 

Par  le  point  Û  passe  un  plan  du  complexe  (c)  et  un 
plan  du  complexe  (c').  Ces  plans  se  coupent  suivant 
une  droite  x'x  perpendiculaire  à  ûG  et  à  ÛG' et,  par 
suite,  à  ÛR,  axe  du  couple  résultant  du  système  pri- 
mitif. 

.  II.  On  peut  faire  une  infinité  de  décompositions  de 
forces  telles  que  (D)  et,  chaque  fois,  considérer  un 
ensemble  de  deux  groupes  arbitraires  tels  que  (G)  et  (G'). 
On  obtient  ainsi,  en  considérant  le  même  point  û  de 
l'espace,  un  faisceau  de  droites  x' x  contenues  dans  un 
même  plan,  puisque  ce  plan  est  précisément  le  plan  du 
complexe  (c)  qu'on  obtiendrait  en  clierchant  direc- 
leiheut  les  droites  de  nul  moment  du  système  primitif. 
On  peut  en  déduire  immédiatement  que  le  lieu  de  la 
congruence  (v)  commune  h  deux  quelconques  des  com- 
plexes précédemment  définis  esl  le  conqdrxe  [c). 
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III.  Eli  particulier,  si  p  systèmes  de  forces  sont  équi- 
valents, le  lieu  des  congruences  (y),  obtenues  par  la 
considération  de  deux  groupements  quelconques  des 
forces  de  l'un  des  p  systèmes,  est  un  complexe  I inéaire, .... 

IV.  Ces  remarques  donnent  la  solution  de  la  question 
suivante  ; 

On  considère  deux  complexes  c  et  c'  et  ta  congruence 
(y)  correspondante.  Trouver  la  loi  la  plus  générale 
liant  (c)  et  (c')  en  sorte  que  le  lieu  de  (v)  soit  un  troi- 
sième complexe  (c). 


(B12c] 
APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  DE  GRASSMANN  A  UNE 
DÉMONSTRATION  DE  DEUX  THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE 
DIFFÉRENTIELLE; 

Par  un  Anonyme. 


La  méthode  de  Grassmann  conduit  très  aisément  aux 
théorèmes  suivants  démontrés  par  M.  C.  Lamioni  dans 
le  numéro  de  décembre  des  Noiwelles  Annales  : 

i"  Si  une  ligne  de  courbure  est  géoilésique  elle  est 
plane; 

2"    Chaque  ligne  géodésique plane  est  de  courbure. 

Un  point  P  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes tt  et  1^  appartient  k  une  surface;  u  el  v  étant 
exprimées  en  fonction  d'un  paramètre,  la  variation  de  ce 
paramètre  entraîne  le  déplacement  de  P  le  long  d'une 
courbe  do  la  surface. 

Soient  :  T  le  vecteur  unité  parallèle  à  la  tangente  à 
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celle  courbe,  M  la  normale  principale*,  B  la  biuorinale; 
soit  enGn  n  le  vecteur  unité  normal  à  la  surface  en  P. 
La  condition  qui  exprime  que  P  décrit  une  ligue  géo* 
désique  est  la  suivante  (•^)  : 

(i)  /iNT  =  o, 

en  prenant  comme  paramètre  la  longueur  de  Tare  décrit 
el  dérivant  il  vient 

-rNT-+-/i-7-T-i-/iN-r-=o, 
as  ds  ds 

ou  en  tenant  compte  des  formules  de  Frenet  : 

Supposons  que  celte  ligne  géodésique  soit  dq  cour- 
bure, nous  aurons  comme  condition  : 

(3)  "5'^=°= 

mais  la  relation  (i),  qui  exprime  que  n^  N  et  T  sont 
com planaires,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

n  =  aNH-pT, 

par  suite  (3)  devient 

et  comparée  à  (2)  donne  finalement 

i/iTB  =  o,         -=o, 

car  iiTBest  forcément  différent  de  zéro.  La  ligne  pro- 
posée est  donc  bien  plane . 


(*)  Voir  Henri  Fehr,  Applicatioh  de  la  métlwde  vectorielle  de 
Grassmann  à  la  Géométrie  infinitésimale  (Thèse). 
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Inversement  supposons  que  la  ligne  géodésique  soit 
plane*,  on  a  successivement 

as 
qui  exprime  qu'elle  est  de  courbure. 


AGRÉGATION  DBS  SCIENCES  MATHÉMATIQUES  (CONCOURS 
DE  1900).  SOLUTION  ANALYTIQUE  ET  GÉOMÉTRIQUE  BB 
LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES; 

Par  m.  a.  VAGQUANT, 

Professeur   au    lycée   de   Nancy. 


I**  L'équation  du  cône  C  est 

Aar'-h  i^yz  =  o. 

En  désignant  par  a,  ^,  y  les  paramètres  directeurs  do 
la  droite  D  et  par  x^  l'abscisse  de  son  point  de  ren- 
contre avec  OX,  les  équations  de  D  sont  ' 

X  —  Tx         y        z 

-^  =  1  =  7  =  ^- 

L'équation  d'une  surface  S  tangente  au  cône  C  eu 
tous  les  points  d'une  courbe  plane  est  de  la  forme 

Aa:'-{-  2hyz  -h  'k(ux  -+•  vy  -^-  wz  -h  A)*=  o. 
La  droite  D  devant  être  située  sur  S,  l'équation  sui- 
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vaille  en  p  doit  être  identique 

A(a7i-f-ap)*-f-2BPYp*-+-X[Ma;iH- A-i-p(Ma-Hpp-4-WY)]'=o. 

D'où 

•  Aa«-f-2BPYH-X(waH- ^P -+- wy)*  =  o, 
Aaa?i-+-  X(aa7j-h  A)(aai-*-ppH-  (vy)  =  ®» 
A  J7Î+  X(a3:|-H  k)^=  o. 

Ces  trois  rclalions  s'écrivent 

Aa*-t- 2BpY  _  w* -+- ♦'P -H  wY  __   a  >^  _      — Aa?} 

Les  deux  premières  simplifiées  sont 

(1)  2BpY  =  o. 

(a)  a?i(p8-h«'Y)  —  ah  =  o. 

La  relation  (i)  signifie  que  la  droite  D  doit  être,  soit 
dans  le  plan  a: O^'  pour  y  =  o,  soit  dans  j:  O z  pour  p  =:  o, 
c'est-à-dire,  dans  l'un  ou  l'autre  cas,  tangente  au  cône. 

La  relation  (2)  exprime  que  la  droite  D  perce  le 
plan  X  =  o  sur  la  droite  d'intersection  x  =  o, 
^y  +  wz  +  A  =  o  du  plan  jOz  et  du  plan  de  la  co- 
nique de  raccordement  de  S  et  de  C.  Dans  le  cas  où  la 
droite  D  est  dans  le  plan  xOj/"  elle  rencontrera  donc  Oy 
en  un  point  I  appartenant  à  cette  conique. 

î4**  Supposons  y  =  o,  D  est  dans  le  plan  xOy,  Pour 
trouver  le  lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  S, 
on  élimine  Uj  ^,  w,  X,  h  entre  les  équations 

(2)  t^pari  —  ah  =  o  ou  -  =  0 — , 

a        ^Xi 

^ ^"^1 

Aa?-i-XaR  =  o,        B^-f-Xi^R  =  o,        Bjr  -h'kwR  =  o, 

en  posant  K  ^  u  x  -{-  vy -+•  wz  +  /*. 

Ann.  de  Mathcmat.,  4'  série,  t.  I.  (Septembre  1901.)  27 
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Ces  équations  s'écrivent 

Aa?  _  Bz  _  By  _^      .      _  Aa:î(Mar-4-pj'-t- wz -t- A) 
«    ""    t*    ""    H'    ""  ~  (wa^i-4-A)* 

On  en  déduit  • 

\x  V  y 

B^  z 

iix-i-  vy-^-  wz  -+-  A  =  -^ h  1VY  H- A,. 

dZ 

,       vKxxx        , 

B-s  _^  \x\{kvx'^-\~iBvyz  '\-Bhz)Bz 
V    "  {\.vxx\'\-làhzy 

Remplaçant,  dans  cette  équation  homogène  en  v^  et  /i, 
Vf  par  a  et  A  par  ^Xi,  on  a,  après  suppression  du  fac- 
teur x^  B«, 

(Aaa7-hBp^)*=  Aa(Aaa?*-haBaj^«  h- BpiTi*). 

Développant  et  supprimant  le  facteur  Bz,  on  obtient 

(P)  2 Aa(  ^x  —  ay)  h-  B p«-8  —  Xa^Xi  =  o 

pour  Téquation  du  plan  P. 

La  trace  du  plan  P  sur  le  plan  xO^,  savoir 

P^~«7— ^  =0, 

est  une  droite  S  parallèle  à  D  et  équidistante  de  Det 
deO. 

De  plus,  le  plan 

2Aa(p.r  — aj^)H-Bp»i;  =  o, 

parallèle  à  P  en  passant  par  O,  est  tangent  au  cône  C, 
comme  on  le  vérifie  aisément;  de  sorte  que  P  est  pa- 
rallèle au  deuxième  plan  tangent  au  cône  C  parallèle  à 
la  droite  D  (le  premier  étant  xOy);  le  plan  P  est  ainsi 
défini  géométriquement. 
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3®  Quand  la  droite  D  se  déplace  dans  le  plan  xOj 
de  façon   que   le  pian   P  passe  par  un   point  donné 
A(xo,J^o,^o),  on  a 
(3)  -iABCParo— a7o)H-Bp«^o— AaPx,  =  o. 

Les  coordonnées  de  plan  P  sont 

«  =  2Aap,         P=  — îiAa»,         w  =  Bp«^        h=  —  Kol^Xx. 
L^élimination  de  a,  ^  donne 

"^        4A«  xAB 

OU 

Btt*  -HaAi^n»  =  o; 

c^est  Téquation  langeutielle  du  cône  C  de  sommet  O. 
Donc  le  plan  P  enveloppe  le  cône  parallèle  à  C  de 
sommet  A.  Ce  résultat  était  évident  d'après  la  défini- 
tion géométrique  de  P. 

La  droite  D  du  plan  xOy  a  pour  équation 

^a:  — d^  — pj:,=  o 
ou,  en  tirant  X|  de  la  relation  (3), 

Aa(Par  —  aj^)  —  2Aa(Pa?o—  aj^o)  —  Bp*^o=  «• 
Ordonnant  celte  équation  par  rapport  à  a,  P,  elle  s'écrit 

Aa*(2^o — y)-^  Aap(a:  —  2a?o)  —  Bp*-3o=  o, 
d^où  immédiatement  Téquation  de  Tenveloppe  de  D 

A»(j7  —  2aro)'-+-4  AB-ioCajo  — J')  =  o 
OU 

(t  — 2j:o)*=  —j^(y  —  '^y^)' 

C'est  réquatron  d'une  parabole  Q  passant  par  le 
point  O'  de  coordonnées  (ax©,  ajo);  la  tangente  en  ce 
point  est  parallèle  à  Ox;  les  diamètres  sont  parallèles 
kOy. 
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4''  Le  paramètre  p  de  la  parabole  Q  est  donné  par  la 
formule 

/?  =±  —  —  sin«6, 

en  désignant  par  6  Tangle  des  axes  Oa:,  O^^  sî;?  est 

donné,  z^  est  connu  et  a  pour  valeur      J^.  ^^    ou  cette 

valeur  changée  de  signe  ^  le  lieu  de  A  se  compose  donc 
de  deux  plans  parallèles  au  plan  xOy  et  équidistants  de 
ce  plan. 
5**  Soient 

Téquation  d'un  plan  quelconque  7t  et 

A  a:*  -h  !i  Byz  -|-X(wa7H-p^-f-fv^-Hi)«=o 
celle  des  surfaces  S  qui  lui  sont  tangentes;  on  a  vu  (i^) 

""  (Ma7,H- ijï'  a  ~~  par,' 

J'ai  supposé  ]i^z=zh=z  i  pour  simplifier  un  peu  les 
calculs. 

Les  coordonnées  (x,y,  r)  du  point  de  contact  M  du 
plan  TT  vl  d'une  surface  S  satisfont  aux  équations 

/        A3:-4>XfiR_Bz-HXpR_Bj-hXtyR       . 

(4)        I  "o  ~  fo  ~  tvo  " 

I  (Rr;=  f/x-i-i^^-f- (v^  +  i;  «oiP-t-t'oJ-*- «'0*-+-!  =  o). 

On  obtient  un  deuxième  lieu  de  M  (le  premier  étant 
le  plan  tt)  eu  éliminant  u  et  w  entre  les  équations  (4) 
qu'on  peut  écrire 

_A^  ^     B^     ^      Br      ^_;^,^ 
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D'où 

Ax 

w—  (Vo=  -(v  —  vo), 
z 

hz                \x\        . 
=7 —^i^ux->rs?y-\-wz-\-\) 


ou 


ou 


[Aar^j  (p  — (?o) -H  (aoa?!  H-i)B^]»  =  Aa?}  (  p  — t^o  )'(Aa7*+ «2  Bj^3). 

En  développanl  et  supprimanl  le  facteur  Br,  on  ob- 
tient 

(  'aA(c;— t'o)ari[(aoa:i-M)a7  — (v^  — t^o)^iJ^] 

\  -l-(Wo^i-4-i)'B;5  =  o 

avec 

Le  Heu  des  points  de  contact  M (x,  j^,  z)  est  donc  la 
droite  A  définie  par  les  équations  (n)  et  (tti  ).  Le  plan  U| 
est  celui  qui  passe  par  A  et  Torigine  O.  Si  Ton  pose 

U(sXx  -f-  I       _ 

l'équation  (iC|)  s'écrit 

(iTi)'  B^p*-H2Aa?p  —  aA^  =  o. 

L'enveloppe  de  ce  plan  qui  passe  par  O  est  le  cône 
A*a7*-f-  ?.  AB^^  =  o, 

c'est-à-dire  le  cône  C.  Donc  la  droite  A  est  tangente  au 
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cône  C.  L'équation  (it»  )  s'écrit  encore 

Pour  tous  les  points  de  A,  on  a 

UqX  -4-  Vo^  =  —  (w^os  -+■  i). 

Comme  ux»  =  7^>  la  droite  A  est  donc  située  dans  le 
P 
plan  1C2  représenté  par  l'équation 

lAiv  —  Vo)^!    —  Jfi(<Vo-aH-i)H-a7—  ^>^ 

ou 

\  ik(v  —  Vo)xi(x'-xi—^yj 
(       -+■  [B(«(,a?|  H-  1)'—  '2  Aa7}(^ —  t'o)»«'ol'5  =  o- 
Si  l*on  pose 

—    ^{UoXi'^ï)^—9.\x\iVo(v  —  ifo) 

l'équation  (ita)  s'écrit 

Les  équations  de  la  droite  D  étant 

X  —  Xi        y 

— -— ^  =  ^  ,  *  =  o, 

a  p 

on  voit  que  le  plan  iCa  contient  la  droite  D  et,  par  suite^ 
la  droite  A  rencontre  la  droite  D. 

Ainsi  les  droites  A  s'appuient  surD  et  sont  tangentes 
au  cône  C. 

Quand  le  plan  iz  se  déplace  arbitrairement  dans 
l'espace,  les  droites  A,  représentées  par  les  équations  (iCi  y 
et  (7^2)',  forment  la  congruence  des  droites  s'appujraDt 
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sur  D  en  restant  tangentes  au  cône  C  ;  les  deux  para- 
mètres arbitraires  sont  p  et  ;jl. 

Les  équations  (tt,  )'  et  (7^2/  montrent  que  par  un  point 
quelconque  (i>  de  l'espace  il  passe  deux  droites  A  qui 
sont  d'ailleurs  les  tangentes,  issues  de  (o,  à  la  section  du 
cône  C  par  le  plan  défini  par  la  droite  D  et  le  point  co. 

Quand  A  se  déplace  dans  un  plan  1^  passant  par  D, 
comme  A  reste  tangente  au  cône  C,  le  plan  iz  qui  passe 
par  A  enveloppe  la  section  du  cône  par  le  plan  n'.  Ce 
résultat  est  d'ailleurs  facile  à  établir  analytiquement. 

Soit 

(  t:')  x  —  Xt—'^y-hkz  =  o. 

l'équation  du  plan  t^  passant  par  D.  D'après  l'équa- 
tion (ica)  on  doit  avoir,  entre  la  constante  k  et  les  coor- 
données Uq,  i^o}  ^0  au.  plan  ic,  la  relation 

OU 

B(Moari4-l)»-H2A(('o—  S^)Xi{WoXi-h  k)  =  o, 


a 
Ixi 


c'est-à-dire,  en  remplaçant  v  par  g^ 

B^{uoXi-^  ly -h  ^A(vo^ Xi  —  a)  (woXi-H  A)  =  o. 

C'est  Téquation  tangenlielle  d'une  conique  située  dans 

le    plan  des    trois  points    (j:,,o,  o),    fo,  —  ^— ^»  oj, 

(  o,  o,  -77  j  appartenant  au  plan  it',  el  située  aussi  sur  le 

côneC,  car,  en  annulant  la  variable  d'homogéuéi lé  dans 
l'équation  de  cette  conique,  on  obtient  : 

B  p  aj  a?}  -+-  2  A  p  a?!  t»o  wo  =  o 
ou 

BmJh- 2A<;o«'o=  o, 

c'est-à-dire  l'équation  tangenlielle  du  cône  C. 
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Solution  géométrique. 


Tous  les  résultats  précédents  s'obtiennent  aisément 
par  la  Géométrie. 

1°  Le  plan  défini  par  le  point  O  et  la  droite  D  est  tan- 
gent à  la  surface  jS  et  par  suite  au  cône  C,  de  sommet  O, 
circonscrit  à  cette  surface  {^fig-  \)\  donc  la  droite  D  est 


dans  un  plan  tangent  au  cône  G;  comme  elle  ren- 
contre Ox  en  un  point  D|,  elle  sera  dans  un  des  plans 
tangents  au  cône  G  passant  par  la  droite  O x,  c'est-à-dire 
dans  le  plan  xOj^  ou  le  plan  xOz.  Supposons  la  droite  D 
située  dans  le  plan  xOy  ;  elle  touche  le  cône  en  un  cer- 
tain point  de  Oy,  soit  I,  qui  est  aussi  le  point  de  contact 
avec  la  surface  S  du  point  tangent  xOy  ou  (O,  D)  ;  donc 
la  droite  D  perce  le  plan  de  raccordement  de  S  et  G 
sur  Oj, 

a'*  Je  considère  la  génératrice  D'de  la  surface  S  paral- 
lèle à  D  (yîg^.  a);  le  plan  (D,  D')  coupe  le  cône  G  sui- 
vant une  conique  y  tangente  en  1  à  D  et  tangente  aussi 
•A  D',  car  le  plan  (O,  D')  est  tangent  à  la  surface  S  et  au 
cône  G  en  un  même  point  V  de  D'  ;  or  le  plan  101'  con- 
jugué de  D  dans  le  cône  est  fixe,  quand  D  est  fixe; 
donc  or  est  une  droite  fixe.  Dans  le  plan  (D,  D')  asym- 
ptote de  la  surface  S,  la  droite  I^,  équidisiante  de  D 
et  ly,  contient  le  centre  de  la  surface  S;  on  peut  remar- 
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quer  aussi  que  D"  conlient  le  centre  a  de  la  conique  y, 
car  ce  centre  est  le  milieu  de  IF.  La  droite  !>'  reste  donc 
dans  un  plan  P  parallèle  au  plan  OVU  et  équidistant  de 
ce  plan  et  de  D.  La  trace  de  P  sur  le  plan  xOy  est  une 


droite  8,  parallèle  à  D  et  équidistante  de  O  et  de  D.  Ce 
plan  P,  lieu  des  droites  !>'  qui  contiennent  les  centres 
des  surfaces  S,  est  aussi  le  lieu  de  ces  centres  ;  car  si  Ton 
considère  une  surface  S|  se  raccordant  avec  C  le  long 
d'une  conique  yi  passant  par  I  et  F,  son  centre  décrit  D^ 
quand  yi  varie. 

3**  Si  le  plan  P  passe  par  un  point  donné  A,  il  enve- 
loppera un  cône  parallèle  à  C,  de  sommet  A.  Le  plan 
passant  par  D  et  parallèle  au  plan  (O,  T/)  coupe  la 
droite  fixe  OA  en  un  point  O'qui  est  fixe,  car  ACK  =  OA, 
de  sorte  que  le  plan  (O',  D)  enveloppe  un  cône  C  pa- 
rallèle à  C,  de  sommet  O';  la  droite  D,  mobile  dans  le 
plan  xOyr  enveloppe  donc  la  section  de  ce  cône  C 
par  le  plan  xOj",  celui-ci  étant  tangent  au  cône  G 
est  parallèle  à  un  plan  tangent  au  cône  C'^  donc  la  sec- 
tion est  une  parabole  Q  dont  les  diamètres  sont  paral- 
lèles à  Oj". 

4**  Le  paramètre  de  cette  parabole  ne  dépend  que  de 
la  distance  du  point  O'  et  par  suite  du  point  A  au 
plan  xOy;  donc  le  paramètre  restera  constant  quand  le 
point  A  restera  à  une  distance  constante  de  xOy^  c'csl- 
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à-dire  décrira  deux  plans  parallèles  à  xOy  et  équidîs- 
lanls  de  ce  plan. 

5**  Soit  B  le  point  de  rencontre  de  la  droite  D  et  du 
plan  Tz  {Jig.  3);  le  plan  tz  tangent  à  une  surface  S  la 


coupe  suivant  deux  génératrices  A,  A'  dont  Tune  A  passe 
par  B.  Le  plan  (O,  A)  est  tangent  au  cône  et  passe  par  le 
point  B;  donc  il  est  fixe  :  c^est  le  deuxième  plan  tangent 
au  cône  C  (le  premier  étant  xOy)  passant  par  B.  La 
droite  A  étant  l'intersection  de  deux  plans  fixes,  tz 
et  (O,  A),  est  fixe.  Le  point  de  contact  M  de  S  et  ic 
étant  sur  A,  le  lieu  de  M,  quand  S  varie,  est  cette 
droite  A.  Ou  voit  que  A  s'appuie  sur  D  et  est  tangente 
au  cône  G. 

Quand  le  plan  n  se  déplace  arbitrairement  dans  l'es- 
pace, les  droites  A  forment  la  congruence  des  droites  qui 
s'appuient  sur  D  et  sont  tangentes  au  cône. 

Par  un  point  quelconque  (o  de  l'espace,  il  passe  deux 
droites  A  qui  sont  les  tangentes,  issues  déco,  à  la  section 
du  cône  C  par  le  plan  (co,  D). 

Quand  A  se  déplace  dans  un  plan  tt'  passant  par  D, 
comme  A  reste  tangente  au  cône,  le  plan  tt,  passant  par  D, 
enveloppe  la  section  du  cône  par  le  plan  tJ . 
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SMiirrWNS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1616. 

(IWl,  p.   ii\) 

La  tangente  en  un  point  de  la  développée  d^une  conique 
coupe  cette  développée  en  quatre  points  autres  que  le  point 
de  contact  :  démontrer  que  les  tangentes  en  ces  points  sont 
concourantes  et  se  coupent  sur  V ellipse  ayant  pour  sommets 
les  points  de  rebroussement  de  la  développée, 

SOLUTION 
Par  UN  ANONYME. 

L'équation  de  la  développée  de  la  conique  ~  -+-  4j  —  i  =  o 
est 
(T)  a* <^* IV* H- 6* a* tp*  —  c* tt* t'*  =  o. 

Cette  courbe  a  trois  tangentes  doubles  :  les  axes  delà  conique 
et  la  droite  de  l'infini,  et  les  deux  points  de  contact  de  cha- 
cune de  ces  droites  avec  la  courbe  sont  des  points  de  rebrous- 
sement. 

Soient  lio,  <^0)  «^o  les  coordonnées  d'une  droite  À  :  les  tangentes 
aux  points  où  A  coupe  F  sont  tangentes  à  la  courbe 

!UtiU{b^W^ — C^V^) ->rViiV{a'^W^ — c*w*) 
-4-  Wow(a*p*-+-  6*m')  =  o. 

Si  nous  supposons  A  tangente  à  F,  et  si  nous  désignons  par  A, 
B,  G,  D  les  tangentes  à  F,  aux  points  où  À  coupe  cette  courbe, 
la  courbe  F  et  la  courbe  de  troisième  classe  (i)  ont  les  tan- 
gentes communes  suivantes  :  A,  B,  G,  D  les  axes  de  coor- 
données, la  droite  de  l'infini  et  la  droite  À,  ces  quatre  der- 
nières comptant  deux  fois.  Le  théorème  sera  démontré  si  nous 
prouvons  que,  dans  ce  cas,  la  courbe  (i)  se  décompose  en  un 
point  et  une  conique  tangente  aux  axes,  à  la  droite  de  l'infini 
et  à  A  au  point  où  elle  touche  F,  c'est-à-dire  si  l'on  peut  déter- 
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m'mer  oc,  p,  Y)  ^)  '^i  Pi  ^^  manière  que  Ton  ait  idenliquement 

d'où 

(a)       ?Po  «•  =  «/>,        —  c*Po  =  T''*»        6*(Vo=P/w 
f  («m-f-p/n-Y/^  =  o)* 

On  déduit  des  six  premières  relations 

,    ,,  1  a«i'ofVo       b^WfiUfi        —c^ttoi'o 

(2)'  / 

j     /w         _      '^  _^     P 

Remplaçant  m,  /i,/>  par  les  quantités  proportionnelles  dans 
la  septième  relation  (2),  nous  avons 

apow^o-i-  pwoWo-i- Y«*o^o=  o, 

qui  exprime  que  A  est  bien  tangente  à  la  conique 

a  piv  -H  p  wu  -i-  Y  Mi'  =  o. 

Le  point  de  contact  a  pour  coordonnées  homogènes 

P«'o-hY*'o»     Y^o+awoi     ««'o-^Pmo» 

le  point  de  contact  avec  T  a  pour  coordonnées 

et  ces  deux  points  coïncident  en  vertu  des  relations  (2'). 

Enfin,  en  tenant  compte  des  mêmes  relations,  la  dernière 
égalité  (2)  s'écrit 

a»  vl  wl  4-  6»  ul  wl  —  c*  wj  (^J  =  o, 

qui  exprime  précisément  que  A  est  tangente  à  F;  la  première 
partie  du  théorème  est  démontrée. 

Soit  M  le  point  de  concours  des  tangentes  en  A,  B,  G,  D, 
à  la  développée;  les  coordonnées  homogènes  de  ce  point 
étant  m,  n^  p^  qui  sont  proportionnelles  à  Pq^O)  <vo2£o)  ^o^oj 


Digiti 


zedby  Google 


(4^9) 
la  dernière  relation  ci-dessus  s*écrit 

a*  m'  -h  6*  n*  —  c*/>*  =  o  ; 

en  revenant  aux  coordonnées  cartésiennes,  on  voit  que  le 
point  M  est  sur  la  conique 

a^x^-\-  b^y^  —  c*=  o. 

C'est  bien  la  conique  indiquée  dans  Ténoncé;  elle  passe  aux 
points  à  rinfini  de  F. 

Généralisation,  —  Si  Ton  considère  u,  ç^  w  comme  des 
coordonnées  trilatères,  et  si  l'on  fait  abstraction  de  la  relation 
qui  lie  a,  6,  c,  on  voit  sans  peine  que  l'équation  (T)  est  l'équa- 
tion générale  des  courbes  de  quatrième  classe  ayant  trois  tan- 
gentes doubles  à  points  de  contact  de  rebroussement,  de  sorte 
que  les  propriétés  ci-dessus  s'appliquent  à  ces  courbes;  on 
remarque  que  les  deux  points  de  rebroussement  situés  sur  une 
tangente  double  sont  conjugués  par  rapport  aux  deux  autres 
tangentes,  et  que  la  conique  lieu  de  M,  qui  passe  aux  six  points 
de  rebroussement,  est  conjuguée  par  rapport  au  triangle  des 
tangentes  doubles. 

La  droite  A  ayant  pour  équation 

u^x  -h  Voy  -4-  «Vo^  =  o, 

et  les  coordonnées  de  M  étant 

1  I  I 

9       — f       — > 

Mo       ♦'o        w© 

le  point  M  est  le  pôle  trilinéaire  de  A  par  rapport  au  triangle 
de  référence. 

Corrélativement,  on  peut  énoncer  les  propriétés  suivantes  : 

1**  Dans  une  quartique  trinodale  à  tangentes  inflexionnelles 
aux  points  doubles,  les  tangentes  en  un  point  double  sont  con- 
juguées par  rapport  aux  deux  autres  points  doubles; 

2**  Si  d'un  point  d'une  telle  courbe  on  lui  mène  les  quatre 
tangentes  autres  que  la  tangente  en  ce  point,  les  points  de 
contact  de  ces  quatre  droites  sont  en  ligne  droite,  et  cette 
droite  touche  à  une  conique  tangente  aux  six  tangentes  in- 
flexionnelles et  conjuguées  par  rapport  au  triangle  des  points 
doubles; 

3'  Par  exemple,  la  lemniscate  étant  une  telle  courbe  dont 
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les  points  doubles  sont  le  centre  et  les  points  cycliques^  les 
points  de  contact  des  quatre  tangentes  à  la  lemniscate  issues 
d'un  point  N  de  cette  courbe  sont  en  ligne  droite,  et  cette 
droite  L  est  tangente  à  une  hyperbole  équilatére  fixe  H  qui  a 
pour  asymptotes  les  tangentes  à  la  lemniscate  en  son  centre  O. 
La  droite  L  étant  la  polaire  trilinéaire  de  N  par  rapport  au 
triangle  OU  (I  et  J  désignant  les  points  cycliques),  ON  est 
perpendiculaire  à  N. 

Remarque.  —  L'hyperbole  H  étant  une  transformée  par 
inversion  de  la  lemniscate,  ce  qui  précède  conduit  au  théorème 
suivant  :  Par  un  point  n  d'une  hyperbole  équilatére  et  par  son 
centre,  on  peut  faire  passer  quatre  cercles  tangents  à  cette 
conique  en  un  point  différent  de  n,  les  quatre  points  de  con- 
tact sont  sur  un  cercle  passant  par  le  centre  et  ayant  son 
centre  sur  On;  l'enveloppe  de  ce  cercle  est  une  lemniscate  de 
BernouUi. 

i7S2. 

(  1897,  p.  436.) 

Étant  donnée  r équation 

<p(a:)  =  aa:»—  56a:* -h  loca?'—  \odx*-i-  5ex — /=  o, 
si  l* on  pose 

I8X  =  3c»  —  46û?-4-a<?, 
6  fi  =  -2  Céi  —  3  6c  H-  a/, 
3v  =3rf*— 4ce  -i-6/, 

la  condition 

11 


j  u>t  =  cv  —  id^-heX, 


i6 


0), 

OJ, 

ws 

w 

Wi 

(Oî 

X 

K 

V 

exprime  que  l'équation  a  une  racine  double, 

(P.  Sondât.) 

SOLUTION 

Par  M.  P.  Sondât. 
Si  l'on  pose 


0)1 

tOj 

(Dj 

{* 

V 

X 

\^ 

^  = 

X 

a>i 

(0, 
V 
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il  s*agit  de  démontrer  que  Ton  a 

(i)  3o»-m6A=o, 

avec  une  racine  double. 

Désignons  par  fi,  cps,  cps,  tp4  les  dérivées  successives  de  (p, 
divisées  respectivement  par  5,  20,  60,  120. 

Dans  les  fonctions  X,  [i,  v,  eu,  (Oi,  ci>t,  0)3,  8  et  À,  remplaçons 

a,     6,     c,     dy     e,    f 
par 

«»     ?w     ?s»     <Pi»     ?i     f, 

et  désignons  par  les  mêmes  lettres  accentuées  les  résultats  des 
substitutions. 

En  procédant  comme  au  théorème  démontré  dans  les  Nou- 
velles Annales,  1900,  page  25,  on  trouve,  quel  que  soit  Xy 


(2)     <    u  =  Aar  —  fx 
f  v'==Xa?>  — 


21LX  -h  V 


=  0), 

=  0)37* —  2t0iir    -+-      'Oj, 

=  wic*  -♦-  30)1^7* -f-  3  Wja:  —  (03, 


(3)  ô'  =  S,         A'=A. 

Or  si  l'équation  proposée  a  une  racine  double,  en  attribuant 
k  x\dL  valeur,  soit  p,  de  cette  racine  double,  annulant  (p  et  71, 

on  aura 

98'=      4?î(3(p,(p*— ©5), 

27A'  =  —    ?î(3«pif*— cpl)', 
et,  par  suite, 

3S'»-hi6A'  =  o, 
or,  d'après  (3), 

38*^-i6A=o. 

Remarques,  —  I.  Si  p  était  une  racine  triple,  on  aurait, 
d'après  (2),  pour  la  déterminer,  les  équations 


(4)    X^- 

fl  =  0, 

\IX  —  V  =  0,            ÎÙX  —  (i>i  =  0 

D'où 

P  = 

[X   _    V    _    (J)i    __   Wj   __    W3 

et,  par  suite,  0  serait  nul,  ainsi  que  les  mineurs  de  A. 
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II.  Si  p  élait  une  racine   quadruple,   les  équations  (4)  ne 
la  feraient  pas  connaître,  car  on  aurait 

X  =  O,  [Jt  =  O,  V  =  O,  U),  =  O,  Wj  =  o, 

les  trois  premières  conditions  entraînant  les  quatre  autres. 

III.  On  sait  d'ailleurs  qu'une  racine  quintuple  est  donnée 
par 

_bc_d_e_      _  / 
^       a~~  b  ~^  c  ^  d"       e 


1822. 

(18M,  p.  tu.) 

Étant  donnée  une  conique  G  de  foyers  F  et  F',  on  consi- 
dère une  parabole  de  foyer  F  dont  la  directrice  5  passe 
par  F'.  Soit  A  la  directrice  de  la  conique  G  correspondant 
au  foyer  F.  Démontrer  que  les  tangentes  communes  à  la 
conique  Qt  et  à  la  parabole  P  touchent  ces  courbes  aux 
points  où  elles  sont  rencontrées  par  les  droites  8  et  A. 

(M.  d'Ocagne.) 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Les  deux  coniques  G  et  P  ayant  le  foyer  F  en  commun  sont 
tangentes  toutes  les  deux  aux  deux  droites  isotropes  du 
point  F.  Les  coniques  ont  donc  encore  deux  tangentes  com- 
munes. Soit  A  un  des  points  d'intersection  de  S  avec  G.  La 
tangente  en  A  à  la  conique  G  rencontre  la  directrice  A  en  D,  et 
Ton  sait  que  DF  est  perpendiculaire  sur  FA.  Or,  AD  étant 
bissectrice  extérieure  de  l'angle  des  rayons  vecteurs  S  et  FA,  si 
de  D  on  abaisse  sur  o  la  perpendiculaire  DB,  il  en  résulte  que 
les  triangles  rectangles  AFD  et  ABD  sont  égaux,  d'où 

DF  =  DB,        angle  FDA  =  FDB, 

et,  par  conséquent,  D  est  un  point  de  la  parabole  P  et  a  pour 
tangente  en  ce  point  la  droite  AD. 

Autres  solutions  de  MM.  Audibert,  E.-N.  Barisien,  DuRLiMBEnr. 
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[K6b][P6f]  [^     ' 

SIR  UN  SYSTÈME  SPÉCIALNk£^  GOORfHWNÉES  TAN- 
GENTIELLES  ET  SUR  LA  TRANSFORMATION  PAR 
TANGENTES  ORTHOGONALES; 

Par  m.  Mauricb  d'OCAGNE. 


Coordonnées  X,   [jl. 

1,  Ayant  écrit  Inéquation  cartésienne  de  la  droite 
en  fonction  de  deux  paramètres  quelconques^  on  obtient 
une  équation  tangentielle  d'une  courbe  en  exprimant, 
au  moyen  de  ces  deux  paramètres,  la  condition  de  tan- 
gence  de  cette  courbe  avec  la*  droite.  C'est  ainsi  que  la 
condition  de  contact  de  la  droite 

(i)  ua: -^  vy  -h  i  =  Oy 

avec  une  courbe  quelconque,  fournit  Téquation  pliické- 
rienne 

(•2)  o(u,  i>)  =  0 

de  cette  courbe.  Si,  de  même,  nous  donnons  à  Téqua- 
tion  de  la  droite  la  forme 

(3)  y^iL(x^\), 

|jL  étant  le  coefficient  angulaire,  X  Tabscisse  à  l'origine 
de  cette  droite,  nous  aurons,  par  la  condition  de  contact 
avec  une  courbe  donnée,  une  nouvelle  équation  tangen- 
tielle 

(4)  d.(X,iJi)  =  o. 

vi/i/t.  de  Mathémat,^  4*  série,  t.  I.  (Octobre  1901.)  28 
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de  celte  courbe.  Le  passage  du  système  plûckérien  à  ce 
second  système  se  fait  immédiatement  par  les  formules 

qui  montrent  que,  s'il  s'agit  de  la  courbe  de  la  classe  m 
la  plus  générale,  c'est-à-dire  si  f  (u,  v)  est  un  polynôme 
du  degré  m  en  u  et  v^  Péquation  (4)  prend  la  forme 

(6)      /,«(X)  fX"» ^-/,„_^  (X  ){X'"-»  H-. . . -h-/,  (  A)[i  -h/o  =  o, 

fk  représentant,  d'une  manière  générale,  un  polynôme 
en  X  d'un  degré  au  plus  égal  à  h.  Ceci  montre  que,  si  ron 
se  donne  une  équation  algébrique  quelconque  en  X  et  [jl, 
il  faut,  pour  déterminer  la  classe  de  la  courbe  corres- 
pondante, après  avoir  ordonné  l'éqiiation  par  rapport 
à  u,  la  multiplier  par  une  puissance  de  pi  telle  que 
chaque  terme  en  tx  soit  d'un  degré  au  moins  égal  à  celui 
du  polynôme  en  X  qui  le  multiplie,  l'exposant  de  la  plus 
haute  puissance  de  |jl  faisant  alors  connaître  la  classe  de 
la  courbe  considérée. 

Il  esl  d'ailleurs  bien  évident  que  si,  dans  l'équation 
d'une  courbe,  |jl^  se  met  en  facteur,  c'est  que  la  courbe 
est  p  fois  tangente  à  l'axe  Oo?,  et  que,  si  l'équation  d'une 
courbe  de  la  classe  m  n'est  que  du  degré  m  —  p  en  X, 
c'est  que  la  courbe  est  p  fois  tangente  à  la  droite  de 
l'infîni. 

L'équation  du  premier  degré  en  jjl  définira  le  point. 
Cette  équation  n'est  d'ailleurs  autre  que  (3)  que  l'on 
peut  écrire 

(3')  ^{\-x)^y  =  o, 

L' équation  en  X  et  |Jl  de  certaines  courbes  s'obtient 
immédiatement.  Soit,  par  exemple,  un  cercle  de  centre 
(a,  ^)  et  de  rayon  r.  Si  l'équation  (3)  représente  une 
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de  ses  tangeutes,  la  distauce  de  cette  droite  au  point  (a,  ^) 
étant  égale  à  r,  on  a 

on 

(7)  (X«— 2aXH-a*— r«)fjiîH-2p(X  — a)jAH-p*— r«=o. 

Qnant  à  Téquation  générale  des  coniques,  courbes  de 
la  seconde  classe,  elle  s'écrira  • 

(8)  (aoÀ*-r  ^|X  -+-  aj)îJi*-+-  (61X-H  ^î)fi-h  c,  =  o. 

Si  on  l'identifie  à  la  précédente  et  qu'entre  les  rela- 
tions obtenues  on  élimine  a,  ^  et  r,  ce  qui  n'offre  au- 
cune difficulté,  on  trouve  les  conditions  pour  que  cette 
équation  représente  un  cercle,  savoir  : 

(9)  a,ft|  =  2eio&î,         «î  —  *î  =  4«o(«t— c,). 

2.  L'équation  (.3'),  jointe  à  l'équation  en  X  et  p.  d'une 
courbe  quelconque,  fait  connaître  les  Xet  u  des  tangentes 
menées  à  cette  courbe  par  le  point  (jr,  7  ). 

De  là  résulte  une  méthode  commode  pour  déter- 
miner le  lieu  des  points  d*où  l'on  peut  mener  à  une 
courbe  des  tangentes  entre  lesquelles  existe  certaine 
relation  angulaire.  Il  suffit,  dans  l'équation  (4)  de  la 

courbe^  de  remplacer  X  par-!- ^  et  d'exprimer  qu'entre 

les  racines  de  l'équation  en  y.  obtenue  existe  la  relation 
demandée. 

Soit,  par  exemple,  à  trouver  le  lieu  du  sommet  d'un 
angle  droit  circonscrit  a  une  conique.  Le  résultat  de  la 
substitution  précédente  effectuée  dans  (8)  est 

-^  «oj'*  —  f>ty  +  c,  =  o. 
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Si  l'on  exprime  que  le  produit  des  racines  a  de  celle 
équation  est  égal  à  —  i ,  on  a  Péquation  du  cercle 

Soit,  d'une  manière  générale, 

(II)  U„fx'»-hUm-ifx'«-t-h...H-U,tJi-f.Uo=o, 

le  résultat  de  la  substitution  indiquée  dans  (6),  U^^  re- 
présentant un  pol^rnome  au  plus  de  degré  A:  en  x  el  j. 
Si  Ton  appelle  t  la  tangente  de  la  somme  des  angles 
que  les  m  tangentes  déterminées  par  cette  équation  font 
avec  Ox,  on  a 

—  U;„_,  -h  Mm-l—  Um-5  — .  .  . 


(12) 


U/«  U;»_l-+-   U/w_4 . 


Donc  cette  équation  (ip.)  fait  connaître  le  lieu  des 
points  d'où  Ton  peut  mener  à  la  courbe  (6)  un  système 
de  tangentes  d'orientation  fixe,  suivant  la  terminologie 
deLaguerre  (*). 

Les  foyers  étant  les  points  d'où  Ton  peut  mener  à  la 
courbe  des  tangentes  isotropes,  on  voit  que  leurs  coor- 
données satisfont  à  Téquation  (i  i)  où  l'on  fait  a=i. 
Ces  foyers  se  trouvent  donc  à  la  rencontre  des  courbes 


(  Um-i— t),„_,-H  U;„_t  — ...=ro, 

ce  qui  montre  que  les  courbes  du  faisceau  (12)  passent 
toutes  par  les  n^  foyers  de  la  courbe  considérée. 

Dans  le  cas  d'une  conique,  l'équation  (i  i)  prend  la 
forme  (10)  et  les  équations  (i3)  deviennent 

ao(a?*  — ^»)  -H  axX-{-  biy  -j-  aj— c,  =  o, 


'  la^xy  —  biX  -\-  axy  —  bt  =0 


(')  Sur  cette  imporlanie  notion,  voir  dans  les  Nouvelles  Annales 
(3*  série,  t.  Xll,  p.  3;  et  129;  1893  )  un  intéressant  Mémoire  de  M.  G. 
Humbert. 
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Si  l'on  prend  comme  orientation  constante  celle 
de  Ox,  auquel  cas  t  =  o,  c'est  cette  dernière  équation 
qui  fait  connaître  le  lieu  demandé.  Elle  définit  une 
hyperbole  équilatère  concentrique  à  la  conique  consi- 
dérée, puisqu'elle  passe  par  ses  quatre  foyers.  On  le 
vérifiera  d'ailleurs  plus  loin.  Ce  résultat  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Si  l'hyperbole  équilatère  H  est  concentiique  à  la 
conique  C  et  passe  par  ses  foyers,  les  tangentes  que  de 
tout  point  de  H  on  peut  mener  à  C  sont  également  in- 
clinées sur  les  asymptotes  de  H. 

3.  Pour  avoir  le  point  de  contact  de  la  tangente  (X,  (ji) 
avec  la  courbe,  il  suffit  d'écrire  que  ce  point  se  trouve 
à  la  fois  sur  cette  droite  et  sur  celle  qui  a  pour  coor^ 
données  X  -1-  rfX  et  [x  -f-  rfjx,  ce  qui  donne  immédiate- 
ment 

dk  et  dit.  étant  liés,  si  Téquation  (4)  est  celle  de  la 
courbe,  par 

Ceci  montre  que  l'équation 

V\  =  o» 

jointe  à  celle  de  la  courbe,  fait  connaître   les  asym- 
ptotes et 

les  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  Ox. 

Reprenons  l'équation  (6)  de  la  courbe  la  plus  gêné- 
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raie  de  la  classe  m,  et  ordonnons-la  par  rapport  à  X 


2»-^-^. 


Si  nouâ  considérons  les  X  des  m  tangentes  parallèles 
à. une  direction  définie  par  une  valeur  particulière  de  u, 
nous  avons 

«1 *j_ 

et,  par  suite, 

V  ^  —    ** 

J^  rfjJL   ""*    «0  fl* 

Donc,  en  vertu  des  formules  (i5),  il  vient,  pour  1«îs 
m  points  de  contact  de  ces  tangentes  parallèles, 

(.6)  '  ^       "• 


2-=  k 


équations    qui    expriment  que    le   hary centre  de  ces 
m  points  de  contact  est  fixe  (théorème  de  Chasles). 

Si   l'on   appelle  6   l'angle  que  la  droite  ()^,  |jl)  fait 
avec  Qx  (  *  ),  de  telle  sorte  que 

fx  =  tangO, 

on  a,  en  appelant  r  le  rayon  de  courbure  au  point  (x,  y), 
ds  ^      dx 


d^       cos6rfe 
Or,  la  différentiation  de  l'équation  précédente  donne 

rfe 


d^^ 


cos«e 


(M  Le  système  des  coordonnées  X  et  0  est  celui  qui  a  reçu  le  nom 
de  coordonnées  axiales  {Nouvelles  Annales.  3'  série,  t.  II!,  p.  545; 
i88î). 
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Par  suite 

dx 


cos»6  d\k 
ou 

dx  > 

07)  ''  =  5|;('-^f^'>'' 

formule  qu'on  peut  transformer,  au  moyen  de  la  pre- 
mière formule  (i5),  en 

La  formule  (17)  montre  d'ailleurs  immédiatement,  en 
vertu  de  (16),  qu'entre  les  rayons  de  courbure  corres- 
pondant aux  points  de  contact  des  m  tangentes  parallèles 
envisagées  ci-dessus,  on  a  la  relation 

d'où  résulte  que  le  barycentre  des  centres  de  courbure 
correspondant  aux  points  de  contact  des  m  tangentes 
parallèles  se  confond  ai^ec  celui  de  ces  points  de  con- 
tact (théorème  de  Duhamel). 

Remarquons  enfin  que  les  formules  (i5)  conduisent 
à  une  facile  détermination  de  la  développée  d'une 
courbe  donnée  par  son  équation  (4)  en  X  et  [jl.  Si,  en 
effet,  on  appelle  V  et  |x'  les  coordonnées  de  la  normale 
au  point  (x,  y),  on  a  évidemment 

(18)  »ajjl'-I-i  =  0, 

et 

ou,  en  tenant  compte  des  formules  (i5), 

(19)  :^([Jt*-*-0^-  4-  X  —  X'  =  o. 
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L'élimination  de  X  et  [.jl  entre  les  équations  (4),  (i8) 
et  (19)  donne  Téquation  de  la  développée.  On  en  trou- 
vera plus  loin  un  exemple. 

4.  Nous  avons  vu  que  l'équation  générale  des  CO7 
niques  en  coordonnées  X  et  [jl  est  l'équation  (8)  ci-dessus, 
et  que  les  foyers  de  cette  conique  sont  donnés  par  les 
équations  (i4)* 

Remarquons  tout  d'abord  que  si  a^  =  o  l'équation  (8) 
ne  détermine  qu'une  tangente  à  distance  finie  pour  toute 
valeur  de  u,  c'est-à-dire  que  la  conique  est  une  para- 
bole. D'ailleurs,  en  ce  cas,  les  équations  (i4)  ne  donnent 
qu'un  foyer. 

Supposons  maintenant  la  conique  douée  de  centre. 
Le  coefficient  «oi  différent  de  zéro,  peut  toujours  être 
supposé  positif.  En  nous  plaçant  dans  cette  hypothèse, 
cherchons  à  déterminer  la  nature  de  la  conique  d'après 
son  équation  (8).  Pour  cela,  il  suffit  de  discuter  la  réa- 
lité des  valeurs  de  X  correspondant  aux  diverses  valeurs 
de  tx.  Cette  réalité  dépend  du  signe  de 

T=  (a}  — 4flr.o«î)Hi'-i-  2(«i*i  — aao*î)K-4-(6}—  \a^Ct), 

qui  lui-même  est  lié  â  la  réalité  de  ses  racines  en  \k.  Or, 
si  l'on  représente  par 

A  =  ao6}--  ai^i^i-h  as 6} -H  b\ci — ^a^axCx 

le  discriminant  de  la  forme  obtenue  en  rendant  homo- 
gène le  premier  membre  de  l'équation  (8)  où  |x  et  X|ji 
seraient  les  variables,  on  trouve  immédiatement 

Donc,  puisque  a^  est  supposé  positif,  suivant  que  A 
est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  zéro,  le  trinôme  en  T 
a  ses  racines  réelles  et  distinctes,  égales  ou  imaginaires. 
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Dans  le  premier  cas,  lorsque  [x  est  compris  entre  les 
racines  jjl,  et  |JL2  de  T  =  o,  les  valeurs  de  X  correspon- 
dantes sont  imaginaires.  La  conique  est  alors  une  hy- 
perbole dont  [jLi  et  [Xo  font  connaître  les  directions  asym- 
ptotiques.  Si  au  contraire  A  =  o,  les  racines  de  T  =  o 
sont  imaginaires;  ce  trinôme  est  constamment  positif  ou 
négatif  suivanllft  signe  de  a]  —  4^o^2;  on  a  une  ellipse 
réelle  ou  imaginaire.  Si  A  =  o,  le  polynôme  du  second 
degré  en  X  et  X[x  se  décompose^  on  a  un  système  de  deux 
points.  Cette  discussion  peut  se  résumer  ainsi  : 

«0  =  0 parabole 

IA>o....     hyperbole 
A  =  o. . . .     deux  points 
^   ^  ,,.         \  a?  —  4ûtoaî>  o.. .     réelle 

A<o ellipse  <     :       ,  \. 

'^      (  aj  —  4^o«»<  o- •  •     imaginaire 

La  conique  est  un  cercle  si  les  directions  asympto- 
tiques  sont  isotropes,  c'est-à-dire  si  Téquation  T  =  o  se 
réduit  à  [JL^4-  I  =  o,  ce  qui  redonne  les  conditions  (9) 
déjà  obtenues  directement. 

On  aura  une  hyperbole  équilatcre  si  le  produit  des 
racines  de  T  =  o  est  égal  à  —  i ,  c'est-à-dire  si 


Le  centre,  qui  se  confond  pour  les  coniques  avec  le 
point  de  Chasles,  a  pour  coordonnées,  d'après  (16), 

/     V  Uf  bi  . 

(20)  x= ,         y= > 

et  ce  point  coïncide  bien,  comme  on  Ta  annoncé  à  la  fin 
du  n**  2,  avec  le  centre  de  Thyperbole  équilatère  définie 
par  Tune  ou  Tauire  des  équations  (i4)- 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  le  centre  est  rejeté  à  Tin- 
fini  dans  la  direction  dont  le  coefficient  angulaire,  en 
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venu  des  formules  (ao),  est 

(71)  i*=-r- 

Il  est  facile  de  former  les  équations  des  coniques 
placées  dans  des  situations  spéciales  par  rapport  k  Ox 
et  Oy. 

Si  ces  axes  se  confondent  avec  ceux  de  la  conique  on  a, 
en  appelant  a  et  b  les  longueurs  des  demi-axes  suivant 
Ox  et  Oy, 

(22)  (X«— a*)fx*— 6«  =  o. 

Une  parabole  ayant  son  axe  perpendiculaire  h  Ox 
aura,  d'après  (21),  une  équation  de  la  forme 

(23)  ajjji*H-(6|X  -h^î)  {ji-hct=  o. 

Si  une  parabole  a  son  axe  dirigé  suivant  Ox,  son 
équation  prend  la  forme 

(24)  (ojX  -h  ai )  [JL« ■+■  c,  =  o, 

et  si  le  foyer  est,  en  outre,  en  O,  elle  devient 

(25)  (2X-h^)[l»-H/?  =  0, 

p  étant  le  paramètre  de  la  parabole. 

Comme  exemple  de  recbercbe  de  développée,  nous 
allons  prendre  cette  dernière  équation  réduite  de  la 
parabole. 

La  différentiation  de  cette  équation  donne 

Donc,  Téquation  (19)  devient  ici 

—  (2X  -h/?)(jJL*-+-l)-h  X  —  )/=  O, 

ou,  en  tenant  coniplc  de  Téquation  (23), 

X-hX'=o. 
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Tirant  V  de  celle  équation,    jjl'  de   (i8)   et  portant 
dans(25),  on  a,  en  supprimant  les  accents  de  V  et  [x' 
après  la  substitution  faite 

(26)  /?{!*— 2X  H-/?  =  o, 

équation  de  la  parabole  semi-cubique  qui  constitue  la 
développée  cherchée  et  qui  a  un  point  de  rebroussement 

sur  Ox  au  point  ).  =  —  (centre  de  courbure  au  sommet 
de  la  parabole). 

Transfoumation  par  tangentes  orthogonales. 

5.  Le  système  des  coordonnées  X,  [x  se  prête  particu- 
lièrement bien  à  Tétude  de  la  transformation  par  tan- 
gentes orthogonales,  ainsi  définie  (*)  : 

La  transformée  d'une  courbe  est  l* enveloppe  des 
perpendiculaires  aux  tangentes  à  cette  courbe,  menées 
par  les  points  ou  ces  tangentes  rencontrent  un  axejîxe. 

Prenant  cet  axe  comme  axe  Ox,  on  voit  qu'il  suffit, 
pour  avoir  la  transformée  d'une  courbe  donnée  par  son 
équation  en  coordonnées  X  et  [jl,  de  changer  dans  celle 

équation  tx  en • 

Le  fait  que  i= r  montre  immédiatement  que  la 

transformation  conserve  les  foyers. 

De  même,  les  points  où  une  courbe  rencontre  Ox  sous 
un  angle  non  nul  étant  donnés  par  la  condition  que  Téqua- 
tion  ait  une  racine  double  en  [x,  on  voit  que  la  transfor^ 
mation  consente  les  points  de  rencontrée  sous  un  angle 
non  nul  av^ec  Ox. 

(')  Voir  notre  brochure  Coordonnées  parallèles  et  axiales,  p.  89. 
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Si  ^  et  j/  sont  les  abscisses  des  points  de  contact  M 
et  M'  des  tangentes  correspondantes  TM  et  TM',  on  a, 
d'après  la  première  formule  (i5), 


Mais,  de  la  relation 


[i[i  =  — I, 


on  tire 


Donc 


dijL 


ce  qui  prouve  que  le  milieu  de  MM'  se  trouve  sur  la 
perpendiculaire  élevée  en  T  à  Ox  {fig-  i  ),  ou,  ce  qui 


revient  au  même,  que  les  normales  en  M  et  en  M'  se 
coupent  en  un  point  I  de  cette  perpendiculaire. 

Ce  point  I  n'est  d'ailleurs  autre  que  le  centre  instan- 
tané de  Tangle  droit  MTM'. 

Si  le  point  M  est  a  l'infini  il  en  est  de  même  du 
point  M'.  Donc,  aux  asymptotes  qui  ne  sont  ni  parais 
le  les  ni  perpendiculaires  à  Ox  correspondent  des 
asymptotes  pour  la  transformée. 
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DifTércnliant  la  dernière  équation  écrite  on  a 

dx       dx'  _     dl 
d(i  ~^  d%'  ~ '^  d^ 

ou 

.    rco9e-»-r'co9e'==2TJ, 

ce  qui  montre  que  si  les  points  c  et  d  sont  les  projec- 
tions  sur  TI  des  centres  de  courbure  C  et  C,  le  milieu  Q 
ite  cd  est  le  symétrique  par  rapport  à  1  du  milieu  P 
deTI. 

On  voit  encore  ici  que  si  le  point  c  est  rejeté  à  l'infini 
il  en  est  de  même  de  cf.  Donc,  à  une  tangente  d'inflexion 
non  parallèle  ni  perpendiculaire  àOx  correspond  une 
tangente  dHnflexion  pour  la  transformée, 

La  dernière  propriété  obtenue  conduit  immédiatement 
à  la  suivante  :  le  cercle  citxonscrit  au  triangle  CIC 
coupe  TI  au  point  S  symétrique  de  T  par  rapport  à  L 

On  peut  donc  dire  que  ^  point  M!  est  diamétra- 
lement opposé  à  M  dans  le  cercle  circonscrit  à  MTI,  et 
le  centre  de  courbure  C!  diamétralement  opposé  au 
centre  de  courbure  C  dans  le  cercle  circonscrit  à  CIS  (*). 

6.  La  conique  générale  représentée  par  Téquation  (8) 
aura  pour  transformée  la  courbe  de  quatrième  classe 

qui  est  bitangente  à  la  fois  à  Taxe  Ox  et  à  la  droite  de 
l'infini.  Elle  n'est  que  de  la  troisième  classe  lorsque 

(*)  M.  E.  Cesàro  a  remarqué  {Noupelles  Annales,  3*  série,  t.  IV, 
p.  a6o;  i885),  à  la  suite  de  la  publication  de  la  brochure  où  nous 
avions  donné  ces  théorèmes  pour  la  première  fois,  que  si  la  trans- 
formée est  défmie  non  plus  par  un  angle  droit,  mais  par  un  angle 
constant  quelconque  entre  les  tangentes  correspondantes,  le  point  M' 
et  le  centre  de  courbure  C  restent  situés  respectivement  sur  les 
cercles  MTI  et  CIS. 
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aQ=  o,  c'est-à-dire  lorsque  la  conique  donnée  est  une 
paraLole,  et  se  réduit  à  une  conique  lorsqu'on  a  soit 

Aq  =  O,  di  =  O, 

soit 

ao  =  o,        Cj  =  o. 

Dans  le  premier  cas  [équation  (aS)],  on  a  une  para- 
bole dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  Ox;  dans  le  second 
une  parabole  tangente  à  Ox. 

Dans  les  deux  cas,  d'après  la  propriété  générale  de  la 
transformation  remarquée  ci-dessus,  les  deux  paraboles 
transformées  Tune  de  l'autre  ont  même  foyer.  En  outre, 
dans  le  premier  cas,  puisque  ces  paraboles  coupent  Ox 
sous  un  angle  non  nul,  elles  le  coupent  aux  mêmes 
poinls.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  /ieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés 
sont  tangents  respectivement  à  deux  paraboles  de 
même  axe  et  de  même  foyer  est  la  corde  commune  à 
ces  paraboles  (*). 

Dans  le  second  cas,  puisque  le  pied  H  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  foyer  commun  F  sur  la  tangente 
commune  Ox  appartient  à  chaque  tangente  au  sommet, 
ces  deux  tangentes  au  sommet  se  correspondent  dans  la 
transformation  et  sont,  par  suite,  orthogonales.  De  là  ce 
théorème  : 

Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés 
sont  tangents  respectiî^ement  à  deux  paraboles  de 
même  foyer  et  d'axes  rectangulaires  est  la  tangente 
commune  à  ces  paraboles. 

Une  propriété  classique  de  la  parabole  montre  d'ail- 


(*)  Nous  avons  donné  une  démonstration  purement  géométrique 
de  ce  théorème  dans  les  Nouvelles  Annales (2*  série,  t.  XIX,  p.  265). 
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leurs  que  le  point  de  contact  de  chacune  des  paraboles 
avec  Ox  est  symétrique  du  point  où  Ox  rencontre  l'axe 
de  la  parabole  par  rapport  à  la  projection  H  du  foyer 
commun  sur  Ox. 

On  aperçoit  une  généralisation  immédiate  du  dernier 
théorème  :  soit  une  courbe  de  classe  m,  tangente  une 
fois  à  Ox  et  m —  i  fois  à  la  droite  de  l'infini.  Son  équa- 
tion  s'écrit 

et  l'on  voit  que  sa  transformée  est  de  même  espèce. 

Donc  :  La  transformée  par  rapport  à  une  de  ses 
tangentes  t  d'une  courbe  de  classe  m,  tangente  m  —  i 
fois  à  la  droite  de  l'infini,  est  une  courbe  de  même 
espèce  tangente  à  t,  coupant  cette  droite  aux  mêmes 
points  que  la  première  et  possédant  les  mêmes  foyers. 

Si  m  est  impair,  les  m  —  i  points  de  contact  avec  la 
droite  de  l'infini  peuvent  coïncider  par  moitié  avec  cha- 
cun des  points  cycliques  qui  comptent  alors  comme  des 
foyers.  En  particulier,  si  la  courbe  est  de  troisième 
classe,  et  est  bitangente  à  la  droite  de  l'infini  aux  points 
cycliques,  c'est,  comme  on  sait,  une  hypocycloïde  à  trois 
points  de  rebroussement,  et  le  cas  particulier  qu'on 
obtient  ainsi  a  déjà  été  remarqué  par  Laguerre  (Bul- 
letin  de  la  Société  mathématique,  t,  VII;  p.  112).  Il 
s'énonce  de  la  manière  suivante  : 

La  transformée  par  tangentes  orthogonales  d'une 
Iiypocjcloïde  à  trois  points  de  rebroussement  par  rap^ 
port  à  une  de  ses  tangentes  t  est  une  autre  hypocy- 
cloïde à  trois  points  de  rebroussement  également  tan- 
gente à  t  et  coupant  en  outre  cette  droite  aux  deux 
mêmes  points  que  la  première. 
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7.  Considérons  maintenant  la  développée  de  la  para- 
bole d'axe  Ox  ayant  son  foyer  en  O.  Cette  parabole  est 
définie  par  Téquation  (25)  et  sa  développée  par  l'équa- 
tion (26).  Or,  la  transformée  de  celle-ci  est 

(_2X-+./?){l«-h/?=^0, 

qui  ne  diffère  de  (  aS)  que  par  le  changement  de  X  en  — X. 
Elle  définit  donc  la  symétrique  de  la  parabole  donnée 
par  rapport  au  point  O,  c'est-à-dire  par  rapport  à  son 
foyer.  Donc  ; 

La  transformée  de  la  dés^eloppée  d'une  parabole 
par  rapport  à  son  axe  est  la  symétrique  de  cette  para- 
bole par  rapport  à  son  foyer  (  *  ). 

Si  M|  est  le  point  où  la  perpendiculaire  en  N  à  la  nor- 
male MN  touche  son  enveloppe  {fi g»  2),  ce  point  est  le 

Fig.  2. 


symétrique  de  M  par  rapport  au  foyer  O.  Si  donc  la  per- 


(  >  )  Pour  démontrer  ce  ihéorème  par  la  Géométrie  élémentaire,  il 
suffit  de  remarquer  que  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  d'une 
parabole  coupent  l'axe  de  cette  courbe  en  des  points  symétriques  par 
rapport  au  foyer. 
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peiidiculaîre  élevée  en  v.c  point  à  NM|  coupe  en  1  la 
perpendiculaire  élevée  en  N  à  Ox,  le  centre  de  courbure 
répondant  à  M  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
dr  I  sur  MN. 

Or^  le  triangle  0M|  N  étant  isoscèle,  on  voit  que 
les  angles  mMiO  et  INO  sont  égaux,  c'est-à-dire  que 
Mi  m  est  perpendiculaire  à  Mi\I| ,  d'où  ce  tliéorènie  clas- 
sique : 

La  projection  du  rayon  de  courbure  en  un  point 
d^une  parabole  sur  le  rayon  vecteur  de  ce  point  issu 
du  foyer  est  double  de  ce  rayon  vecteur. 

Le  centre  de  courbure  mi  répondant  au  point  Mj  pour 
la  parabole  enveloppée  par  INiVI,  est  le  symétrique  //i, 
de  m  par  rapport  à  O,  qui  se  projette  sur  M  au  point  m\ 
symétrique  par  rapport  à  ]N  de  la  pi-ojection  m'  de  m  sur 
la  même  droite. 

D'après  le  théorème  démontré  au  n**  o  sur  la  corres- 
pondance entre  les  centres  de  courbure,  si  le  centre  de 
courbure  |jl  de  la  développée  de  la  première  parabole  au 
point  m  se  projette  sur  TN  en  jjl',  les  points  m',  et  [jl' 
sont  symétriques  par  rapport  au  point  Q  lui-même  symé- 
trique du  milieu  P  de  TI  par  rapport  à  I.  On  déduit 
immédiatement  de  là  que 

/n'jji'=  m\  II' —  m\  m' 
=  2(m;Q  — /w'i  N) 
=  2NQ  =  3Nr  =  3(\M;-MM',I)  =  3(M'N-î-\//i')  =  3M'm', 

et,  par  suite^  que 

/??  |jL  =  3  D  /w , 

en  appelant  D  le  point  où  la  normale  à  la  développée 
rencontre  le  diamètre  MD  de  la  parabole.  On  retrouve 

Ann.  de  Malhémat.,  4'  série,  t.  I.  (Octobre  1901.)  29 
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ainsi,  d'une  faron  forl  simple,  le  lliéorèmc  suivant  dii 
à  Maclaiirin  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  dé\feloppée 
d'une  parabole  est  triple  du  segment  de  la  normale 
à  cette  développée  compris  entre  son  pied  et  le  dia- 
mètre correspondant  de  la  parabole. 


[D5d] 
SUR  LES  SUBSTITUTIONS  A  U.\E  VARIABLE  ET  LES  FONCTIO\S 
QU'ELLES  LAISSENT  LWARIABLES; 

Par  m.  E.  lAGGl. 


1 .  Nous  avons  vu,  dans  une  Note  précédente  (  *  ),  que 
toutes  les  fonclions  complètes  (2)  uniformes,  c'est- 
à-dire  les  fonctions  uniformes  qui  n'ont  pas  de  points 
critiques,  ont  des  substitutions  qui  les  laissent  inva- 
riables et  que  certaines  fonctions  multiformes  ont  égale- 
ment des  substitutions  de  ce  genre.  Pour  abréger  le 
langage,  nous  avons  désigné  par  substitution  la  fonc- 
tion s(x)  elle-même  que  l'on  substitue  à  x,  et  par 
période  (*),  toute  quantité,  variable  ou  constante,  dé- 
terminée par  l'égalité 

p{x)  =  s{x)  —  X 

et  qui  est  (elle  que,  ajoutée  à  x,  la  fonction  demeure  inva- 
riable; cette  fonction  est  alors  appelée  une  fonction 
périodique  (*). 


(')  Sur  les  notions  de  fonction  complète  et  de  fonction  pério- 
dique (Nouvelles  Annales,  avril  1901,  p.  i^^i). 

(')'  (')•  (*)    ^'^"'  '•'»  Note  itidiqiKM»,  an   sujet  de  rcs  expressions. 
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Nous  nous  proposons,  dans  retlc  .Note,  d'cludior  les 
principales  propriétés  communes  à  tous  les  groupes  de 
substitutions  des  fonctions  périodiques.  Les  groupes 
que  nous  étudions  sont  composés  des  fonctions  Si{x)^ 
qui  satisfont  par  hypothèse  à  une  équation  de  la  forme 

(I)  F(5)=F(a7), 

où  F(x)  est  la  fonction  périodique.  Cette  équation  sera 
donc  le  point  de  départ  de  notre  théorie.  F(j:)  étant 
une  fonction  complète  quelconque,  nous  devons  d'abord 
discuter  la  possibilité  de  déterminer  des  fonctions  s[x) 
par  cette  équation  ;  il  est  nécessaire,  pour  cet  objet,  de 
distinguer  deux  cas  :  le  cas  des  fonctions  complètes  uni- 
formes et  le  cas  des  fondions  complètes  multiformes . 
Toutefois,  on  peut  dès  maintenant  faire  cette  remarque 
générale  que  Téquation  (i)  ne  change  pas  lorsqu'on  y 
permute  s  etxet,  par  conséquent,  que  si  un  groupe  con- 
tient une  substitution  .v/(.r),  ce  groupe  contient  aussi  les 
substitutions  obtenues  par  inversion  de  Si[x)\  si  Si[x) 
est  l'inverse  d'une  fonction  uniforme  complète,  par 
exemple  est  une  substitution  linéaire,  il  \\y  a  qu'une 
substitution  inverse^  si  Si{x)  n'est  pas  dans  ce  cas,  la 
fonction  complète  ^{x)^  inverse  de  .î/(x),  a  plusieurs 
valeurs  ou,  si  l'on  veut,  s(î  décompose  en  plusieurs  fonc- 
tions partielles  (*) 

^iy\{^),     ^i,t(^),     ^t\3(^r),      ..., 

qui,  toutes,  font  partie  du  groupe,  puisque  la  fonction 
complète  o-(jr)  est  une  solution  de  (i):  mais  l'une  de  ces 
fonctions,  <3-/,y(j'),  ^-st  telle  que 


(')   Voir  la  Xolc  indiquée,  au  sujet  de.  cette  expression. 
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on  ne  peut  désigner  d^une  manière  parliculière,  inèoie 
dans  un  exemple^  celle  des  fonctions  partielles  ^ij  qui 
satisfait  à  Tégalité  précédente  :  ainsi  en  supposant  que 

Si{x)  =  e', 

la  fonction  complète  inverse,  Lx,  a  une  iutiiiité  de 
valeurs,  c'est-à-dire  se  décompose  en  une  infinité  de 
fonctions  partielles  (en  dehors  du  point  multiple  zéro) 
qui  diffèrent  entre  elles  d'un  multiple  de  'xnyj —  i,  en 
sorte  que 

Le^—  X -\-  irrnz  / —  i         (m  =  o,  dzi,  dz  2,  . . .), 

et  si  l'on  désigne  par 

^i,<>    <ï*,j>     ••., 

cesdiiiércntes  fonctions  partielles  dont  rensemble  est  la 
fonction  complète  multiforme 

<Si{x)  =  Lx, 

il  est  impossible  de  connaître  a  Tavance  celle  de  ces 
fonctions  qui  est  telle  que 

Mais,  dans  tous  les  cas,  il  y  en  existe  une  qui  satisfait 
a  cette  égalité  :  nous  rappellerons  la  substitution 
inverse  de  ^/(a). 

2.  Supposons  d'abord  que  la  fonction  F(j:)  soit  une 
fonction  complète  uniforme.  Si  cette  fonction  est  une 
fonction  linéaire,  il  est  évidentque  réquation(i)n'apas 
d'autre  solution  que  s=-x»  Nous  avons  vu  (*)  que,  dans 
tous  les  autres  cas  où  F("^)  est  une  fonciion  complète 
uniforme,  il  existait  des  fonctions  ^i(^),  distinctes  en 

(  '  )  Loc.  cit. 
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dehors  de  cerlains  points  appelés  points  multiples  qui 
laissaient  F(x)  invariable^  nous  allons  démontrer  cette 
proposition  au  moyen  de  Téquation,  et  préciser  la  nature 
des  points  multiples  du  groupe. 

Toute  racine  multiple  s  de  l'équation  (i)  satisfait  à 
Téquation  obtenue  en  dérivant  (i)  par  rapport  à  s 

On  aurait  donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  (i)  ait  une  racine  double  en  éliminant  s 
entre  (i)et(2);  la  condition  obtenue  serait  une  équa- 
tion déterminant  certaines  valeurs  de  F(x)  et  par  con- 
séquent de  x;  il  s'ensuit  que,  en  dehors  de  certains 
points  particuliers  x,  les  racines  s{x)  de  l'équation  (i) 
sont  des  racines  simples  :  si  F(x)  est  une  fonction  ration- 
nelle de  degré  /i,  Téquation  (i)  a  «  racines  simples  5, 
sauf  en  certains  points  x,  où  quelques-unes  de  ces  racines 
deviennent  égales;  en  dehors  de  ces  points  x,  une  seule 
racine  s  est  égale  à  x,  et  par  conséquent  toute/onction 
rationnelle  de  degré  n,  a  n —  i  substitutions,  et  par 
suite  n  —  i  périodes,  sauf  en  certains  points  x,  où 
quelques-unes  au  moins  de  ces  substitutions  deviennent 
égales  entre  elles,  ou  identiques  à  x. 

De  même  toute  fonction  complète  uniforme  transcen- 
dante a  une  injinité  de  substitutions  qui  la  laissent 
invariable,  et  par  suite  une  infinité  de  périodes ^  toutes 
ces  substitutions  sont  distinctes,  sauf  en  certains  points 
particuliers  x,  où  quelques-unes  au  moins  deviennent 
égales  entre  elles,  ou  identiques  à  x. 

Désignant  par  a  l'un  de  ces  points  x  particuliers, 
c'est-à-dire  l'un  des  points  multiples  du  groupe,  nous 
avons 
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OÙ  Si  esl  ruiuî  des  substitutions  qui  s'égalent  eu  re 
point  a.  Ce  ijui  précède  montre  c|ue,  .r  élaiit  racine  de 
récjiiation  (  i  ),  il  v  a  deux  cas  à  considérer  : 

r'  5/(a  l=r  a^  alors 

dV('x) 

et  l'équation  (1)  a  une  jaciniî  au  moins  double  qui   est 

et  réqualion  (1)  a  une  racine  au  moins  double  (|ui  e.si 
:i  =  .v,(a)=,.^(a). 

Or,  si  o'/i.r)  est  la  substitution  inverse  de  ^/(x),  on  a 

Donc,  fout  point  niultiplc  a  e.ç^  un  certain  zéro  de  la 
(féri^ée  de  la  fonction  périodique,  on  un  transforme 
de  ce  zéro  par  des  substitutions  qui  y  deviennent 
égaies  (car  les  o"/  s'égalent  en  même  temps  que  les  Si)^ 
Tous  les  zéros  de  la  dérivée  ne  sont  pas  des  points  mul- 
tiples; on  peut  le  voir  de  deux  manières  : 

Supposons  construite  la  courbe  y  =  F(a:)  eu  coor- 
données rectangulaires  a'  et  j^,  dans  riiypotbèse  où  aux 
valeurs  réelles  de  x  correspond  une  suite  proprement 
continue  de  valeurs  réelles  de  v,  et  coupons  cette  courbe 
par  une  parallèle  à  l'axe  des  abscisses  ;  si  x  est  l'abscisse 
de  l'un  ([uelconque  des  points  d'intersection,  les  abscisses 
des  autres  j)()inls  sont  données  par  les  substitutions  du 

group<' 

.vj(.r),     SilJ\) .v/(^),      

Si  la  parallèle  varie,  a'  varie  ainsi  que  les  substitu- 
tions: lorscpuîla  parallèle  devient  langente  en  un  point 
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orilinaire  de  la  courbo,  deux  des  poînls  d'intersection 
viennent  se  confondre,  et  si  (x^y)  est  Tun  de  ces  deux 
points,  Taulre  est  [^/(j?)>^]^  en  sorte  qu'au  point  de 
contact  d'abscisse  a,  qui  est  un  maxinuiin  ou  un  niini- 
nium  de  V  ou,  si  Ton  veut,  un  sommet  de  la  courbe,  on  a 

a  =  Si{ai) 
et 

dy  _  rfF(a) 


d%  doL 


=  o, 


l'abscisse  d^un  sommet  de  la  courbe  est  donc  un  point 
multiple  du  groupe. 

En  tous  les  points  où  la  dérivée  de  F(j:*)  est  nulle,  la 
tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  abscisses,  mais  tous  ces 
points  ne  sont  pas  des  sommets  où  deux  poînls  (jr,  y), 
[5/(x),^]  viennent  se  confondre  :  les  points  d'inflexion 
à  tangente  horizontale  font  exception,  et  ces  points,  où 
cependant  F' (x)  est  nulle,  ne  fournissent  pas  de  point 
multiple  du  groupe. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  points  d'inlersec- 
lion  qui  viennent  se    confondre  en  un   somnu*t   aient 

pour  abscisses 

Si(x),     Sj{,r); 

on  aura,  au  sommet  considéré,  d'abscisse  |3, 

Quant  au  point  d'abscisse  oc,  c'est  un  point  de  la 
courbe,  sur  la  parallèle,  où  la  tangente  peut  être  quel- 
conque, et,  par  conséquent,  en  général, 

dF(oL) 


da 


^  o. 


En  résumé,   tous  les  points  d'intersection   avec   la 
courbe,  d\uie  tangente  en  un  sommet  de  la  courbe, 
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fournissent  des  points  multiples  du  groupe  :  le  sommet 
considéré  fournit  un  point  multiple  ou  l'équation  (i)  a 
pour  racines  au  moins  deux  substitutions  identiques  à 
lu  variable;  les  autres  points  sont  les  transformés  de 
celui-là  par  les  substitutions  du  groupe. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  n'avons  considéré  dans 
cv  (|ui  précède  que  des  valeurs  réelles  de  x  el  de  y\  mais 
il  est  évident  que  le  raisonnement  et  les  conclusions 
restent  les  mêmes  dans  le  cas  des  variables  imaginaires 
en  employant  les  mêmes  expressions  de  sommets,  de 
maxima  ou  de  minima  dans  le  sens  habituel  pour  le  cas 
des  imaginaires. 

Par  Fanalyse,  on  voit  également  quelle  est  la  nature 
des  points  multiples  :  l'équation  (i)  donne 

asi  dx 

et  par  conséquent,  pour  un  point  multiple  .r, 

(3)  d¥(x)dx^^ 

dx       dsi 

d'où  Ton  conclut  deux  sortes  de  points  multiples  : 
1°  Les  points  a  tels  que 

r/F(a)  dsi 

c'esl-à-dire  les  zéros  de  la  dérivée  de  F,  qui  sont  tels 
qu'il  existe  au  moins  une  substitution  Si{x)  du  groupe 
dont  la  dérivée  ne  soit  pas  nulle  en  ces  points,  et  alors 
ces  substitutions  Si(x)  deviennent  identiques  à  x  en  ces 
points;  l'étude  précédente  fait  voir  que  les  zéros  de  la 
dérivée,  qni  ne  sont  pas  des  points  multiples,  sont  des 
inllexions  :  on  voit  qu'en  ces  points  toutes  les  substi- 
tutions du  groupe  ont  leurs  déri\fées  premières  nulles, 
car,  si  Tune  d\'lles  Si{x)  n'avait  pas  sa  dérivée  nulle,  le 
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point  seraîl    un   sommet   et    l'on   aurait   eu    ce   poiul 
Si{x)=x; 

2°  Les  points  a  tels  que  Ton  ail,  pour  quelques  sub- 
stitutions Si  du  groupe, 

dsi{(i)  I 

doi 

Ces  points  sont,  d'après  l'étude  précédente,  les  trans- 
formés de  ceux  de  la  première  catégorie  par  des  substi- 
tutions du  groupe. 

Exceptionnellement,  il  pourra  exister  des  points  mul- 
tiples où  l'un  des  deux  facteurs  de  l'équation  (3)  étant 
nul,  l'autre  sera  infini  pour  quelques  substitutions  du 
groupe,  et  où  cependant  le  produit  aura  une  limite  nulle  \ 
mais  ces  points  seront  des  points  multiples  singuliers, 
!^ous  n'iusisterons  pas  davantage  sur  cette  discussion 
des  points  multiples,  maison  peut  remarquer  combien 
cette  étude  des  substitutions  et  de  leurs  points  multiples 
serait  susceptible  d'éclairer  les  propriétés  des  fonctions. 

3.  L'étude  précédente  montre  que  l'équation  (i),  où 
F(x)  est  une  fonction  complète  uniforme,  est  toujours 
possible,  c'est-à-dire  que  toute  fonc lion  complète  uni- 
forme, autre  qu'une  fonction  linéaire  y  admet  des  sub- 
stitutions qui  la  laissent  invariable  ( *  ). 

(^)  L'étude  des  substitutions  des  fonctions  rationnelles,  en  parti- 
culier des  polynômes,  peut  fouroir  aux  élèves  des  Lycées  d'excellents 
exercices,  tels  que  :  discussion  de  la  réalité  des  substitutions,  des 
points  multiples,  élude  de  la  courbe  y  =  F(a;)  au  moyen  des  sub- 
stitutions, expression  des  substitutions  dans  les  cas  où  ¥{x)  est  de 
degré  3,  3,  4  ou  5.  L'équation 

s  —  X 
est  de  degré  4  lorsque  V{jc)  est  de  degré  5. 
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Considérons  niainlenanl  une  fonction  complète  mul- 
tiforme V(x)  ;  celle  fonction  complète  a  plusieurs  valeurs 
que  nous  avons  appelées  les  fonctions  partielles  (*) 
uniformes  dont  l'cMisenible  forme  la  fonction  complète 
F(.r);  ces  fonctions  partielles,  que  nous  désignerons 
par 

f\{'^),    fiK^},    A{^)i     •••»    //(^).     •••! 

s<*  permutei:t  centre  elles  lorsque  x  décrit  un  contour 
feriiié  autour  d'un  de  leurs  points  critiques,  de  sorte  que 
leur  ensemble^  qui  esl  la  fonction  complète  F(a:),  reprend 
la  même  détermination  (^)  ;  d'ailleurs,  lorsque  x  est  en 
un  de  ces  points  critiques,  plusieurs  des  fonctions  par- 
tielles/s'égalent  ('). 

Supposons  qu'il  existe  une  substitution  s{x)  telle  que 
rensen)ble  des  valeurs  de  ^{x)  demeure  invariable  pour 
celte  substitution.  Deux  cas  sont  à  considérer:  ou  bien 


(4) 


ou  bien 


(») 


'  fi{s)=/i(x), 

\  A{s)=A(x). 

j  fi{s)  =  fi{x), 


\fiis)=ff,^{x). 


V     1 

OÙ  les  fonctions  fpi{x)  ne  sont  autres  que  les  fonc- 


(  '  )  Loc,  cit. 

(-),  (••)  Pour  celle  raison,  nous  avons  appelé  points  m  uJtiples  de 
la  fonction  complète  F(j7),  les  points  critiques  des  fondions  par- 
tielles/Lr)  {fnc.  cit.). 
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lions  fi{x)  placées  dans  un  au  Ire  ordre  que  p  recède  m - 
meut. 

Dans  le  premier  cas,  les  fonclious  parlielles  demeurent 
elles-mêmes  invarialjles  pour  la  subslituLi'ou  donnée; 
elles  admettent  toutes  la  suhstitutiou  s{x)\  elles  sont 
vWcs-nviiwws  périodiques  et  ont  au  moins  une  subslitu- 
lion  commune. 

Dans  le  second  cas,  les  foncLions  partielles  ne  de- 
meurent pas  toutes  invariables  :  (|uel(|ues-unes  au  moins 
sont  permutées  par  la  substitution  s{x). 

Dans  les  deux  cas,  on  peut  résumer  les  égalités  pré- 
cédentes dans  l'égalité 

qui  sera  le  symbole  de  l'ensemble  des  égalités  relatives 
À  Fun  ou  l'autre  cas,  comme  F(jc)  est  le  symbole  de 
IVnscmble  des  fonctions  parlielles y(j:-). 

Dans  les  deux  cas,  la  fonction  complète  ¥ [x)^  (jni 
reste  invariable  pour  la  substitution  considérée,  sera 
dite  fonclion  périodique  de  x. 

Contrairement  au  cas  des  fonctions  complètes  uni- 
formes, une  fonction  complète  multiforme  quelconque 
n'est  pas  généralement  périodi(|ue;  il  est  évident,  en 
effet,  que  les  équations  (4)  ou  les  équations  (5)  ne 
peuvent  être  satisfaites  simultanément  parla  même  sub- 
stitution 5  (x)  sans  que  les  fonctions y(a7)  satisfassent  à 
certaines  conditions  spéciales.  Mais  cerlaines  fonctions 
complètes  multiformes  sont  périodiques;  nous  avons  vu, 
d'ailleurs  ('),  qu'on  pouvait  facilement  en  former  au 
moyen  d'une  fonction  complète  uniforme  'f  (x)  et  d'une 
fonction  complète  multiforme  ^{x)  :  La  fonction  com- 


(  '  j  Loc.  cit. 
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plèle  multiforme 

F{x)=  *[©(a7)J 

admet  toutes  les  substitutions  de  f{x)  et  satisfait  à  des 
équations  de  la  forme  (4). 

Considérons  donc  une  fonction  complète  multiforme 
périodique  F(jc),  c'est-à-dire  telle  qu'il  existe  des  sub- 
stitutions Si{x)  satisfaisant  à  Téquation 

(6)  F{s)  =  F{x), 

symbole  de  l'ensemble  (4)  ou  de  Tensemble  (5).  Les 

raisonnements  que  nous  avons  faits  à  propos  des  racines  s 

de  celte  équation,  lorsque  F{x)  est  uniforme,  peuvent 

être  intégralement  répétés  à  propos  des  équations  (4) 

ou  (5)^  nous  pouvons  donc  dire  : 

Toutfs  les  racines  s  rie  l' équation  (6)  sont  des  racines 

simples  y  sauf  en  des  points  x  particuliers  qui  sont  les 

points  multiples   du  groupe.    Certains  de  ces   points 

rendent  plusieurs  racines  s  identiques  à  x.  Les  zéros 

des  fondions 

^,     ^, 
dx        dx  ' 

c'est-à-dire  les  zéros  de  la  fonction  complète 

dF^x) 
dx 

sont  généralement  tous  des  points  multiples  de  cette 
catégorie. 

Mais,  ici,  on  y  doit  ajouter  les  points  critiques  des 
fonctions  partielles,  lorsque  les  substitutions /^e/'m^/re/if 
les  fonctions  partielles  qui  deviennent  égales,  points  qui 
sont  aussi  des  points  multiples  où  plusieurs  racines  s 
devienneut  identiques  à  x. 

Les  autres  points  multiples  sont  les  transformés  de 
ces  deux  sortes  de  points  \  les  points  de  cette  seconde  caté- 
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gorie  sont  UïIs  qu'au  moins  deux  substitutions  y  sont 
égales,  mais  non  identiques  à  or  ('). 

4.  Considérons  un  point  multiple  a  d'un  groupe  qui 
soit  tel  que  Tune  des  substitutions  Si(x)  du  groupe 
devienne,  en  ce  point,  identique  à  a  : 

*/(«)  =  a. 
La  période  qui  correspond  à  S£{x)  est 

et  Ton  a,  au  point  a, 

Ceci  montre  que  tous  les  points  multiples  de  la  pre- 
mière catégorie  sont  les  zéros  des  périodes. 

Donnons  à  x  une  valeur  infiniment  voisine  de  a.  Dans 
l'hypothèse  où  Si(x)  est  une  fonction  continue,  pi(x), 
qui  est  alors  aussi  continue,  sera  infiniment  petite  et,  par 
conséquent,  Si(x)  sera  infiniment  voisin  de  a  et,  par  suite, 
de  X  :  ainsi,  dans  le  domaine  d'un  point  multiple  a  où 
viennent  se  confondre  des  substitutions  ^/(x),  sj{x)^ ..., 
les  points  transformés  Si(x),  Sj{x)^  ...  sont  infiniment 
voisins  du  point  x  voisin  de  a.  Si  Ion  considère  un 
point  multiple  où  des  substitutions  deviennent  égales 
sans  être  identiques  à  a:,  on  voit  de  même  que  ces  substi- 
tutions sont  infiniment  voisines,  pour  une  valeur  de  x 
infiniment  voisine  du  point  multiple  considéré. 


(')  Dans  le  cas  des  fonctions  complètes  uniformes  comme  dans  le 
cas  des  fonctions  périodiques  multiformes,  les  points  multiples  delà 
deuxième  catégorie  peuvent  ne  pas  exister  :  c'est  lorsque  tous  les 
transformés  des  points  de  la  première  catégorie  sont  eux-mêmes  de 
la  première  catégorie.  Les  fonctions  sinor,  snj?,  fournissent  des 
exemples  de  ce  ras.  Les  polynômes  fournissent  un  exemple  du  cas 
général. 
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Dans  tout  groupe  il  exisle  au  moins  des  points  mul- 
tiples à  distance  finie  de  la  première  catégorie,  sauf  dans 
le  groupe  de  la  fonction  exponentielle,  qui  n'a  cjue  des 
périodes  constantes  et,  par  conséquent,  n*a  pas  de  point 
multiple  à  distance  finie  ^  donc,  tout  groupe,  sauf  ce  cas 
d'exception,  a  des  périodes  infinitésimales  dans  le  do- 
maine de  points  a  à  distance  finie.  C'est  ce  qui  nous  a 
permis,  dans  une  Note  précédente  (*),  où  nous  avions 
déjà  sans  calcul  démontré  ce  fait,  de  ne  pas  établir  <le 
distinction  entre  les  dilïérents  groupes  discontinus  qui 
contiennent,  ou  non,  des  périodes  infinitésimales  dans 
le  domaine  de  certains  points  ^  mais  nous  avons  vu  que 
certaines  fonctions  périodiques  ont  des  groupes  qui  sont 
continus,  c'est-à-dire  contiennent,  quel  que  soit  x^  des 
périodes  infinitésimales.  L'analyse  permet  de  préciser 
alors  la  nature  des  fonctions  qui  précèdent  de  tels 
groupes. 

Considérons  d'abord  une  fonction  complète  uniforme 
F(a*),  et  soit  p{x)  une  de  ses  périodes.  p{x)  ne  peut, 
quel  que  soit  x,  être  infinitésimale,  car  on  a 

(;)     T[.-.pi.)]^p<.)^^M^\        (ieio). 

F[x  -l-/>(x)]  et,  par  suite,  F(a")  seraient  alors  inlinité- 
simalesquel  que  soil.r,  sauf  peut-être  dans  le  voisinage 
des  pôles  de  la  dérivée,  et  ceci  est  impossible.  Donc  le 
groupe  de  toute  fonction  complMe  uniforme  est  un 
groupe  discontinu,  c'est-à-dire  que,  sauf  dans  le  domaine 
des  points  multiples,  aucune  période  n'est  infinitésimale. 
Considérons  maintenant  une  fonction  complète  mul- 
tiforme F(r)  qui  se  décompose,  en  dehors  de  ses  mul- 
tiplicités,  en   fonctions   partielles  /i  (^),    f^i^c),    ..-, 

(')  Loc.  cit. 
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el  supposons  que  celle  foiiclioii  soîl  périodique,  c\'sl- 
à-dire',  soit  qu'il  existe  des  substitutions  qui  laissent  inva- 
riables les  fonctions  partielles /elles-mèoies,  soit  qu'il 
existe  des  substitutions  qui  permutent  entre  elles  ces 
fonctions  partielles  ou  (|ui,  laissant  invariables  quelques- 
unes  des  fonctions  partielles,  permutent  les  autres.  Dans 
le  premier  cas,  les  substitutions  ne  peuvent  donner  lieu 
à  des  périodes  inOnilésimales,  quel  que  soitx,  car  ce  que 
nous  avons  dit  sur  I  équation  (7)  peut  être  répété  sur 
une  équation  de  la  forme 

fi[x-r-pix)]:r.pU)^     '—^^ 

Cl  alors  le  groupe  est  nécessairement  discontinu .  Dans 
le  second  cas,  il  est  nécessaire  de  faire  di/l'érentes  liypo- 
llièses  sur  la  fonction  mulliforme  V{jr)  : 

1"  La  fonction  F(x)  est  une  fonction  ponctale  (*), 
c'est-à-dire  que,  parmi  les  fonctions  partielles  /(x)  qui 
composent  la  fonction  complète  F  (x),  il  i\\i\\  est  pas 
deux  qui  diffèrent  infiniment  peu  quel  que  soîl  x.  Alors 
les  équations  (5)  de  la  forme 

fi[^^p<j^)\  ^fi>i{^n       iPi-r-  0 

ne  peuvent  être  satisfaites  par  une  période  p{x)  qui 
serait  inGnilésimale  quel  que  soitx,  car  si  cela  était,  au 
moins  deux  fondions  partielles//,  fpi  différeraient  inQ- 
nimenl,  peu  quel  <|ue  soit  x. 

En  remarquant  qu'une  fonclioii  complète  uniforme 
est  aussi  une  fonction  ponctale,  nous  pouvons  donc  dire  : 

Toute  fonction  périodique  ponctale  a  pour  groupe 
de  substitutions  un  groupe  discontinu. 


(*)  Pour   plus  amples   d<'tails  sur  ces  (expressions,   voir  la  Noie 
rilée. 
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2°  La /onction  F(x)  est  une  foncfion  improprement 
/inéale  ou  improprement  aréale  (  *  ),  c'est-à-dire  que  les 
points  qui  représentent  les  fonctions  partielles  f  sont 
des  points  infiniment  voisins  les  uns  des  autres,  sur  une 
ligne  ou  dans  une  aire.  On  peut  alors  associer  deux  à 
deux  les  fonctions  f  de  manière  que  fi{x)  et  /pi(x) 
soient  infiniment  peu  différentes,  et  Téquation  précé- 
dente ne  présente  plus  aucune  impossibilité  pour  Texis- 
tence  de  périodes  qui  soient  infinitésimales  quel  que 
soit  X. 

En  remarquant  (jue,  selon  que  la  fonction  est  im- 
proprement linéaie  ou  improprement  aréale,  le  groupe 
peut  être  simplement  continu  ou  doublement  continu, 
nous  pouvons  dire  : 

Tout  groupe  continu  ne  peut  appartenir  qu'à  une 
fond  ion  improprement  linéaie  si  la  continuité  du 
groupe  est  simple,  ou  à  une  fonction  improprement 
aréale  si  la  continuité  du  groupe  est  double. 

Ce  qui  précède  permet  de  démontrer  encore  que  : 

ï"  Toute  fonction  périodique  ponctale  F(x)  a  pour 
inverse  une  fonction  périodique  ponctale,  à  moins  que 
F(x)  ne  soit  une  fonction  complète  uniforme,  auquel 
cas  Tinverse  n'est  pas  périodique. 

2**  Toute  fonction  périodique  improprement  linéaie 
a  pour  inverse  une  fonction  périodique  improprement 
linéaie, 

3°  Toute  fonction  périodique  improprement  aréale 
a  pour  inverse  une  fonction  périodique  improprement 
aréale. 

Mais  nous  n'insistons  pas  davantage,  et  nous  rappe- 
lons seulement)  en  terminant;  que  la  fonction  impro- 


(')   Voir  la  Noie  citée. 
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premenl  lînéale 


où  m  est  incommensurable,  est,  comme  son  inverse,  une 
fonction  périodique  dont  le  groupe  est  simplement  con- 
tinu, et  que,  le  groupe  de  substitutions  d'une  fonction 
abélienne  étant  continu,  cette  fonction  est,  comme  son 
inverse,  une  fonction  improprement  linëale  ou  aréale. 


[M'8e] 

CONSTRUCTION  DES  CENTRES  M  COURBURE 
DES  COURBES  DE  LAMÉ; 

Par  m.  Maurice  d'OCAGNE. 


Rappelons  que  le  lieu  des  points  de  rencontre  des 
rayons  vecteurs  d'une  courbe  C  issus  de  O  et  des  paral- 
lèles aux  normales  correspondantes  issues  à\\\\  second 
pèle  Gxe  P  est  dite  V adjointe  des  directions  normales 
de  la  courbe  C  (*).  Nous  avons  fait  voir  que  si  la  nor- 
male au  point  M  de  la  courbe  C  coupe  au  point  N  la 
droite  OP,  la  perpendiculaire  élevée  en  H  à  MN  et 
la  parallèle  menée  à  la  tangente  correspondante  de 
l'adjointe  par  le  centre  de  courbure  |jl  répondant  au 
point  M  se  coupent  sur  le  rayon  vecteur  OM  ('-). 


C)  Sur  la  notion  générale  d'adjointe  infinitésimale,  voir  la  Noie 
que  nous  avons  récemment  publiée  dans  les  Nouvelles  Annales 
(3«  série,  t.  XIX,  p.  219;  1900). 

(  =  )  Ce  théorème,  démontré  dans  un  Mémoire  de  V American 
Journal  0/  Mathematics  (t.  XI,  p.  67;  1889),  est  reproduit  dans 
noire  Cours  de  Géométrie  descriptive  et  de  Géométrie  infinitési- 
male, p.  aSS. 

Ann.  de  MaChémat.,  V  série,  t.  I.  (Octobre  1901.)  »>0 


Digiti 


zedby  Google 


(  4«6  ) 
Si  donc,  faisant  coïncider  le  pôle  P  avec  le  poinl  N, 
on  peul  obtenir  facilement  la  direclion  de  la  tangente 
en  M  à  radjoinle,  on  on  déduit  immédiatement  la  con- 
slruction  du  centre  de  courbure  jx  delà  courbe  C.  Voici, 
comme  application  de  cette  remarque,  une  détermina- 
t-ion  bien  simple  des  centres  de  courbure  d'une  courbe 
de  Lamé,  dont  l'équalion,  en  coordonnées  rectangu- 
laires, est 

A  et  B  ayant  des  signes  quelconques    et    m  étant  un 
nombre  quelconque  entier  ou  fractionnaire. 

Si  Ton  prend  comme  second  pôle  le  pied  N  de  la  nor- 


male, on  voit  immédiatement,  en  posant  ON  =::  a,  que 
Féquation  de  l'adjointe  est 


on 


.T  — a        A.r'"-» 


A.r'"-»—  B7'«-2(a:  —  a)  =  o. 


Le  coefficient  angulaire  f  de  la  tangente  en  M  à  celle 
conrhe  est  donné  par 

_  (m  —  i}\x»*-^—  liy"^~* 
ou,  en  tenant  compte  de  (9.), 
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Si    donc    nous    appelons  c    le   coefficient   angulaire 
de  OM  et   si  nous  portons  l'origine  en  N  de  façon  à 
prendre  pour  nouvel   axe  des  ^  la  perpendiculaire  INf 

h  ON,  nous  avons 

(2  —  m)x'-+-0L 


t  =  c 


(2  —  m)x' 


et  il  est  bien  facile  de  voir  que  celte  égalité  exprime 
que,  si  la  parallèle  à  la  tangente  à  Tadjointe  menée  par  j\ 
coupe  OM  en  L,  on  a 

(3)  lL  =  {}.  —  m)\M. 

Ayant  donc  marqué  sur  OM  le  point  L  défini  par 
cette  égalité  (3),  on  a  le  cetUre  de  courbure  iji  en  éle- 
vant à  MN  la  perpenrliculaire  NH  et  menant  par  H  la 
parallèle  Hul  «  LN. 

Sî  ru  =  f ^  auquel  cas  on  a  une  droite,  le  point  L 
venant  coïncider  avec  M,  le  point  ui  est  bien  rejeté  à 
Tinfini,  ce  qui  est  une  vérification. 

Si  ///  =  2,  auquel  cas  on  a  une  conique  à  centre,  le 
point  L  se  confond  avec  le  point  I  et  la  droite  Hjx  est 
perpendiculaire  à  Ox,  ce  c|ui  rc»donne  la  construction 
bien  connue  due  à  M.  Mannlieîni. 


BIBMOGRAIMIIE. 


Eléments  de  Mathématiques  supérieures  à  Tusage 
des  Physiciens,  Chimistes  et  Ingénieurs  et  des  Elèves  des 
Facultés  des  Sciences;  par  M.  f^ogt,  professeur  à  TUni- 
versilé  de  >'ancy.  (Nony  et  C'*",  Paris,  1901 .)  Prix  :  lo^*^. 

Ce  Livre  s'adresse  principalement  aux  éludianls  qui  désirent 
se  mettre  le  plus  rapidement  possible  en  clat  de  suivre  les 
cours   «rcnsrifçnement  supérieur   ihéoriquc   ou  applique,  aux 
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maîtres  répétiteurs  obliges  de  commencer,  loin  d'une  Uni- 
versité, leur  préparation  à  la  licence,  aux  personnes  qui  se 
destinent  à  l'Industrie  ou  aux  Travaux  publics.  On  connaît 
bien  l'enseignement  précis,  substantiel  et  condensé  que  M.  Vogt 
donne  à  l'Université  de  Nancy  aux  étudiants  qui  désirent 
apprendre  les  iMathématiques  et  à  ceux  qui  se  destinent  aux. 
sciences  appliquées;  j'ai  donc  seulement  à  donner  une  idée  des 
matières  réunies  dans  son  Livre  et,  autant  que  je  l'aurai  aperçu, 
de  l'esprit  dans  lequel  elles  ont  été  traitées. 

Premièrr  Partik  :  Compléments  d'Alf^èbre.  —  l^s  pre- 
miers Chapitres  contiennent  les  régies  de  calcul  qui  ne  sont 
pas  enseignées  ordinairement  dans  les  cours  élémentaires  : 
Résolution  des  équations  du  premier  degré  et,  à  cette  occasion, 
introduction  des  déterminants,  formule  du  hinome,  calcul  des 
radicaux,  définilion  et  calcul  des  puissances  à  exposants  frac- 
tionnaires ou  négatifs. 

L'étude  des  séries  est  précédée  de  généralités  sur  les  limites 
et  en  particulier  du  principe  relatif  à  des  nombres  qui  vont  en 
croissant  et  restent  inférieurs  à  un  nombre  flxe.  Ce  principe 
permet  d'établir  simplement  les  règles  usuelles  de  convergence 
des  séries;  le  calcul  approché  de  la  somme  d'une  série  est 
expliqué  avec  détails. 

Puis  vient  l'étude  de  la  fonction  exponentielle  et  de  son 
inverse,  la  fonction  logarithmique  :  il  y  a  lieu  de  s'arrêter  sur 
la  méthode  suivie  pour  introduire  ces  fonctions.  Dans  les  ques- 
tions d'Analyse  où  l'exponentielle  et  le  logarithme  jouent  le 
rôle  d'auxiliaires  permettant  de  ramener  l'étude  des  produits 
à  celle  des  sommes,  ce  qui  importe,  en  défînitive,  c'est  qu'on 
ait  pu  définir  une  fonction  continue  ^{x)  jouissant  de  la  pro- 
priété 

Or  on  obtient  une  fonction  ayant  ces  propriétés  si  Ton  pose 

a?" 


X 

X^ 

îpCr  ) 

- 

14- 

i 

-H 

\.'}. 

la  série  du  second  membre  est  une  série  entière,  convergente 
pour  toute  valeur  de  x\  elle  met  en  évidence  la  propriété 

':,\x)  —  z(x). 
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et  elle  permet  encore  de  montrer  aisément  que  les  fonctions 
sino?  et  cos^r  se  ramènent  à  la  fonction  ^(x).  D'ailleurs,  cette 
définition  de  la  fonction  9(2-)  par  une  série  entière  se  rac- 
corde, à  Taide  d'un  raisonnement  dû  à  Gauchy,  avec  la  défî- 
nîtion  de  l'exponentielle  à  laquelle  on  était  parvenu  par  des 
généralisations  successives  de  la  notion  d'exposants  :  on 
montre,  en  effet,  que  l'on  a,  pour  toute  valeur  de  a?, 


a:        x^ 

e*  =  iH 1 h . 

1             I.-2 

en  posant 

I          I 

C  =  IH 1 h.. 

I            I  .'2 

.  .-h  - 
.-t-  - 

X» 

I 

.'2.../1 

Il  y  a  de  grands  avantages,  on  le  voit  déjà  par  les  remarques 
précédentes,  à  rattacher,  comme  le  fait  M.  Vogt,  les  propriétés 
de  l'exponentielle  et  du  logarithme  à  la  série 

X         x^  x'^ 

IH 1 h.  ..H h 

j         i.'2  i.a...n 

DEtxiÈMR  Partie  :  Principes  de  Géométrie  analytique. — 
Cette  Partie  débute  par  des  notions  générales  relatives  à  la 
mesure  des  grandeurs,  à  l'homogénéité  des  formules  établies 
en  laissant  les  unités  arbitraires,  avec  des  exemples  empruntés 
à  la  Géométrie,  à  la  Mécanique  et  à  la  Physique.  La  théorie 
aujourd'hui  classique  des  segments  et  des  projections  est 
exposée  dans  un  Ghapitre  séparé,  puis  viennent  la  définition 
des  coordonnées  et  une  première  idée  de  la  représentation  des 
lignes  et  des  surfaces  par  des  équations,  donnée  en  prenant 
pour  exemples  les  lignes  et  les  surfaces  du  second  ordre. 

Troisième  Partie  :  Dérivées  et  différentielles,  —  Apres  la 
recherche  des  dérivées  des  fonctions  usuelles  d'une  variable, 
la  formule  des  accroissements  finis  permet  d'aborder  l'étude 
de  la  variation  d'une  fonction,  puis  la  démonstration  des  for- 
mules de  Taylor  et  de  Mac-Laurin. 

lin  Ghapitre  est  réservé  aux  fonctions  définies  par  des  séries 
entières  et  aux  développements  en  série  des  fonctions  sina?, 
cosa?,  (IH- j?)'«,  log(i-4-a:),  arctanga:;  un  autre  Chapitre  aux 
méthodes  d'interpolation. 

Tout  ce  qui  précède  suppose  seulement  la  connaissance  des 
dérivées.  On  introduit  maintenant  la  notion  de  différentielle 
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a\cc  son  interprétation  géométrique,  et  celle  des  difTérentielIes 
d'ordre  supérieur. 

Au  début  de  l'étude  des  fonctions  de  plusieurs  variables,  on 
définit  la  diiïérentielie  totale  comme  la  partie  principale  de 
l'accroissement  d'une  fonction  ^  des  variables  indépendantes  x 
et  y^  quand  les  accroissements  donnés  à  ces  variables  sont, 
tous  deux,  des  infiniment  petits  du  premier  ordre.  La  consi- 
dération de  la  diiïérentielie  totale  permet  souvent  de  calculer 
à  la  fois  toutes  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  de  plu- 
sieurs variables.  Cette  méthode  est  employée  plusieurs  fois;  le 
lecteur  peut  d'ailleurs,  et  c'est  un  bon  exercice  pour  les  com- 
mençants, retrouver  successivement  l'expression  de  chacune 
des  dérivées. 

l^a  théorie  du  changement  de  variables,  la  formule  de  Tay- 
lor  étendue  au  cas  des  fonctions  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes, et  la  détermination  des  maxima  et  des  minima  de 
ces  fonctions  terminent  celle  troisième  Partie. 

Quatrième  Partie  :  Théorie  des  équations,  —  L'intro- 
duction des  quantités  complexes  et  la  démonstration  de  la  for- 
mule de  Moivre  permettent  d'obtenir  cos/wx  et  sinmar  en 
fonction  de  qosx  et  de  §in:r,  la  résolution  de  l'équation  bi- 
nôme, les  formules  d'EuIer  qui  ramènent  à  la  seule  exponen- 
tielle les  fonctions  sina:  et  cosar,  et  comme  application  le  calcul 
de  cosmx  et  de  sinm:r  en  fonction  des  sinus  et  des  cosinus  des 
multiples  de  x. 

Puis  viennent  les  relations  entre  les  racines  cl  les  coeffi- 
cients d'une  équation  algébrique,  les  racines  multiples,  l'élimi- 
nation. Un  Chapitre  est  consacré  à  la  résolution  de  l'équation 
du  troisième  degré;  un  autre,  qui  doit  être  signalé  particuliè- 
rement, se  rapporte  à  la  résolution  des  équations  numériques. 
On  pourra  voir,  en  lisant,  page  270,  l'exemple  emprunté  à  la 
Théorie  de  la  chaînette,  avec  quel  soin  les  calculs  numériques 
sont  expliqués. 

Cinquième  Partie  :  Applications  géométriques,  —  Con- 
struction des  courbes  planes  en  coordonnées  rectilignes  et  en 
coordonnées  polaires;  lieux  géométriques,  enveloppes  dans  le 
plan  et  dans  l'espace,  centre  de  courbure  des  courbes  planes 
défini  comme  le  point  où  la  normale  touche  son  enveloppe. 
Pour  les  courbes  gauches,  plan  osculateur,  centre  de  courbure 
défini  de  suite  comme  le  point  où  le  plan  osculateur  est  ren- 
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contré  par  la  droite  suivant  laquelle  le  plan  normal  touche  son 
enveloppe. 

Sixième  Partie  :  Calcul  intégral.  —  Après  avoir  démontre 
le  théorème  relatif  à  la  substitution  des  infiniment  petits  dans 
la  recherche  de  la  limite  d'une  somme,  M.  Vogt  considère  la 
somme 

/(?!  )  A:f,  +/($,  )  Aa:,  -h  . .  .+/(U)  A^« 

et  en  montrant  que  cette  somme  a  une  limite,  dans  des  con- 
ditions qui  sont  précisées,  il  établit  analytiquement  l'existence 
de  l'intégrale  définie  par  une  méthode  qui  s'étendra  d'elle-même 
aux  intégrales  doubles  et  aux  intégrales  triples.  Il  donne  une 

représentation  géométrique  de  l'intégrale  définie     /    /(x)clx 

et  il  montre  comment  on  peut  obtenir  sa  valeur  dès  que  l'on 
connaît  une  fonction  F  (a?)  admettant/(a:)  comme  dérivée. 

Dans  les  Chapitres  suivants  :  Procédés  d'intégration,  calcul 
des  coefficients  de  la  série  trigonométrique  qui  doit  représenter 
une  fonction  donnée;  calcul  approché  d'une  intégrale  définie, 
détermination  des  aires,  arcs  de  courbe,  volumes,  moments 
d'inertie  à  l'aide  d'intégrales  simples  ou  multiples. 

Les  intégrales  curvilignes  sont  ensuite  définies  avec  le  plus 
grand  soin,  ainsi  que  la  condition  pour  qu'une  intégrale  curvi- 
ligne ne  dépende  que  des  limites  du  chemin  d'intégration. 

Je  dois  encore  signaler  le  Chapitre  consacré  aux  intégrales 
de  surface  et  à  leur  transformation  en  intégrales  de  volume  ou 
en  intégrales  curvilignes.  La  formule  d'Ostrogradsky,  ramenant 
une  intégrale  de  surface  à  une  intégrale  de  volume,  montre  sous 
quelle  condition  une  intégrale  de  surface  relative  à  une  calotte 
limitée  par  un  contour  (C)  demeure  constante  quand  la  calotte 
se  déforme,  le  contour  (C)  restant  fixe;  la  formule  de  Stokes 
donne,  dans  ce  cas,  une  évaluation  de  l'intégrale  de  surface 
considérée  au  moyen  d'une  intégrale  curviligne  relative  au 
contour  (C).  M.  Vogt  démontre  la  formule  de  Stokes  en  géné- 
ralisant le  procédé  classique  qui  sert  à  établir  la  formule  ana- 
logue de  Géométrie  plane 

(„..,.Q.^,-/-£(g-|:)..*. 
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11  indique  aussi  une  autre  conséquence  de  la  formule  d'Ostro- 
gradsky,  la  formule  de  Green,  fondamentale  dans  Tétude  des 
fonctions  de  trois  variables  qui  satisfont  à  la  condition 

d*y     d*y     a«v  _ 

dx^  âjr*  dz*    "~ 

Septième  Partie  :  Équations  différ-e miellés.  —  Généralités 
sur  les  équations  différentielles.  Intégration  dans  les  cas  les 
plus  simples. 

Étude  particulière  des  équations  linéaires  avec  une  indication 
sur  la  méthode  de  la  variation  des  constantes. 

Équations  différentielles  simultanées.  Équations  aux  dérivées 
partielles.  Intégration  de  Féquation  linéaire  du  premier  ordre, 
indication  relative  à  l'équation  des  cordes  vibrantes. 

Notes  d* Algèbre.  —  Complément  sur  Fétude  des  séries. 
Séries  absolument,  uniformément  convergentes. 

Élimination.  Théorème  de  Bezout  sur  le  nombre  des  points 
communs  à  deux  courbes  algébriques. 

Notes  de  Géométrie  analytique,  —  Étude  plus  détaillée 
des  coniques.  Dans  l'espace,  transformation  des  coordonnées 
et,  comme  application,  formules  fondamentales  de  la  Trigo- 
nométrie sphérique. 

Étude  des  surfaces  du  second  ordre  sur  les  équations  réduites. 

Axes  d'une  surface  du  second  ordre. 

Courbure  sur  une  surface.  Théorème  de  Meusnier. 

Indicatrice  de  Dupin.  Lignes  de  courbure. 

Exercices  sur  les  sept  Parties  du  Volume  et  sur  les  Notes 
de  Géométrie  analytique. 

On  voit  par  cet  exposé  rapide  et  où,  pour  abréger,  j'ai  dû 
passer  plus  d'un  paragraphe,  tout  ce  que  M.  Vogt  a  pu  réunir 
en  un  seul  V'olumc.  Ce  Livre  sera  pour  les  étudiants  un  guide 
sûr,  expérimenté,  les  conduisant  par  les  voies  les  plus  directes 
à  des  règles  précises  et  bien  préparées  pour  les  applications. 
Ceux  qui  en  auront  le  temps  pourront  revenir  aux  régions 
traversées  si  utilement,  et  achever  d'y  prendre  l'habitude  et  le 
goût  des  études  mathématiques.  Ë.  Lacodr, 

Proreslicur  À  ri-niTcrsIlé  de  iNanry. 
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SOLUTIONS  W  QUESTIONS  PROPOSÉES 


1798. 

(1898,  p.  ai(,  résolue  1900,  p.  .I77.) 

Par  un  point  m  d'une  conique  on  fait  passer  un  cercle 
qui  coupe  cette  courbe  aux  points  a,  6,  c.  Démontrer  que, 
quel  que  soit  ce  cercle,  la  droite  de  Simson  de  m^  par  rap- 
port au  triangle  a,  6,  c,  passe  par  un  point  fixe, 

(Manniieim.) 

NOTE 

Par  M.  E.-N.  Barisien. 

La  très  élégante  solution  de  M.  Droz-Farny  ne  donne  pas 
la  position  du  point  fixe  de  l'énoncé.  Ce  point  est  cependant 
facile  à  déterminer  par  l'intersection  de  deux  positions  parti- 
culières de  la  droite  de  Simson  : 

I**  Lorsque  le  cercle  est  tangent  en  m  à  la  conique,  le  point  a 
se  confond  avec  m,  et  la  droite  de  Simson  du  triangle  abc  est 
alors  la  perpendiculaire  abaissée  de  m  sur  bc  ou  la  droite  qui, 
passant  par  m,  est  symétrique  de  la  normale  en  m  par  rapport 
aux  axes  de  la  conique.  Soit  8  cette  droite. 

2°  Soient  a! ^  b'  les  symétriques  de  m  par  rapport  aux  axes 
de  la  conique,  et  c'  le  point  diamétralement  opposé  à  m»  Les 
quatre  points  m,  a\  b'j  c'  sont  sur  un  cercle,  et  la  droite  de 
Simson  de  m,  par  rapport  au  triangle  rectangle  a'c'b',  est  la 
droite  a'b'.  Soit  o'  cette  droite.  Le  point  fixe  est  à  l'intersec- 
tion des  droites  S  et  S'. 

Si  la  conique  est  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  de  coor- 
données, et  si  ^  désigne  l'angle  d'anomalie  excentrique  en  m, 
les  équations  des  droites  S  et  8'  sont 

(o)  ax  sincp  -h  bjr  coso  =  (a*-+-  b*)  sinç  coscp, 

(8')  bxsin^ -^  ay  C0S9  =  o. 

Les  coordonnées  du  point  d'intersection  k  de  ces  deux  droites 

sont  donc 

,  ,  /a^-hbi\  /a^-^b^\    . 
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On   voit  que   lorsque  m  se  déplace  sur  l'ellipse  donnée,  le 
point  (i)  parcourt  Tellipse 


a» 


Le  point  (i)  est  analogue  au  point  de  Frégier  p  dont  les  coor- 
données sont 

Il  en  résulte  que  le  centre  O  de  Tellipsc  et  les  points  k  et  p 
sont  en  ligne  droite,  avec  la  relation 

Om    =  Op-hÔJ:, 

qui  permet  de  construire  le  point  k  au  mo^en  du  point  de 
Frégier/?. 

Si  la  conique  donnée  est  une  parabole  et  si  m'  est  le  symé- 
trique de  m  par  rapport  à  Taxe  de  la  parabole,  la  parallèle  à 
Taxe  menée  par  m'  rencontre  la  normale  en  m  au  point/?  de 
Frégier.  Le  point  fixe  k  s'obtient  en  prenant  le  symétrique 
de  p  par  rapport  à  m'.  Lorsque  le  point  m  parcourt  la  para- 
bole donnée,  le  point  X:  décrit  une  parabole  égale  à  la  parabole 
donnée,  tout  comme  le  point/?. 


1803. 

M894,  p.  34e.) 

Une  conique  est  donnée.  On  prend  les  normales  à  cette 
courbe  issues  de  l'un  de  ses  points.  Pour  chaque  normale, 
on  mène  de  son  pied  la  droite  qui  lui  est  symétrique  par 
rapport  aux  cures  de  la  conique.  Démontrer  que  les  quatre 
droites  ainsi  obtenues  passent  par  un  même  point. 

(MANNHKiai.) 
SOLUTION 
Par  M.  DuPORCQ. 

La  propriété  à  démontrer  est  un  cas  particulier  de  la  sui- 
vante : 

hâtant  données  quatre  normales  concourantes  à  une  co- 
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nique,  si,  par  leurs  pieds,  on  mène  les  droites  en  direction 
symétriques  de  ces  normales  par  rapport  aux  axes  de  la 
conique,  on  obtient  quatre  droites  concourantes. 

Soit,  en  effet,  a  le  pied  d'une  des  normales  considérées  :  la 
droite  à  mener  par  ce  point  est,  en  direction,  symétrique  par 
rapport  aux  bissectrices  des  axes  de  la  tangente  en  a:  d'ail- 
leurs, les  quatre  pieds  a  sont  sur  une  même  hyperbole  d'Apol- 
lonius, passant  par  le  centre  de  la  conique  donnée  C,  et  par 
les  points  à  Tinfîni  de  ses  axes. 

Ceci  posé,  transformons  homographiquement  la  figure,  de 
sorte  que  les  points  à  l'infini  des  bissectrices  des  axes  aient 
pour  transformés  les  points  cycliques  :  les  transformés  a'  des 
points  a  se  trouveront  visiblement  encore  sur  une  même  hy- 
perbole d'Apollonius  relative  à  la  conique  C,  transformée  de  C, 
et  les  transformées  des  quatre  droites  envisagées  seront  les 
normales  à  G'  aux  points  a'.  De  la  concourance  de  ces  nor- 
males résulte  celle  des  droites  considérées.  On  voit  de  plus 
que  ces  dernières  se  coupent  sur  l'hyperbole  d'Apollonius  qui 
passe  par  les  quatre  pieds  a, 

1808. 

I  1898,  p.  4Ki.) 

Soit  M  un  point  quelconque  de  l*une  des  asymptotes 
d'une  hyperbole  donnée,  de  foyers  F  et  F'.  On  considère  la 
parabole  tangente  à  MF  en  F  et  à  MF'  en  F'.  Montrer  que 
^6  foyer  de  cette  parabole  est  situé  sur  l'hyperbole  et  que 
le  lieu  du  sommet'  de  la  parabole  se  compose  de  deux  hy- 
perboles. (E.-N.  Barisiën.) 

SOLUTION 
Par  M.  DuponcQ. 

Soient  a,  i  et  j  trois  points  d'une  droite  et  q  le  point  com- 
mun aux  tangentes  menées  par  i  ety  à  un  cercle  quelconque  (/?) 
tangent  en  a  à  la  droite  ij\  selon  que  a  est  extérieur  ou  inté- 
rieur au  segment  (/,  on  voit  aisément  que  les  longueurs  ^i 
et  ©y,  d'une  part,  ai  et  aj^  d'autre  part,  ont  même  somme  ou 
même  différence;  quand  le  rayon  du  cercle  (/?)  varie,  le  lieu 
du  point  cp  est  donc  la  conique  de  foyers  i  et  y  et  de  sommet  a. 

Soit   maintenant   b   un  point  quelconque  de  la  droite  ty,  le 
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lieu  des  poinls  de  contact,  5,  des  tangentes  menées  de  ce  point 
aux  cercles  (p)  est  évidemment  le  cercle  de  centre  b,  qui 
passe  par  a;  si  a  et  6  divisent  harmoniquement  le  segment  (/, 
on  voit  que  ce  cercle  {s)  est  le  cercle  osculateur  en  a  à  la 
conique  (çp). 

Transformons  homographiquement  ces  résultats,  de  sorte 
que  i  et  y  aient  pour  transformés  les  points  cycliques,  et 
soient  F  et  F'  les  points  qui  correspondent  dans  la  nouvelle 
figure  aux  points  cycliques  de  .la  première;  aux  cercles  (p) 
correspondent  les  paraboles  (P),  qui  passent  par  F  et  F',  et 
touchent  la  droite  de  TinOni  au  môme  point  A;  le  pôle  M  de 
la  droite  FF'  par  rapport  à  ces  paraboles  décrit  évidemment  la 
droite  qui  joint  le  point  A  au  milieu  O  de  FF'.  Quant  au 
point  <p,  il  a  pour  transformé  le  foyer  *  de  (P);  on  voit  donc 
ainsi  que  le  lieu  de  ce  point  est  la  conique  de  foyers  F  et  F' 
qui  admet  OA  pour  asymptote. 

Au  conjugué  harmonique,  6,  de  a,  par  rapport  au  segment  i/\ 
correspond  le  point  à  Tinfini  de  la  direction  perpendiculaire  à 
celle  de  OA,  c'est-à-dire  à  celle  de  l'axe  de  (P);  le  point  s  a 
donc  pour  transformé  le  sommet  S  de  (P).  On  voit  ainsi  que 
le  lieu  de  ce  sommet  est  la  conique  qui  passe  par  les  foyers  F 
et  F',  et  qui  a  un  contact  du  second  ordre  avec  la  conique  (4>) 
au  point  à  l'infini  de  la  direction  OA. 

Autres  solutions  de  MM.  Audibert,  Lez  et  L.  Ripert. 
1812. 

(189J,  p.  loo.) 

Les  plans  osculateurs  à  une  cubique  gauche  en  trois 
de  ses  points  a,  b  et  c,  coupent  le  plan  abc  suivant  des 
droites  concourantes,  (  E.  Duporcq.) 

SOLUTION 
Par  UN   ABONNÉ. 

Le  théorème  est  bien  connu  sous  la  forme  suivante  :  Si 
Von  considère  trois  points  d'une  cubique  gauche  et  les 
plans  osculateurs  en  ces  points,  le  point  communaux  trois 
plans  est  dans  le  plan  commun  aux  trois  plans.  On  en 
trouve  une  démonstration  dans  le  Traité  de  Géométrie  ana- 
lytique de  Salmon  ;  en  considérant  quatre  points  de  la  cubique 
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el  les  plans  osculateurs  en  ces  points,  on  a  deux  tétraèdres 
dont  chacun  est  inscrit  à  Tautre.  L'énoncé  donné  par  M.  Du- 
porcq  résulte  du  théorème  suivant,  également  connu  :  Les 
tangentes  à  une  cubique  gauche  font. partie  d'un  com- 
plexe linéaire,  et  de  ce  fait  général  :  Si  les  tangentes  à  une 
courbe  gauche  font  partie  d'un  complexe  linéairCy  le  plan 
qui  contient  les  droites  du  complexe  issues  d'un  point  de 
la  courbe  est  le  plan  osculateur  en  ce  point,  ou  encore  :  les 
droites  menées  par  un  point  de  la  courbe  dans  le  plan 
osculateur  en  ce  point  font  partie  du  complexe  linéaire. 
En  regardant  la  cubique  comme  l'osculée  du  plan 

X»x— 3X*^-h3X«  — tv  =  o, 

de  sorte  que  le  ]>oint  d'osculation  a  pour  coordonnées  i,  X, 
X*,  X',  on  obtient  d'ailleurs  directement  l'équation  du  com- 
plexe des  droites  menées  par  les  points  d'une  cubique  gauche 
dans  les  plans  osculateurs  en  ces  mêmes  points;  car,  si 
(^'}.v\^')  ^')  est  un  point  du  plan  osculateur  au  point 
(i,  X,  X*,  X'),  les  coordonnées  p  Qt  s  de  la  droite  qui  joint  ces 
deux  points  sont  p  —  Xz' —  X*^',  s=  w'—  X* j?',  et  la  condition 

X^a-'—  3X«y  H-  3X^'-  tv'=  o 

(qui  exprime  que  le  point  est  dans  le  plan  osculateur)  donne 
3p  —  s  =  Oy  équation  d'un  complexe  linéaire  (cf.  Nouvelles 
Annales,  p.  ii5;  iSg?.). 

Autre  réponse  de  M.  V.  Retali,  qui  s'exprime  ainsi  : 

«t  Le  théorème  énoncé  appartient  à  Ghasies  {Aperçu  hist., 
Note  XXXHÏ,  p.  4o3)  :  c'est  la  propriété  fondamentale  des 
cubiques  gauches,  et  on  la  trouve  démontrée,  dans  les  livres 
qui  traitent  de  ces  courbes,  soit  par  la  Géométrie  pure,  soit 
par  l'Analyse.   » 

Diverses  autres  réponses  dans  le  même  sens  de  MM.  Rktali,  Lery, 
Dnoz-F'AnNY,  Anonyme. 

1818. 

(1899.  p.  liH.  ) 

Le  lieu  des  barycentres  des  triangles  qui  sont  formés 
par  une  tangente  mobile  à  une  ellipse  avec  les  axes  de 
cette  courbe  est  une  kreuzcur\c.  (Carooso-Lwnes.) 
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(  47«  ) 

SOLUTION 

Par  M.  V.  Retali. 
Si  A  el  B  sont  les  points  où  la  tangente  à  Tellipse 

au  point  {x'y')  coupe  les  axes,  nous  avons  évidemment 

X  y 

les  coordonnées  du  barycentrc  G  du  triangle  OAB  sont  donc 

et  l'équation  du  lieu  cherché  est 

Autrement  :  Le  lieu  du  point  M  d'intersection  des  paral- 
lèles menées  aux  axes  par  les  points  A  et  B  est,  par  défini- 
lion,  la  kreuzcurve  correspondante  à  Tellipse  donnée;  mais 
3. GO  =  OM:  donc  le  lieu  de  G  est  la  kreuzcurve  relative  à 
Vellipse 

x^        y* 

Si,  au  lieu  d'une  ellipse,  on  considère  une  hyperbole,  le  lieu 
de  G  est  une  kohlenspitzencurve» 

Autres  solutions  de  MM.  II.  nnocAUD,  A.  Dnoz-FAnNY,  G.  Fon- 
te s  F.,  Lez,  etc. 

1819. 

•  I8'J9,  p.  loS.  ) 

Soient  S  et  S' deux  coniques  se  coupant  en  quatre  points  K^ 
B,  G.  D  : 

1"  Démontrer  que  le  lieu  des  points  M  tels  que  le  fais- 
ceau M(ABGD)  soit  harmonique,  se  compose  de  trois  co- 
niques passant  par  A,  B^  G,  D.  Former  inéquation  de 
r  ensemble  de  ces  trois  coniques; 
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(  \-A)  ) 
x"  Quelle  relation  doit  exister  entre  les  ima riants  S  et  S' 
pour  qucy  parmi  les  trois  coniques  trouvées  se  trouve  la 
conique  S;  quelles  sont,  de  mêmef  les  relations  nécessaires 
pour  que  S  et  S'  soient  deux  des  trois  coniques;  quelle  est 
alors  r équation  de  la  troisième?  (H.  Vogt.) 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Retali. 

Si  b\  c'y  d  sont  les  rayons  respectivement  conjugués  har- 
moniques de  j  AB  I  par  rapport  à  j  AC  i  et  |  AD  |,  de  |  AC  |  par 
rapport  à  |AD{  et  |AB|,  de  {AD|  par  rapport  à  {AB|  et  |AC|, 
le  lieu  des  points  M  est  formé  évidemment  par  les  trois  co- 
niques du  faisceau  qui  touchent  au  point  A  respectivement 
les  droites  h\  c\  ^/'.(théorème  connu;  voir^  par  exemple, 
Steiner-Schroter,  Vorlesungen,  p.  \7.\).  Le  faisceau  k{b' c'd') 
est  le  covariant  cubique  du  faisceau  A(BCD)  :  lorsqu'une  des 
coniques  S,  S'  se  trouve  parmi  les  trois  coniques  harmoniques, 
sa  tangente  au  point  A  doit  être  un  des  trois  rayons  b\  c\  d'; 
si  S  et  S'  sont  harmoniques  et  touchent  au  point  A  respec- 
tivement les  droites  b'  et  c',  la  troisième  conique  du  {groupe 
est  tangente  en  A  au  rayon  conjugué  harmonique  de  {  AD{  par 
rapport  à  b'  et  c'. 

Désignons  par  U  le  discriminant  du  faisceau  5  +  X5';  par  11 
le  covariant  hessien  de  U  ;  par  Q  le  jacobien  du  système  U,  H  ; 
par  Al  et  Aj  les  discriminants  respectifs  de  S  et  S';  par6|  et 62 
les  deux  invariants  simultanés  du  s\sièmc  S,  S'  et  posons  pour 
abréger 

•jtjAiAl      —  0Ajaie3-+-    ae'^L, 

9A,  AsOj— «Aje*      -+-616!=  M, 

9A1  AjHi  -(>A,eî    H-eje.  =  ^, 
U7AÎA,    --9A,e,ei-f-   9.e]r-.\\ 

alors 

U  =-.  3A,4-3e,X-h  3e2>J-4-3AiA», 

Il  ^  .i(3Aiea— eî)-+--2(9A,Aj~e,ej)X-h  .i(3Aj0i  — eî)Xî, 

Q  ^  _  LX3_  3MX*+  3\X  -h  P 

et  les  racines  Xi,  Xj,  X3  de  l'équation  Q  —  o  donnent  les  trois 
coniques  harmoniques  du  faisceau  :  l'équation  de  l'ensemble 
de  ces  trois  roniquos  est  donc 

(S^-X|S'}(S  -f-X,S')'  S-+-X3S')  =--  o, 
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(   iSo  ) 

I-S»-^  3M.S»S-  j>.s.S'>_  P.S«==  o. 

.io'j  Q  -  i'irl""'''""  "'--•'i-  -  trouve  S, Ié,«a. 

.  ^  -  **  *'<''^  a*o»r  une  rar  ne  nulle    donr  P  -  «•  i 
au«i  S  est  harmonique.  Q  -  o  d.ii  11  ;  '      "^"' 

donc  L-o-  ci.-..  I  r      "^"'^  *^**""  «ne  racine  infinie, 

a/on.  d:nc'  "'  ^^"''''^"^  ^^°^  -"'--  — l>le  nou; 

«  IVquaiion  de  la  troisième  conique  e>i 

1830. 

<HW.  p.  Ml., 

Soiem  A  1//1  y,oi/i/  d'une  conique  dont  lun  ^.    f 
est  le  ïïuiini  F    T  /-        '   .   ,  ^  i  an  des  foyers 

rsi  te  point  l  ,  T  le  point  de  rencontre  de  l^  1^  / 

<  ♦^^  Servais.) 

SOLVTIOX 

Par  x\ï.  Mannheim. 

Du  poinl  \,  où  la  normale  à  la  conioue  ^n  a 
focal    êlrf^vnnc  à  ^  ..  .       ^^"'^"^  ^n  A  rencontre  axe 

tocal    élevons  a  cette  normale  la  perpendiculaire  \P    Celle 

en  A,.e.„o.ede  ..bJ;  rL\:;;,r(T  U  "^rp- 
est  Kj^con.re  de  -ftudc  des  quadrilatère' selbUtïïÏv 
r„     ;     '"'"^  '^^  P""  '""■•^  P-  '«  «"tre  de  courbure  . 


,.. *,'i.  '"*'  '''■'''"^" "  ''''Wo/,;,«„e«., rf.  Géométrie  en 


Cinématique. 
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LlURAlKlte  GAUIIUKR-  VILLAKS 
«V4I  i>Ks  aiii.Mis-iv«iiinn?i»,  ii,  à  rAtu. 


L'INTKinifDIAIHE 


iii:^ 


»IATriÉMATICIEiNS 

FOM>K  K\   1891  Î*AII  C.-A,  i  A15A«T  ET  K.  LEWOJ.NK, 


uiriiGh:  iMH 


ift^tmiaûmur  à  i  lLfttï9  patj'i'^i  haU|U(», 

||t«C4tl«1ir  |J«»  ^tll(|lt*   cil  iJli.ltl'»C«rt, 


É«ii.n  r.EMOLNE, 

t  nrt>ni0n  r  «dil, 

A.  t;»Évy, 


Piibti  cation  honorée  d'un  a  souscription  du  Ministère 
de  rinstrudtiott  publique. 


.  ftiitéint  ri  Letnftirtf'  mil  eu  i  uiOç  dr  mt?  tire  en  rapport  ftci^Kfifrf^d^  ït* 
S  ut*  (M  «rjuic  (tilt  rnulirmiil  dont  li^  '  ':  .■■ 

s  .    I  11  il  u\ii*i  le*   Il  ti  I .   C<;   r  r  r  ti  r-  i  I   jp  - 

,^    „i I   ,         ..        ;  Lit!  si  I  oïl  H    |>o-.  ri    i>.i.  I-    Icji    ttiJilhérJlw: 

ifll»t«  sost    pftyr  cil   indt«iticr  Ittii  ijiiï,  soir  potir 

|fethcrt*lH'*  pcrïioniïcrtk'*,  tii  les  r<^l'  ^i|uc.<^iiun«i.  Lw  ^ 

fittic  iii!iiiH«tirtHi  <|iir  aiil  û'cf*  Cijuuall  cutfiplclciiicut  lutide  aun  iit;^ 
jBi  ci  ifirniK!  qur*ili4*fi  tir  dntjul  p<*iit  «arrêter  I<»n|ïtirttifi4t  tiii  ^av4ifil  cfr 
^rilrf*,  »i    ce   iJrUil  *oit  du  cidre  de  âcs  étuiic»  yrditi^irws,  t^ndin 

;  strHft  <|ti'iiu  \cn  p-iur  un  julrt, 
lilbttciitiou  rrjiEind  t  vidctiiiiit'r*t  à  un   l>f!&ujji,  car,  dé*  i|uc  li^«  r^d<îr* 
r»*T  ttïni.  o<"ciijnH  d  obtenir  dîAi»*»  leurs  relaUons  les  qncstion^i  ijut  fottiic^ 
^4^  pri-inirr*  numr^nn    cît  de  k"^ï»  rumiuuriiquer  aulour  dVui.  pr^tir  ifïvniT 
i  ML'*  il»  uul  it<»uvc  Lih  kl  cru  cil    i 

kti    IHiUîft     ik'      flH'Hibrei     de     I    m  i    un 

»ntitt»t  iiit'lt^!^  il  tunttcnup  d'uuirc*  >  ur^ 

rue   de   Y tntt'.rmédiain;   t/f^Jit  ttittfh^  r^f 

t* i  M ) c  rt  •  / M  *  eu  ^t  i ifcnt  in  Ma  t  h em ai  t'r/ ue ,  i^ ' i  d é  i^  v  l . ^  > 

B«ç  1^»  r  ^   4»*  \  ftttfrmi*riifHf4*  n'*iiil    diï  irHrr  tj%*%'   tir 

HIC* 
,     l'*J, 

>  fue  du 


icécïenlcf  se  vend. 


(  48o  ) 
qui,  ayant  égard  aux  relations  entre  les  racines  et  les  coeffi- 
cients de  Q  =  o,  devient 

L.S3-H3M.SÎS'— 3N.S.S'»-hP.S'3=:o. 

Si  parmi  les  trois  coniques  harmoniques  se  trouve  S,  l'équa- 
tion Q  =  o  doit  avoir  une  racine  nulle,  donc  P  =  o;  lorsque 
aussi  S'  est  harmonique,  Q  =  o  doit  avoir  une  racine  infinie, 
donc  L  =  o  ;  si  ces  deux  conditions  sont  vérifiées  ensemble  nous 

avons  donc 

2A20J  =  2A,e3  =  96,0,—  27  Al  A, 

et  réquation  de  la  troisième  conique  est 
M.S-hNS'=o. 

1830. 

(189B.  p.  532.) 

Soient  A  un  point  d'une  conique  dont  l'un  des  foyers 
est  le  point  F,  T  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  au 
point  A  avec  Vaxe  focal  ;  au  point  A  sur  AF  et  au  point  T 
sur  AT,  on  élève  des  perpendiculaires  qui  se  coupent  au 
point  S.  La  droite  FS  rencontre  la  normale  en  A,  au 
centre  de  courbure  de  la  conique  en  ce  point. 

(C.  Servais.) 

SOLUTION 

Par  M.  Manniieim. 

Du  point  N,  où  la  normale  à  la  conique  en  A  rencontre  Taxe 
focal,  élevons  à  cette  normale  la  perpendiculaire  NP.  Cette 
droite  coupe  au  point  P  le  rayon  vecteur  AF;  la  perpendicu- 
laire à  cette  droite,  élevée  du  point  P,  rencontre  la  normale 
en  A,  au  centre  de  courbure  a  de  la  conique  (*).  Le  point  F 
est  le  centre  de  similitude  des  quadrilatères  semblables  FTSA, 
FNotP;  la  droite  FS  passe  alors  par  le  centre  de  courbure  a, 
donc,  etc. 


('  )  Voir  Principes  et  développements  de  Géométrie  cinématique. 
1>.  IS. 
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PRIX    POUR    UN    AN    (la    NUMÉROS) 

Paris,  7  fr.  —  Dcpartemenis  et  Union  postale,  8  fr.  50. 
Un  numéro  spécimen  est  envoyé  sur  demande. 


MM.  Laisant  el  Lemotne  ont  eu  i  idée  de  mettre  en  rapport  scientifique  les 
mathématiciens,  au  moyen  d'un  organe  international  dont  Je  titre,  l'Inter- 
MFDiAiRB  DES  MATHKMATiciKNS ,  indique  le  but.  Ce  recueil  mensuel  n'admet 
d'autres  articles  que  des  questions  posées  par  les  mathématiciens  à  leurs 
rollé*'ues,  soit  pour  en  indiquer  l'intérêt  général,  soit  pour  les  besoins  de 
leurs^recherches  personnelles,  et  les  réponses  à  cesqucstions.  La  Mathématique 
est  si  vaste  maintenant  ciue  nul  n'en  connaît  complètement  même  uue  des 
branches  et  qu'une  question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de 
premier  ordre,  si  ce  détail  sort  du  cadre  de  ses  études  ordinaires,  tandis 
qu'elle  ne  serart  qu'un  jeu  pour  un  autre. 

Celte  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dès  que  les  rédac- 
teurs se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  forme- 
raient les  premiers  numéros,  et  de  les  communiquer  autour  d'eux,  pour  avoir 
quelques  réponses  dès  l'origine,  ils  ont  trouvé  un  accueil  qui  a  dépasse  leurs 


espérances  les  plus  optimistes;  la  liste  des  correspondantselTectifs  du  journal, 
liste  déjà  longue,  comprend  les  noms  de  membres  de  l'Institut,  et  d'un 
grand  nombre  de  géomètres  connus,  mêlés  à  beaucoup  d'autres  moins  en  vue, 
car  le  but  et  l'essence  même  de  V Intermédiaire  des  mathématiciens  est 
ceux  qui  cultivent  la  MatkématCque.  L'idée  était  si  nou- 

jteurs  de  V Intermédiaire  n'ont   dû  viser  que  des  débuts 

lestes,  puisque  le  prix  annuel  de  l'abonnement  n'est  que  de  7  francs 

ris,  8  ir.  5o    pour  la   province  et  les  pays    de  l'Union   postale. 

ut  adresser  les  questions  et  communications  soit  à  M.  Laisant,  1O2, 


car   le 

d'ôtre  utile  à  tous 

^clle  que  les  rédacteu 

très  mod 

pour  Paris 

On  peut  adresser  les  q 
avenue  Victor-Hugo,  soit  à  M 
Maillet,- II,  rue  de  Kontenay 
Lycée,  à  Sceaux.  (Seine). 

Chacune  des  années  précédentes  se  vend. 


Lemoine,    82,  avenue  du   Maine,  soit  à  M.  Ed. 
Bourg-la-Ueine,  soit    à  M.  Grévy,  78,   rue  du 
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[02b] 
PROBLÈHES  SUR  LES  NORMALES  AUX  COURBES  PLANES; 

Pau  m.  Ed.  COLLIGNON. 


COUIIBES    DAAS    LlvSQUKLLES    LE    PRODUIT    ^W 
DES    DEL'X    NORMALES    EST    CONSTAJVT. 

Par  le  poînl  M  de  la  courbe  AB  que  l'on  cherche, 
menons  la  normah;  MN  et  la  tangente  MS  {/fg-  i).  La 


normale  coupe  les  axes  aux  points  N  et  JN'el  la  tangente 
les  rencontre  aux  points  S  et  S'. 

Si  le  produit  MN  x  MN'  des  deux  normales  est  con- 
stant, il  en  sera  de  même  du  produit  MS  X  MS'  des 
deux  tangentes,  car  les  triangles  N'MS',  SMN,  rec- 
tangles en  M  et  semblables,  donnent  Tégalité 

MSxMS'=MNx  MN'. 

L'é(|uation  dillérentielle  des  courbes  demandées  esl, 
en  appelant  p  le  rapport  -— . 


Ann.  de  Mathéinat.y  j*  série,  l.  l.  (Novciubrc  1901.) 


3i 
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C  désignant  le  produit  constant,  qu'on  suppose  donné; 
Téquation  revient  à  la  suivante  : 

(i)  '       Jrr(p+j^)=C. 

La  constante  C  est  homogène  au  carré  d'une  lon- 
gueur a,  et  Ton  peut  la  représenter  par  a^  ou  par  —  a*, 
suivant  le  signe  qui  lui  est  attribué. 

L'équation  (i)  peut  s'écrire  sous  la  forme 

y^y  ^  ydx  ^  C . 
dx  dy         x' 

le  problème  revient  donc  à  trouver  une  courbe  où  la 
somme  de  la  sous-tange;nte  et  de  la  sous-normale  soit 
inversement  proportionnelle  à  l'abscisse. 

Si  dans  l'équation  (i)  on  change  p  ç^w tout  en 

conservant  les  valeurs  de  x  et  y^  on  obtient  l'équation 
diÉFérentielle  des  trajectoires  orthogonales  des  courbes 
cherchées;  or  cette  substitution  revient  à  changer  le 
signe  de  C,  c'est-à-dire  à  remplacer  a^  par  —  a*.  Il 
résulte  de  là  que  les  deux  équations 


et 


représentent  deux  séries  de  courbes  qui  se  coupent  à 
angle  droit;  les  unes  sont  tangentes  aux  droites  MS, 
comme  nous  Tavons  supposé  d'abord;  les  autres  sont 
tangentes  aux  droites  MîV. 

On  voit  en  même  temps  que  les  deux  produits 
MN  X  MA',  MS  X  MS',  égaux  en  yaleur  absolue, 
doivent  être  regardés  comme   de  signes  contraires  an 
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point  do  vue  analytique.  Si  les  tan  génies  MS,  MS'  re- 
çoivent le  même  signe,  comme  quantités  portées  dans 
le  même  sens  à  partir  du  point  M,  les  normales  MN, 
MN',  portées  en  sens  opposés,  doivent  recevoir  des  signes 
différents,  ou  inversement. 

L'intégration  de  Téquation  donnée  peut  se  faire  en 
changeant  de  variables,  de  manière  h  ramener  Téquatiou 
à  la  forme  linéaire.  Posons 

jcf  et  y  représentant  des  variables  nouvelles.  On  en 
déduit 

xjr  =  a  yjx' y\ 

dx  —  y/a  — —  >  dy  ^yja     •\_  > 

a  yjx'  1  y  y' 

et  l'équation  devient 

/—f—j  (  sfp  (ly        yfv'  dx*  \ 

ce  qui  se  réduit  a  la  forme  simple 

,  dy      ,  dx' 

^  -j—  -^y  -j—  =  «• 
dx'     -^  dy 

Posons  -j-  =z  p'i  il  viendra 

p'x'-h  y  =^y 

ou  bien 

x'p'* — ap'-\-y=  o. 

Cette  équation  se  ramène  par  la  dîflTérentiation  à  la 
forme  linéaire;  il  vient  en  effet,  en  observant  que  (ty 
est  identique  à  p'  dx\ 

p"*-  dx'  -^  •>. T  p' dp'  —  a  dp  -\-  //  dx'  =  o, 
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équation  qui  peut  s'écrire  coinaïc  il  suit 

dx'  ip'        ,^        a 

ou  encore 

dx'  2        ,  a 


dp'      p'-hi  p'^-^p' 

Cherchons  d'abord  l'intégrale  de  Téq nation  réduite  à 
son  premier  membre;  il  viendra,  en  séparant  les  va- 
riables, 

dx'        2  dp' 

x'         /?-f-i 
et  en  intégrant 

x'{p'^iy=C'. 

C  désigne  la  constante  introduite  par  l'intégration  lors- 
qu'on réduit  à  zéro  le  second  membre  de  Téqualion  diffé- 
rentielle. En  prenant  G'  comme  une  variable  fonction 
de^',  on  pourra  la  déterminer  de  manière  h  satisfaire  à 
Téqualion  où  le  second  membre  serait  rétabli.  Il  vient, 
en  faisant  les  substitutions  et  les  réductions, 

Donc 

G'=  G'-i-a/?'-+- a /(/>'), 

C  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

On  aura,  pour  la  valeur  de  xf  en  fonction  de  p\ 

,__  C+ap'-^^al{p') 

On  obtiendra  ensuitej^'  en  intégrant  la  fonction 
dy  =  p'dx', 

où  x^  devra   être  remplacé  par  sa  valeur  en   fonction 
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de  p\  Puis  x'  ci  y  serviront  à  déterminer  x  et  j  par  les 
relations 

X  =  ^ax\       y  =  /ôy     (  »  ). 

La  solution  est  donc  ramenée  à  des  quadratures; 
mais  si  elle  suffit  pour  déterminer  par  le  calcul  autant 
de  points  que  Ton  voudra  des  courbes  cherchées,  elle 
est  trop  compliquée  pour  qu'on  puisse  la  discuter  com- 
modément d'après  Pexamen  des  équations  obtenues.  La 
discussion  est  beaucoup  plus  facile  sur  Téquation  diflé- 
rentielle  donnée, 

Elle  suffit)  en  effet,  pour  donner  une  idée  exacte  de  la 
forme  de  la  courbe,  sauf  à  employer  la  solution  rigou- 
reuse pour  la  construire,  s'il  en  est  besoin. 

Observons  d'abord  que  les  deux  axes  coordonnés  satis- 
font chacun  à  l'équation  (i).  Si  l'on  pose  a:  =  o,  ce  qui 
donne  p  infini,  l'équation  peut  être  regardée  comme 
satisfaite  quel  que  soit  y.  De  même,  si  l'on  faitjj'  =  o, 

en  rendant/^ nul  et  -  infini,  x  peut  recevoir  une  valeur 

quelconque. 

Appelons  a  Tangle  MSX  de  la  tangente  avec  l'axe  Oo:, 
égal  à  l'angle  MM'O  que  fait  la  normale  avec  l'axe  Oy 


(*)  Si  l'on  avait  fait  usage  de  l'équation  xyip-^ — j=— a%    il 

aurait  suffi  de  changer  le  signe  de  a  dans  l'équalion  qui  donne  x\ 
et  de  poser 

C^ap'—al[p') 

x    =   ; -, -, > 

en  conservant  les  formules  de  transformation 

X  =  )^^(ïx\       y  ~  s'<^y- 
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pris  dans  le  sens  négatif.  On  aura 


et 


I 
/>  =  tanga,  -=cota, 


I 
p-\ =  langa  -+-  cota  : 


p  siiiacos2 

L'équation  (i)  prend  la  forme 

xy  =  C  sina  cosa  =  di  a'  sinscosa, 

en  incitant  en  évidence  le  signe  de  la  constante  C. 

Nous  admettrons  d'abord  que  la  constante  soit  posi- 
tive, et  nous  prendrons  les  équations 


xy 


{p-\ — )  =  a',         iF/ =  a' sin  a  ces  a. 


Considérons  dans  le  plan  de  la  figure  le  Heu  des 
points  qui  donnent  à  la  dérivée  p^  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  à  Tangle  a,  une  valeur  déterminée. 

Ce  lieu  est  Thyperbole  équilatère  représentée  par  la 
dernière  équation  qu'on  vient  d'écrire,  dans  laquelle 
ou  attribuera  à  Tanglc  a  une  valeur  arbitraire  con- 
stante. 

En  faisant  varier  l'angle  a,  nous  obtiendrons  une 
série  d'hyperboles  ayant  toutes  pour  centre  le  point  0, 
et  pour  asymptotes  les  axes  coordonnés,  toutes  sem- 
blables entre  elles  et  le  long  desquelles  les  courbes 
cherchées  auront  pour  tangentes  des  droites  dont  le 
parallélisme  est  déGni. 

Nous  pouvons  nous  borner  à  chercher  ce  qui  se  passe 
dans  Tangle  jOx  formé  par  les  parties  positives  des 
axes;   Tangle  a  ne  doit  alors  recevoir  que  des  valeurs 

comprises  entre  o  et  "• 
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Il  est  facile  de  construire  ces  hyperboles.  Du  point  O 
comme  centre  avec  a  pour  rayon  {Jig*  2)  décrivons  une 

Fig.  3. 


circonférence  et  menons  une  droite  OM  faisant  avec  O.r 
un  angle  MOx  =  a,  choisi  arbitrairement.  Abaissons 
les  perpendiculaires  MP,  MR  sur  les  axes;  nous  aurons 
pour  Taire  du  rectangle  ORMP  le  produit 

OP  X  OR  =  a  cosa  x  a  sina  =  a*  sinacosa. 

Nous  obtiendrons  un  rectangle  égal  en  menant  le 
rayon  OM'  sous  Pangle  a'= a,  ce  qui  revient  sim- 
plement k  permuter  les  sinus  et  cosinus  dans  Pécjuation 
précédente.  Les  aires  des  deux  rectangles  étant  les 
mêmes,  Phyperbole 

xy  =  a*  sina  cosa 

passe  par  les  points  M  et  M\  et  si  Ton  trace  cette  hyper- 
bole, on  saura  qu'en  chacun  de  ses  points  passent 
deux  courbes  satisfaisant  à  Téquation  (1),  et  dont  les  tan- 
gentes sont  respectivement  parallèles  aux  rayons  OM 
et  OM'. 

Considérons  en  particulier  celles  des  courbes  cher- 
chées   qui    passent  au   point    M'.    L'une   d'elles   a  une 
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langenUr  parallèle  h  OM;  l'autre  a  pour  laiigetile  la 
droite  OM'  elle-même;  celle-ci  coupe  donc  la  circonfé- 
rence AB  à  angle  droit.  Il  en  est  de  mùuie  au  point  M,  où 
Tune  des  deux  courbes,  passant  en  ce  point,  est  tangente 
au  rayon  MO. 

Il  en  résulte  cjue  le  cercle  AB,  représenté  par  l'équa- 
tion 

est  Tune  des  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (i), 
vX  par  conséquent  son  é(|uation  doit  satisfaire  à  Péqua- 
tion  (i)  quand  un  v  change  a^  en  —  a^.  On  a,  en  etrel, 

a:  dx  -h  y  dy  =  o, 
_       j^  \  y 

et  par  suite 

11  est  facile  de  vérifier  sur  la  figure  (juele  produit  des 
deux  tangentes  M'ïetM'T'  menées  au  cercle,  en  un 
point  M',  est  égal  en  valeur  absolue  au  produit  des 
deux  normales  confondues  en  M'O,  cVst-à-dire  à  a*. 

Menons  la  bissectrice  OF  de  Tangle  des  axes;  Thyper- 
bole  correspondante  HH'  sera  tangente  eu  F  à  la  circon- 
férence AB,  puisque  les  points  M  et  M'  se  eonfouJeul 
alors  en  un  seul  au  milieu  du  quadrant  AB. 

L'hj'perbole  JUIF  est  la  limite  en  dehors  de  laquelle 
les  courbes  cherchées  ne  peuvent  s'étendre;  car  au  delà 
la  dérivée/^  devient  imaginaire.  Tout  le  long  de  l'hyper- 
bole limite  HIF, 


l'angle  a  est  égal  à  -%  yy  e^t  égal  à  Tunilé,  et  les  deux 
langcnles  aux  deux   couri)es  qui  passent  généralement 
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par  un  inèuic  point  sont  coo fondues  en  une  seule  :  ce 
qui  montre  qu'en  tous  les  points  de  HH'  les  courbes 
cherchées  ont  un  point  de  rebroussement. 

Ces  caractères  une  fois  constatés,  on  peut  reconnaître 
aisément  la  forme  de  la  courbe. 

D'un  point  quelconque  m  de  l'hyperbole  limite  HH' 
partent  deux  branches  de  courbe,  tangentes  à  la  fois  à 
une  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes.  En  ce 
point  on  a  /;  =  i  ;  si  Ton  suit  la  branche  pour  laquelle 
p  va  en  diminuant,  l'inclinaison  de  la  tangente  sur 
Taxe  Ox  diminuera  graduellement  de  />  =  i  au  point  m, 
h  p  z=  o  au  point  n  où  la  courbe  rencontre  l'axe  Oy", 
la  rencontre  avec  cet  axe  a  lieu  à  angle  droit,  et  comme 
le  produit  des  normales  reste  constant  sur  toute  la 
courbe,    on  reconnaît  que   le   rajon    de   courbure    au 

point  n  est  égal  à  j^>  pour  que  le  produit  soit  en  ce 
point  égal  à  a^. 

L'autre  branche  mn'  est  celle  pour  laquelle  p  va  en 
croissant,  de  la  valeur  p  =  i  au  point  m,  à  une  valeur 
infinie  au  point  où  la  courbe  couptî  Taxe  Ox.  La  ren- 
contre se  fait  encoie  à  angle  droit,  et  le  rajon  de  cour- 
bure au  point  n'  est  égal  à  7^—7-  On  peut  ajouter  que  la 

courbe  nui'  coupe  la  circonférence  AU  à  angle  droit. 

Le  tracé  nmn!  de  la  courbe  cherchée  dans  l'angle 
droit  y  Ox  doit  se  répéter  dans  les  trois  autres  angles 
symétriquement  [>ar  rapport  aux  axes,  et  l'on  obtient 
une  courbe  continue,  qui  coupe  à  angle  droit  les  axes 
et  la  circonférence  OA,  et  cjui  a  quatre  points  de  rebrous- 
sement sur  l'hyperbole  HH'  et  5ur  l'hyperbole  symé- 
trique. 

La  courbe  qui  passe  au  point  F  part  de  ce  point  tan- 
gentiellement  à  FO;  une  branche  F/'  vient  tomber  à 
angle  droit  sur  l'axe  Oy\  l'autre,  symétrique  par  rap- 
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port  à  la  droile  FO,   tombe  à  angle  droit  en  /'  sur 
l'axe  Ox. 

Cherchons  sous  quel  angle  la  courbe  passant  en  un 
point  M  coupe  l'hyperbole  xy  =  k^j  passant  par  le 
même  point. 

La  tangente  à  Thyperbole  est  définie  au  point  (x^y) 

par  le  rapport  -r-  = —  — >  et  la  tangente  à  la  courbe 

l'est  par  la  valeur  de  p.  Soit  o  l'angle  compris  entre 
ces  deux  directions.  Nous  aurons 


tangç  = 


■*        or» 


Soit  MT  la  direction  de  la  tangente   à  la   courbe, 
menée  sous  une  inclinaison  égale  à  p  {fig»  3).  Soit  O^ 

Fig.  3. 


une  droite  menée  par  Torigine  sous  l'inclinaison  — p. 
Nous  appellerons  cette  droite  V an li parallèle  à  la  tan- 
gente MT.  L  équation  de  la  droite  O^  est 

y  -^  px  =  o. 

La  droite  dont  l'équation  est  X  —  ^7y=iro,ou  r ■  =o, 

est  la  perpendiculaire  OH  élevée  à  Torigine  sur  Tanti- 
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parallèle  O/;  les  distances  MA,  MB  du  point  M  à  ces 
deux  droites  sont  respeciivement 

Donc 

MA       M\  „^, 

tangçp  =  j^  =  ^=langMOA; 

et  Tangle  ©  est  donné  sur  la  figure  par  Tangle  MO  A, 
compris  entre  le  rayon  vecteur  OMA  et  l'antiparallèle 
a  la  tangente  MT. 

Si  Ton  change /?  eu  — ?  on  aura  la  tangente  trigono- 

inélrîque  de  l'angle  o  que  fait  la  seconde  courbe  avec 
riiyperbole,  parTéquation 

1  +  ^ 

,       p        X        X  -^  py 
tango  =  ^ = ^-^• 

px 

Menons  par  Torigine  les  droites  rectangulaires 
X -\- py  =  o        et        px — ^  =  o. 

L'une  est  la  droite  0«',  perpendiculaire  A  la  tangenteMT; 
elle  est  anliparallèle  à  la  seconde  tangente,  dont  le  coef- 
ficient angulaire  est  —  ;  l'autre  est  la  droite  OH',  paral- 
lèle à  la  tangente  MT  et  perpendiculaire  à  Ot'.  11  vient 
encore,  en  abaissant  MB'  perpendiculaire  sur  OH', 

,      MA'       MA'  ^^^, 

tang<p  =  jçj^  =  ^,=tangMOA, 

de  sorte  que  l'angle  cp'  est  l'angle  MO  A'.. 

Le  long  de  Thyperbole  limite,  xy  =  —,  on  a 

p  —  i  et  lari"-:^  =  tanuç'^  —' 

^  n  .  r>  .  X—y 
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L'angle  o  csl  raiiglc  que  fait  le  rayon  vecteur  OM  avec 
les  bissectrices  de  l'angle  des  axes. 

Occupous-nous  à  présent  de  l'équation 


^y{p-^-^)  =-«'» 


qui  se  transformerait  en  celle-ci  : 

xy  =  -^  a'*  sina  cosa. 

Le  changement  de  a^  eu  —  a^  revient  au  changement 
de  /?  en >  et  les  nouvelles  courbes  représentées  par 

celte  équation  diflércntielle  sont  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  premières.  Les  lignes  qui  assurent  h  la  tan- 
gente à  la  courbe  un  parallélisme  déterminé  sont  les 
mêmes  hyperboles  que  nous  avons  définies  tout  à  l'heure; 
les  valeurs  de  p  sont  égales  à  —  i  tout  le  long  de  l'hy- 
perbole limite  xj  =  -a^.  Si  donc  on  part  d'un  point  M 

pris  sur  cette  hyperbole  limite  au-dessus  de  la  bissec- 
trice, 01,  de  l'angle  yOx,  la  courbe  présentera  en  ce 
point  un  rebroussement  tangentiel  à  la  bissectrice, 

de  l'angle  j)^Oj/;  de  ce  point  partent  deux  branches  de 
courbes  divergentes  MA,  MB;  pour  Tune  MA  on  aura 
des  valeurs  négatives  de  p,  qui  varieront  de  —  i  à  o  en 
diminuant  graduellement  en  valeur  absolue;  la  branche 
correspondante  vient  tomber  à  angle  droit  sur  l'axe  Oy» 
La  seconde  branche  MB  correspond  aux  valeui's  néga- 
tives de  p  qui  commencent  à  —  i ,  et  croissent  iudéG- 
niment  en  valeur  absolue.  Elle  prend  donc  des  inclinai- 
sons de  plus  en  plus  grandes  par  rapport  à  l'axe  Oxy 
sans  pouvoir  rejoindre  l'axe  Oy,  dont  elle  s'approche 
asymptotiquement,   en  restant  toujours  comprise  entre 
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rhypcrbole  Hniîtc  IH  et  l'axe  Oy^  asymptote  commune 
aux  deux  courbes  (Jlg.  4)- 

Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  à  la  courbe  par- 

Fig.  4. 


i/ 

.B 
\  IM 

A 

"^M 

0 

^>1 

\ 

/X'^'JtL 

H* 
H-B' 

< 

)               C       A' 

X 

tant  du  point  IM'dans  TanglelOx,  et  dessinant  les  deux 
branches  M'A',  normale  à  Taxe  Ox,  et  M'B',  asymptote 
au  même  axe. 

Si  Ton  rapproche  graduellement  les  points  M  et  M'  du 
point  I  sur  la  bisstîctrice  les  deux  branches  M'A',  MA 
convergent  vers  une  limite  commune,  c'est-à-dire  vers 
la  circonférence  CID,  x^-hy^=^ci'j  qui,  comme  nous 
Tavons  vu,  satisfait  à  Téquation  proposée.  Les  deux 
autres  branches  MB,  M'B'  se  fondent  en  une  seule 
ligne,  qui  passe  au  point  I  langentiellement  à  la  cir- 
conférence et  à  riiyperbole  limite,  et  qui  va  loucher 
à  Tinfini  les  deux  axes  coordonnés. 

Nous  compléterons  ces  aperçus,  qui  constituent  l'ana- 
lyse  (/ ualitatii^e,  et  non  quantitative,  du  problème,  par 
la  recherche  des  rayons  de  courbure  des  courbes  obtenues , 
et  par  l'indication  de  solutions  approximatives,  appli- 
cables à  des  portions  de  ces  mêmes  courbes. 

Bayons  de  courbure.  —  Nous  commencerons  par 
chercher  la  seconde  dérivée  (/  =2  -^  z=  — ^.  De  Téqua- 
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lion  (i),  mise  sous  la  forme 

nous  tirons  en  diirérentiant,  et  en  regardant  x  comme  la 
variable  indépendante, 

y(i  -h  p^)  -^px(\'^p^)-\'7.pxyq  —  a'^q  —  o, 

d'où  Ton  déduit,  en  résolvant  Téquation  par  rapport 
à  9  et  en  substituant  au  produit  xy  sa  valeur  — — j> 

_  (,X-h/?a?)(i-h/?*)» 
^-    '      a\x~p^) 

Le  rayon  de  courbure  p  au  point  {x^y^  est  donné 
par  la  formule  générale 

ce  qui  donne  ici 

(.)  p=    -<-^'>    ■ 


{^y^px)yji^p^ 

On  peut  véritier  que  tout  le  long  de  Thypcrbole 
limite,  p  étant  égal  à  Tunilé,  p  est  nul,  ce  qui  corres- 
pond aux  points  de  rebrousseuient  des  courbes.  Le  long 
des  axes  coordonnés  on  retrouve  les  valeurs  du  rayon 
de  courbure  déjà  obtenues,  savoir  le  long  de  Taxe  O^, 
pour  X  =  o  et  /?  =  o, 

p  =  — j 

y 

et  le  long  de  Taxe  Ox,  pour  j^  =  o  et  /:;  infini, 

a» 

L'équation  (2)   se   prête  à  une  construction  géomé- 
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Irîquc.  Soil  M  le  point  pour  lequel  on  demande  de  con- 
struire le  rayon  de  courbure  p  {Jig»  5),  et  soient  MT  la 


Fig.  5. 


tangente  à  la  courbe  en  ce  point,  MN  la  normale, 
a  Fangle  de  la  tangente  avec  Taxe  Ox.  L'équation 

y-^px  =  o 

définit  la  droite  O/,  qui  passe  par  Torigine  et  qui  fait 
avec  l'axe  O^  Tangle  a  dans  le  sens  négatif.  La  dis- 
tance MK  du  point  M  à  la  droite  Ot  est  égale  à 


MK  = 


■  px 


X  et  j^  étant  les  coordonnées  du  point  M. 
Donc 

(7-f-/>a:)  v/i-+-/>'=  MK  X  (i-H/>'), 

et  Téquation  (2)  prend  la  forme 
_   o>    I  —  />' 

Mais  p  =  tanga;  le  rapport 

I — /?*  _  I  —  tanp'a  _  ros^a  —  sin-a 


i-h/?'         iH-tang*a        cos*a -h  sin*a 


=  cosaa, 
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el,  par  conséquent, 


a 


P  ==  MK  ^  cos.a. 

Or  l'angle  KMN  que  fait  la  droite  MK  avee  la  nor- 
male MN  est  égal  à  l'angle  des  deux  droites  ST  et  O^, 
qui  leur  sont  respectivement  perpendiculaires,  et  par 
suite  égal  à  2a,  et  l'on  a 

cos'2a 

en  appelant  MH  le  segment  intercepté  par  la  droite  O^ 
sur  la  normale  MN.  Donc  enfin 


^  -  MH 

Nous  avons  apjjclé  la  droite  O^  Vanti parallèle  à  la 
tangente  ST,  menée  par  le  point  O.  On  a  donc  ce 
théorème  : 

Le  rayon  de  courbure  au  point  M  est  inv^ersement 
proportionnel  au  segment  MH  déterminé,  sur  la  nor- 
male RIN,  par  le  point  M  et  le  point  de  rencontre  H 
de  MN  ai^ec  Vanti  parallèle  à  la  tangente,  O^,  menée 
par  V origine. 

Par  le  point  M  passent  deux  courbes,  qui  ont  en 
général  deux  tangentes  distinctes,  et  deux  normales 
correspondantes;  soient  MT',  MN'  la  tangente  et  la 
normale  à  la  seconde  courbe  passant  au  point  M.  Il  est 
facile  de  reconnaître  que  MT'  coïncide  avec  la  perpen- 
diculaire MK  abaissée  de  M  sur  l 'antiparallèle  à  MT; 
car  — p  étant  le  coefficient  angulaire  de  cette  anti- 
parallèle, —  -—  =  H est  le  coefficient  angulaire  de 

la  perpendiculaire  MK;  or  c'est  aussi  le  coefficient  an- 
gulaire de  la  tangente  à  la  seconde  courbe  passant  en  M. 
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Il  en  résulte  que  la  seconde  normale  MN'  est  parallèle 
à  Of,  antiparallèle  à  la  première  tangente.  Pour  la 
même  raison  la  perpendiculaire  OK',  abaissée  de  Tori- 
gîne  sur  la  première  tangente  MT,  est  Tantiparallèle 
à  la  seconde  tangente,  et  est  parallèle  à  la  première  nor- 
male. Le  rayon  de  courbure  p'  de  la  seconde  courbe  sera 
donc  donné  par  la  formule 

et  comme  la  figure  OHMH'  est  un  parallélogramme,  on 

peut  remplacer  MH  par  OH',  et  MH'  par  OH,  ce  qui 

revient  à  poser 

a*  a* 

et  à  formuler  la  règle  suivante  : 

Le  rayon  de  courbure  d^une  des  courbes  au  point  M 
est  égal  à  à^  divisé  par  le  segment  compris,  sur  une 
parallèle  à  la  normale  menée  par  V origine,  entre  le 
point  O  et  la  normale  à  l'autre  courbe. 

Appliquons  cette  construction  à  la  recherche  du  rayon 
de  courbure  de  la  courbe  au  point  M  {fig*  6)  où  elle 

Fig.  6. 


coupe  la  circonférence  x^-\'y^=ia'^  tangentiellement 

au  rayon. 

La  tangente   au  point  M  étant  le  rayon  MO,  Tanli- 
Ann.  de  Afathémat.j  4*  série,  l.  I.  (Novembre  1901.)  3a 
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parallèle  à  cette  langciUe  menée   par  Torigiiie  est  le 
rayon  OM',  symétrique  de  OM  par  rapport  à  Taxe  OX. 
Ce  r/iyou  prolongé  coupe  au  point  H  la  normale  MH 
a  la  courbe,  tangcuic  à  la  circonférence;  et  l'on  a 

p=Mïï  =  ivnr  =  ^''^' 

en  déterminant  le  point  K  sur  la  tangente  au  cercle, 
par  l'intersection  de  la  droite  OK  perpendiculaire  à  OH. 
On  peut  observer  que  Tangle  MOK  est  égal  à 
l'angle  MOM'  diminué  de  l'angle  droit  KOM';  il  est 
donc   égal   à   2  a -•   L'angle  MOA  étant  égal   h  a, 

l'angle  KOA  est  la  différence  a  —  (2a —  ^j  =  -  —  a. 
Donc  la  droite  OK  est  parallèle  à  la  tangente  à  la 
seconde  courbe  qui  passe  au  point  M.  On  aura  la  tan- 
gente à  cette  seconde  courbe  en  menant  par  M  une  per- 
pendiculaire MT'  à  OM',  et  la  normale,  en  menant  par  M 
une  parallèle  MIN'  à  cette  même  droite.  L*antiparallèle  à 
la  tangente  MT'  menée  par  le  point  O  est  la  droite  O  w', 
symétrique  du  rayon  OK^  elle  coupe  en  H'  la  nor- 
male MN',  et  par  conséquent  le  rayon  de  courbure  de 
la  seconde  courbe  est  donné  par  l'équation 


^  -  MH'        MH' 

Or  OH' est  perpendiculaire  à  OM,  puisque  l'angle  H'Ox 
est  égal  à  l'angle  mOx,  égal  lui-même  au  complé- 
ment MOy  de  l'angle  MOx.  Donc  enfin 

p'=MK', 

K'  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  OK,  abaissée  sur 
la  direction  de  MH'. 

Les  rayons  de  courbure  des  courbes  au  point  où  elles 
coupent   la    circonférence    sont,    en   résumé,    les    seg- 
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mcnts   MK,   MK';    avec   leurs   signes,    l'un   est  égal 
à  +âcosaa,  et  l'autre  à  — acossa.  La  formule  con- 
firme ces  résultats. 

Il  est  aîsé  de  trouver  la  relation  entre  les  rayons  de 
courbure  p  et  p'  des  deux  courbes  qui  passent  en  un 
même  point  (Xjy)\  soh p  le  coefficient  d'inclinaison  d(& 
la  tangente  à  l'une  de  ces  courbes,  celle  qui  a  le  rayon 
de  courbure  p.  On  aura 

Pour  avoir  le  rayon  de  courbure  p'  de  l'autre  courbe, 
nous  changerons  p  en  -*  ce  qui  donne 


P'  = 


a«(i-/>«) 


1 

7^ 


{py -\- X)  yfT^rfi* 


Le  rapport  des  valeurs  absolues  de  p  et  de  p'  sera  donc 
égal  à 

p'I       y-^px 

Soient  M  le  point  considéré  (Jig.  7),  MT  et  MT'  les 


tangentes  aux  deux  courbes  qui  y  passent.  Menons  par 
Torigine  les  deux  droites 

py-hx  =  o,        y-i-px^o. 
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La  première,  OL,  est  la  droite  abaissée  da  point  O 
perpendiculairement  à  la  tangente  MT,  dont  le  coefn- 
cient  angulaire  est/».  La  seconde,  OL',  est  la  perpendi- 
culaire abaissée  sur  l'autre  tangente  MX'.  Les  dis- 
tances MK,  MK'  du  point  M  à  ces  deux  droites  sont 
respectivement  égales  aux  quantités 

et  Ton  a,  par  conséquent, 


MK 
MK' 


Le  rapport  des  rayons  de  courbure,  pris  en  valeur 
absolue,  est  égal  au  rapport  des  distances  du  point  M 
aux  deux  droites  OL,  OL',  menées  par  l'origine  anti- 
parallèlement  aux  tangentes  MT',  MT,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  parallèlement  aux  normales  MN,  MN'. 

Le  coefficient  p  étant  le  même  tout  le  long  de  l'hjper- 
bole  xy  =  K^  qui  passe  par  le  point  M,  les  droites  OL 
et  OL'  restent  fixes  pour  tous  les  points  pris  sur  cette 
byperbole,  et  les  rayons  de  courbure  correspondants 
sont  entre  eux,  eu  valeur  absolue,  comme  les  distances 
de  chaque  point  à  ces  deux  droites. 

On  trouverait  facilement  d'autres  relations  entre  les 
rayons  de  courbure  p  et  p'.  Si  l'on  multiplie  les  deux 
rayons,  par  exemple,  il  vient 

a»(,.4-ypi)« 

~       />(^i-t-/?*)(a:*-h7*-ha*)' 

en  remplaçant  xy{i  -h p^)  par  sa  valeur  a^p,  en  vertu 
de  l'équation  diHérentiellc  de  la  courbe.  Si  l'on  rem- 
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place  p  par  tanga,  il  vieul 

a*  cos  2  a 


PP=- 


a(a7«-h  j/"*-»-  a')  tang  aor 
On  obtiendrait  aussi  la  relation 
I       I         /iT 


a«(n-/>) 


(r-^)  = 


y  —  X 


(cosa-4- sina)      a» 


Les  formules  que  nous  avons  obtenues  se  rapportent 
aux  courbes,  pour  lesquelles  a^est  pris  positivement  dans 
Féquation  donnée.  Si  Ton  change  le  signe  de  a^,  on  aura 
les  résultats  afférents  à  leurs  trajectoires  orthogonales. 

Comme  vérification,  nous  devons  trouver  le  rayon  de 
courbure  du  cercle  x^-|-j^^=a*,  lorsqu'on  prend  le 
point  M  sur  sa  circonférence  AB  {fig^  8).  On  aura  alors 


P=- 


aH\-p^) 


{y^px){}/\-\-p^y 


MT  est  la  tangente  à  la  circonférence  au  point  M. 
On  a  au  point  M 


P^  — 


donc 


y^  —  x^ 


^     V       y^     y 

et,  par  conséquent, 


^  ""       (y^  —  J'*)  X  a  ~ 
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Le  ra)^on  OM  est  ici  la  normale  à  Tune  des  courbes 
qui  passent  au  point  M;  c'est  en  même  temps  Tanti- 
parallèle  à  la  tangente  à  Tautre  courbe.  La  droite  Ot^ 
qui  fait  avec  O j:  l'angle  tOx  =  MOj^,  est  ranliparallèle 
à  la  tangente  MT  à  la  première. 

Les  droites  OL  et  OL'de  ^^fig»  7  ont  donc  ici  les  posi- 
tions Ot,  OM;  et  les  distances  MK,  MK'  du  point  M  à 
ces  deux  droites  sont  égales  respectivement  à  o  et  à  MK'. 

Le  second  rajoa  de  courbure  p'  sera  donc  donné  par 

Téquatiou 

p    _  MK  _     o    ^ 
^    "*  MK'  *"  MK'^ 

ce  qui  montre  que  p'  est  infini  :  résultat  que  la  formule 
générale  fait  voir  directement,  lorsqu'on  j  fait 

Formules  approximatives,  applicables  à  certaines 
portions  des  courbes.  —  L'équation 


cpy 


hi)-" 


se  simplifie  approximativement  quand  p  est  très  graud, 
et  quand  p  est  très  petit. 

Or  il  en  est  ainsi  pour  les  courbes  MA,  MB  {Jig>  9)7 

.V    .H 


dans  les  régions  qui  se  rapprochent  des  axes  coordonnes. 
La  dérivée  p  est   égale   à   l'unité   au   point  M,  sur 
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rhj^perbole  limite  HH';  et  si  l'on  suit  la  courbe  MA, 

p  diminue  jusqu'à  zéro  à  mesure  qu'on  se  rapproche  du 

point  A;  alors  ~  est  beaucoup  plus  grand  que  ;;,  et  dans 

la  région  voisine  de  Taxe  O^,  on  peut  réduire  l'équation 

à  la  forme 

XY  dx 


-r=^/w;;=«'> 


ce  qui  donue,  eu  séparant  les  variables  et  en  intégrant, 


a'^l^  =  consi. 


1  a 


Il  en  est  de  même  pour  la  courbe  MB,  dans  le  voisinage 
de  l'arc  Ox;  c'est  alors  p  qui  augmente  indéfiniment^ 
et  -  qui  est  négligeable.  L'équation  se  réduit  à  la  forme 

dy 
^P  =  ^^  ^  =  ***» 

ce  qui  conduit  à  Téquation  primitive 

'^- a*  /  -  =  const. 

1  a 

Ces  formules  sont  en  défaut  pour  la  partie  voisine  des 
points  de  rebroussement  M,  mais  elles  s'appliquent  aux 
arcs  voisins  des  points  A  et  B.  Si  l'on  détermine  les 
rayons  de  courbure  des  courbes  approximatives  aux 
points  A  et  B  où  elles  coupent  les  axes,  on  trouvera 
pour  les  sous-normales 

X  dx       a' 

d'où  l'on  tire 

a» 

au  point  A  ;  et  pour  le  point  B 

Y dy       rt*  a* 

^  =  -,         parsuue         Pb=ÔB' 
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ce  sont  les  valeurs  exactes  des  rajons  de  courbure  aux 
points  A  et  B. 

Pour  voir  Tétendue  à  laquelle  les  équations  approxi- 
matives s'appliquent,  cherchons  à  vérifier  pour  elles 
réquationdifFérentielle  proposée.  On  aura 


•^        a*  p       xy 


et 


^^(;,^i)=xr(f   ..fi)  =  f^'-^a.. 


Cette  quantité  n'est  pas  constante,  mais  elle  approche 
de  la  valeur  a^,   pourvu  que  — ^  soit  suffisamment 

petit,  ou  que  Tare  considéré  de  courbe  soit  renfermé 
entre  les  axes  et  une  hj^perbole  xy  =  ka^,  k  étant  suffi- 
samment petit.  Le  produit  xy(p-\ — )    sera  compris 

entre  a^  et  a^(i  4- A"*),  au  lieu  d'être  rigoureusement 
constant. 

Courbes  dans  lesquelles  le  rapport  ^ 
EST   constant. 

Soit  k  la  valeur  constante  du  rapport.  On  aura 

/ ;       jX^i-hp* 

y^i-^p^=zk        p         ^ 

On  satisfait  à  cette  équation  en  posant /?^  =  — 1,  ce 
qui  correspond  aux  droites  imaginaires  parallèles  aux 
droites^  =  it  xi.  Nous  pouvons  écarter  cette  solution. 

Il  vient  alors  pour  Téquation  différentielle  de  la  courbe 

kx=py=.y£, 

ou  bien 

y  dy  —  kx  dx  •=  o\ 
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réquation  intégrale  est 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 

On  obtient  donc  une  courbe  du  second  otxlre  rap- 
portée à  son  centre  et  à  ses  axes  (^fig*  lo). 

FIg.  lo. 


Si  h  est  positif,  la  courbe  est  une  hyperbole  qui  a 
pour  asymptotes  les  deux  droites  j^  =  zfc  xsjk\  suivant  le 
signe  de  C,  la  courbe  est  dans  Tuii  ou  Tautre  des  deux 
angles  formés  par  ces  droites. 

Lorsque  Ton  fait  C  =  o,  /:  étant  toujours  positif,  la 
cotu*be  se  réduit  aux  deux  droites  j^  ==  zt  x  \fk  {Jig.  1 1). 

Fig.  II. 


A    ^ 


Si  k  est  négatif  et  égal  à  —  k\  la  courbe  devient  une 
ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a  =  l/p»  et  i  =  y/C; 
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elle  est  réelle  si  C  est  positif.  Pour  À'=i  l'ellipse  se 
réduix  à  un  cercle. 

Pour  k'=  I,  et  C'=  o,  on  retrouve  les  deux  droites 
imaginaires^  =  it:  or/,  déjà  obtenues  en  posant  ;^^= —  i . 

Pour  kz=zo^  ou  A  infini,  la  courbe  se  réduit  à  deux 
droites  parallèles  aux  axes  coordonnés. 

De  celte  analyse  résultent  plusieurs  conséquences  qui 
ont  un  certain  intérêt  : 

1°  Pour  mener  une  normale  en  un  point  pris  sur  une 
courbe  du  second  ordre  à  centre,  dont  on  connaît  les 
axes,  il  suffit  de  faire  passer  par  ce  point  une  droite 
telle,  que  les  deux  segments  déterminés  par  le  point  et 
par  la  rencontre  de  la  droite  avec  les  axes  soient  dans  le 

rapport  h  égal  au  rapport  ^i  des  carrés  des  demi-axes, 

pris  en  valeur  absolue,  de  sorte  quW  ait 

MN  _  6\ 
MN'  ~  a*' 

2"  Pour  l'hyperbole  le  rapport  h  est  le  même  pour  les 
normales  à  la  courbe  et  pour  les  normales  aux  asym- 
ptotes, ainsi  que  pour  la  courbe  conjuguée, 

3°  Les  rayons  de  courbure  des  courbes  aux  sommets 
sont  donnés  par  la  valeur  prise  en  ces  points  par  la  sous- 
normale,    laquelle   est   représentée  en   un  point  quel- 

y^y         V  1»  r\  .  xdx        y 

conque  par  "^  ,  ^-  =  Arx,  sur  1  axe  Ox,  et  par  —y—  =  ~ 

sur  l'axe  O^. 

On  retrouve  pour  l'ellipse,  en  prenant  k  en  valeur 
absolue, 
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au  souiiiiet  du  deinî-axe  rz, 

b       a» 

au  sommet  du  demi-axe  b. 

Pour  l'hyperbole,  avec  k  positif  el  C  uégatif,  on  trouve 

eu  prenant  positivement  le  carré  b^  du  demi-axe  imagi- 
naire; 

4^  Si  par  les  pieds  N,  N'  des  deux  normales  on 
élève  des  perpendiculaires  aux  axes,  on  obtient  un 
point  H  {fig^  12),  qu'on  peut  regarder  comme  corres- 


pondant au  point  M  de  la  courbe  AB  obtenue  précé- 
demment. Si  l'on  désigne  par  x^  Giy*  les  coordonnées  du 
point  H,  on  aura 


ydy 


y  =y'^ 


X  dx 


^    dx  -"       -"         dy 

Appliquons  la  transformation  à  la  courbe 

On  en  déduit  d'abord 


du 


=       kXy 


X  dx  _   \ 
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et  par  suite 

ar'=a:(A:-hi),        y  =  ^^m-^j. 

La  courbe  lieu  du  point  H  est  donc  de  même  espèce 
que  la  courbe  lieu  du  point  M  :  à  Tellipse  correspond 
une  ellipse,  à  l'hyperbole  une  hyperbole,  à  une  droite 
passant  par  le  point  O  correspondrait  une  autre  droite 

antîparallèle  à  la  droite  donnée  :  y  =  kx^  y=L-j-. 

On  a  de  plus,  en  regardant  x,  y  y  x\  y  comme  fonc- 
tions du  temps  £, 


rf«ar,,         ^  d^y       d^Y  l         i\ 


de  sorte  que  les  accélérations  sont  proportionnelles,  avec 
des  coefficients  différents  suivant  Taxe  sur  lequel  on  pro- 
jette Taccélération  totale. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  mouvement  du 
point  M  soit  celui  d'un  point  attiré  vers  le  point  O, 
ou  repoussé  par  ce  point  proportionnellement  à  la  dis- 
tance OM.  On  aura  pour  les  équations  de  son  mouve- 
ment 

Multipliant  la  première  par  /r  +  i,  la  seconde  par 
i  -f-  ^>  il  vient 

et  le  mouvement  du  point  H  obéit  à  la  même  loi  que 
celui  du  point  M,  avec  le  même  moyen  mouvement. 
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[C2j]  [H12a] 

SlIR  GERTAIKS  NOMBRES  ANALOGUES  AUX  NOMBRES 
BE  BERNOIILLI; 

Par  m.  E.-M.  LÉMERAY. 


1.  Désignons  par  |  x  \^  la  faclortelle 

x{x  —  i)(a7  —  2)...(a?— m-Hï), 
où  m  est  un  entier  positif.  On  sait  que 

I  a  -4-  6  |'«  =  I  a  |'«-4-  CJ,  I  a  |'«-i  I  6  1 1  -h . 


(0      . 

-+-c;rM«IM^I'"-*+l*i'"; 

(2)  |a|<*=i         quel  que  soit  a; 

(3)  |~i|'«=(-i)'«m!; 

(^^  =  |-i|oCJJ^|-- 

(4)  j  +|^,|iCJ.|:r|— «-+-... 

(  -H  I  -  I  |"«-»Cjr*  I  a:  |i  -h  I  -  1 1'«-»  : 

x^=  1^1*-+ 
a:»=|a?|^-h3|a7|»-4-|a:|S 


(5)  ^x^^\x\^+\x\\ 


et,  en  général,  que  la  transformation  do  x"'  en  faclo- 
rielles  fournit  un  polynôme  en  |  a:  l*",  |  x  |"*""*,  . . .  dont 
le  terme  en  |  a:  |*  a  pour  coefficient  l'unité. 

2.  Intégrons  tout  d'abord  la  factorîelle  |x|'""*;  comme 
elle  représente  un  polynôme  de  degré  m  —  i ,  on  aura, 
en  introduisant  les  coefficients  binomiaux  et  en  dési- 
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guant  par  b^^  b^^  b^t  •  •  •  des  constantes  à  déterminer, 


(6) 


(  m  ylar  |'»-« 


En  tenant  compte  de  (2),  on  peut  éciire  sous  forme 
symbolique 

m  I  \x  l*»-*  dx  =z  I  ar  -f-  6  l*», 

où,  après  développement  du  second  membre,  on  rem- 
place la  factorielle  \b\J  par  bj.  En  dérivant,  on  aura 
Tégalité  symbolique 


(7) 


m\  a?|'»-»=r  —\x-hb  |«*. 


(8) 


En  tenant  compte  de  (i)  et  de  (4)*,  (7)  devient 


expression  qui  se  termine  d'elle-même. 

Eu  égalant  entre  eux  les  coefficients  des  faclorîelles 
dans  le  premier  membre  de  (7)  et  dans  le  second 
membre  de  (8),  on  a 

|-i|o6oC?„Ci,  =m, 


Or  dans  les  coefficients  C  le  numérateur  seul  dépend 
de  ///,  et  dans  la  /i'*"«  équation  les   numérateurs  des 
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produits 


p/i-l  f! 


soQt  tous  égaux  à 

m(m  —  i)(m  —  2). ,  .(wi  —  /i  +  i)  =  |  /n  |». 

Ou  peut  donc  diviser  les  deux  membres  de  la  ;i»'^°'c 
équation  par  \m\",  et  il  reste  pour  définir  les  b  des 
équations  ne  contenant  plus  m.  On  en  conclut  que  tes 
nombres  b^^  i«,  62^  •  -.forment  une  suite  unique  appli- 
cable à  l'intégration  de  la  factorielle  |  x  Y^  quel  que  soit 
l'entier  positif  m.  Les  équations  sont 

|-i|«Gî6o  =1, 

|-i|»CS6o-4-|-~i|oC}^,  =0, 

On  remarque  que  la  (/i  +  iy*"**  équation  qui  peut 
s'écrire  symboliquement 

donne  par  récurrence  bn  en  fonction  de  i©»  ^i , . . . ,  bn-\ . 
De  plus,  en  éliminant  ^o»  ^o  •  •  •  1  ^/i-<  entre  les  n  +  i 
premières  équations,  on  trouve,  après  réduction, 


(/i-+-i)6„ 

|-i|oCî 
|-.|iCo 


o 

|-i|«C} 


|-i|»-«C»       |-i|'-»Gi 
|-i|»CU     |-i|»--'GA^.t 


|-i|oCr'     o 
|-i|'C2;}    o 


3.  Expression  des  nombres  b  par  les  D|  o|".  —  En 
développant  \x\'^  par  la  série  de  Mac  Laurin,  on  a  le 
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polynôme 

.i*i'"=i°i"-(-!^L.7-^(-y-LîT--' 

d'où 

<„  /,„.^.,„|.f^(^)__...... 

D'autre  part,  au  moyen  des  factorielies  et  des 
nombres  i,  on  a 

(10)  { 

-f-^ -^6,|arh-t  +  ...J. 

En  remplaçant  dans  (9)  les  puissances  x,  x^,  . . .  par 
les  factorielies  au  moj^en  des  formules  de  transfor- 
mation (5)  et  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  fac- 
torielies dans  les  seconds  membres  de  (10)  et  de  Téqua- 
tion  ainsi  obtenue,  on  aurait  des  équations  définissant 
les  b ;  mais  on  peut  faire  m  =  i,2,  ...,  n;  pour  déter- 
miner &i,  £2)  •••?  ^/i^  ...  il  suffira  alors  dans  chaque 
cas  d'égaler  entre  eux  les  coefficients  de  |xp;  on  a 
ainsi  Texpression  générale 

(11)  6„=  ^D|o|"4- 3ÎJ  DMo  !«-+-... +  ^—D"|o|-, 
où  Ton  a  posé 


(=^)„.--i«i-- 


On  peut  ne  pas  limiter  Texpression,  car  les  D-'l  o  1"  s'an- 
nulent poury;>«  ;  on  peut  Técrire  alors  symboliquement 

où,  après  développement  et  réduction,  on  remplace  IXf 

par  DJ\o  1". 
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4.  Expression  des  b  par  les  SJ.  —  Sî  l'on  désigne 
par  SJ  la  somme  des  produits  des  p  premiers  nombres  q 
à  ^  on  a 

I  a?  |«  =  :r«—  Si„^  j?«-»  -h  SJ.i  ar«-»-H. .  ,±i  Sj!}  a?. 

En  comparant  à(8)ona,  au  signe  près, 

Dy|oh=y!S>^,. 
L'expression  (i  i)  devient  alors 

SO  C'  Q/i-1 

Ufi  — f-  .  .  .  _:_   — • . 

n-\-\  n  'X 

On  pourrait  inversement  exprimer  linéairement  les S^ 
au  moyen  des  h, 

5.  Intégration  des  polynômes.  —  D'après  (6)  on  a 

-hôs— ^^^ 1^1'"-*  +  ...]; 

or  comme  l'on  sait 

I  X  I  ^-n 


A|ar|'«=  m|^|'«-^ 
ù^\x  |'"=  m(m  — i)  I  a:  |'«-*, 

î 

on  peut  donc  écrire 

l\x\^dx==  IfQ^l^  i"*-h  -|-|a:|'«-4--jAla7|'»-h.... 

Par  suite,  sif(x)  représente  un  polynôme,  qu'on  peut 
toujours  mettre  sous  la  forme 

A-hB|a?|-+-C|a7|2-f-..., 
Ann.  de  i)fathémat.,  4'  série,  t.  I.  (Novembre  1901.)  33 
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ou  aura 

expression  qui  se  termine  d'elle-inème,  car  à  partir  d'un 
certain  rang  les  différences  s* annulent. 

6.  Extension  de  l'expression  (12).  Relation  entre 

les  nombres  h  et  la  fonction  |- —  Appliquons 

à  la  fonction  (1  -+-  uY  l'expression  (12).  Nous  avons 

f{x)  =  {i-^uY, 
lf{x)  =  a(i-ha)', 


1"/{X)  =  W«(l-f-M)*, 

2''/(37)  =  lH-(l-m)-H(l^I<)«-4-...-f-(l-l-M)^-«=^'"^"^""-' 
0  " 

Or 


Jr  (1-^  uy^dx  = 
0 


(l-h  K>y— I 


On  aura  donc,  si  Texpression  (1  a)  est  applicable, 

(,^u}'-^ii-^u)'-i        b, 
L([-+-a)  Il  -^,rK«-^"r      ij 

Supprimant  le  facteur  commun  (i  -f-i/)-*^ — 1  et  multi- 
pliant par  u  on  a 


/  ^x  '*  b\  b^  bi 

^     ^  L(i -+-/*)  lî  •>.!  3Î  ' 

or  la  fonction  y-. •  est  uniforme  finie  et  continue 

L< (  1  -f-  U) 

h  Tintérieur  d'un  cercle  de  rajon  égal  h  l'unité  et  ayant 
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Torigine  pour  centre;  le  second  membre  de  (i3)  repré- 
sente donc  la  fonction  pour  toute  valeur  de  u  dont  le 
module  est  plus  petit  que  i,  et  en  général 

Dans  la  série  (i3)  le  rapport  d'un  terme  au  précédent 
est 

(n-M)6« 

Dans  la  série  (12),  prise  entre  les  limites  Xq  et  Xi^ 
le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est 

b„^,  A«(3r0  — A«(rro) 

où  l'on  a  désigné  par  Ù^V'{xp)  la  différence  d'ordre  u.  de 
la  fonction /(a:)  quand  la  variable  a  la  valeur  Xp]  la 
série  (12)  sera  donc  absolument  convergente  si  le  mo- 
dule du  rapport 

A«-i(ar,)  — A«-H^o) 
tend  à  la  limite  vers  un  nombre  plus  petit  que  i . 

7.  La  relation  (i4)  donne  un  moyeu  simple  pour  cal- 
culer les  nombres  b  :  on  les  aura  en  effectuant  la  division 


u 

a»        a» 

■  • 

On  trouve 

60=1, 

..=     1. 

b,  =  . 

1 
~6* 

..=  ^ 

*— ^' 

6.= 

9 
4' 

On  en  obtient  d'ailleurs  une  nouvelle  expression    au 
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mojeii  des  inverses  des   nombres  entiers^  en  effet,  la 
division  donne  presque  imniédiatemenl  les  relations 


1 


3!-       4    ^      3   ,î 


^o> 


et  l'on  trouve 


bn^n\ 


1 

I 

I 

n 

n  —  1 

n  —  1 

I 

I 

I 

On  voit  l'analogie  entre  les  nombres  &  et  les  nombres 
de  Bernoulli  :  ces  derniers  servent  à  la  sommation  des 
puissances,  les  nombres  h  à  l'intégration  des  factorielles. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS  DE  1901). 


Mathêtnatiques  élémentaires. 

Étant  donnés  un  cercle  fixe  0,  une  droite  fixe  D,  tangente 
à  ce  cercle,  et  une  droite  fixe  A,  parallèle  à  D,  située  du  même 
cùlé  de  D  que  le  cercle  0,  et  ne  coupant  pas  ce  cercle,  on 
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mène  d'un  point  A  de  A  les  deux  tangentes  au  cercle  0,  qui 
coupent  la  droite  D  en  B  et  G. 

Le  point  A  décrivant  la  droite  A,  on  demande  : 

i'*  De  trouver  le  lieu  géométrique  du  point  M  de  rencontre 
de  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  A  du  triangle  ABC  avec 
le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle; 

a*  De  trouver  Tenveloppe  du  cercle  circonscrit  au  tri- 
angle ABC; 

3'  De  trouver  Tenveloppe  du  cercle  passant  par  les  milieux 
des  cotés  du  triangle  ABC; 

4"  De  calculer  les  longueurs  des  trois  côtés  du  triangle  ABC 
connaissant  la  somme  /  des  longueurs  des  deux  médianes  issues 
des  sommets  B  et  C. 

N.  B.  —  On  désigne  par  r  le  rayon  du  cercle  O  et  par  h  la 
distance -des  deux  droites  parallèles  D  et  A. 

Mai  h  ématiq  lies  spécia  les . 

On  considère  un  système  de  trois  axes  rectangulaires  Ox, 
Oy,  Oz, 

I"  Trouver  l'équation  générale  des  paraboloïdes  P  admettant 
le  pian  xOy  pour  plan  de  symétrie,  tangents  au  plan  j^O^  au 
point  O,  et  ayant  pour  trace  sur  le  plan  zOx  une  ellipse  de 
grandeur  invariable  dont  le  grand  axe  est  dirigé  suivant  Ox\ 

2"  Trouver  les  équations  des  focales  F  et  *  de  l'un  de  ces 
paraboloïdes  F. 

3"  Trouver  l'enveloppe  de  la  focale  F,  qui  est  située  dans  le 
plan  xOy^  lorsque  le  paraboloïde  P  varie. 

4**  Dans  la  même  hypothèse,  trouver  l'enveloppe  de  l'axe  et 
le  lieu  du  sommet  de  la  focale  4>.  —  Construire  cetle  enveloppe 
et  ce  lieu. 

5*  Calculer  le  paramètre  de  la  focale  <ï>  en  fonction  du  coef- 
ficient angulaire  de  son  axe  (qui  est  situé  dans  le  plan  xOy), 
et  étudier  la  variation  de  ce  paramètre  quand  ce  coefficient 
angulaire  varie. 

6<>  En  se  servant  des  résultats  qui  précèdent,  donner  une 
idée  de  la  forme  de  la  surface  engendrée  par  la  focale  4>,  quand 
le  paraboloïde  P  varie.  —  En  particulier,  indiquer  quelle  est 
la  section  de  celte  surface  par  le  pian  zOx. 

N.  B.  —  On  désignera  par  a  et  6  (a  >  6)  les  demi-axes  de 
Tellipse  donnée  dans  le  plan  zOx. 
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Mécanique  rationnelle» 

On  considère  une  plaque  solide  rectangulaire,  homogène, 
infiniment  mince,  dont  le  centre  O  (centre  de  gravité)  est  fixe 
et  qui  s'appuie  sur  une  sphère  fixe  infiniment  petite  S,  sur 
laquelle  elle  peut  glisser  sans  frottement;  la  distance  OS  =  / 
de  cette  sphère  au  centre  O  est  supposée  telle  que  la  circon- 
férence décrite,  dans  le  plan  de  la  plaque,  de  0  comme  centre 
avec  /  comme  rayon,  soit  tout  entière  dans  Tintérieur  de  la 
plaque. 

I*  Trouver  le  mouvement  de  la  plaque,  en  supposant  les 
conditions  initiales  telles,  qu'au  commencement  du  mouvement 
la  plaque  glisse  sur  la  sphère  S; 

2"  Calculer  la  réaction  de  la  sphère  S  sur  la  plaque  et  voir 
si,  à  un  certain  instant,  la  plaque  peut  quitter  la  sphère. 

Soient  Ox\^  O^j,  O^i,  trois  axes  fixes  menés  par  le  point  0, 
0:r|  étant  dirigé  suivant  OS;  soient  de  même  Ox^  Oy,  Oz 
les  axes  de  symétrie  de  la  plaque,  Ox  étant  parallèle  aux  plus 
grands  côtés  du  rectangle,  Oy  aux  plus  petits  côtés  et  Os 
normal  à  la  plaque,  la  sphère  S  étant  placée,  par  rapport  à  la 
plaque,  du  côté  des  x  négatifs. 

On  désignera  par  A,  B,  G  les  moments  d'inertie  de  la 
plaque  pris  respectivement  par  rapport  à  Ox^  Oy^  O^,  par  ft 
l'angle  zx  Oz  et  par  cp  l'angle  x^Ox, 

On  désignera  également  par  Oq,  cpo?  ^oi  ?o  '^'  valeurs  ini- 
tiales données  de  6,  o  et  de  leurs  dérivées  0',  s'  par  rapport  au 

temps,  en  supposant  ©o  compris  entre et  H — ;  on  exa- 
minera successivement  l'hypothèse  dans  laquelle  le  pro- 
duit Oo?o  ^^  ""^  P"'^  celle  dans  laquelle  ce  produit  n'est  pas 
nul;  dans  chacun  des  différents  cas  particuliers  correspondant 
a  ces  hypothèses,  on  indiquera  comment  on  a  dû  choisir  les 
données  initiales  pour  que  le  mouvement  considéré  se  produise. 

Composition  sur  V Analyse  et  ses  applications 
/géométriques. 

On  considère  la  courbe  gauche  définie,  en  coordonnées  rec-- 
tangulaires,  par  l'intersection  des  surfaces 

«)n  a  csi  une  constante. 
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i<>  En  appelant  s  l'arc  de  cette  courbe,  compté  à  partir  de 

Forigine  jusqu'en  un  point  M(ar,  y,  a),  exprimer-^  en  fonc- 
tion de  X  et  déteruiiner  a  de  façon  que  s  soit  donné  en  fonc- 
tion de  X  par  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  la  constante  a  est  supposée  ainsi 
déterminée. 

2°  Exprimer  les  coordonnées  x,  y^  z  d'un  point  M  de  la 
courbe  en  fonction  de«,  en  employant  successivement  les  nota- 
tions de  Jacobi  et  celles  de  W'eierstrass. 

Quel  est,  dans  un  parallélogramme  des  périodes,  le  nombre 
des  valeurs  de  s  correspondant  à  un  point  donné  de  la  courbe? 

3"  Former  la  relation  qui  lie  les  valeurs  de  5  correspondant 
à  quatre  points  M],  Mj,  M3,  M4  de  la  courbe  situés  dans  un 
même  plan.  En  déduire  les  points  de  la  courbe  où  le  plan  oscu- 
latenr  est  stationnaire  et  discuter  la  réalité  de  ces  points. 

4'  Calculer,  en  fonction  de  *,  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  de  Tare  s  supposé  homogène. 


CONCOURS  D'ADMISSrOX  A  L'ÉCOLK  CBNTRALK  DES  ARTS 
ET  MANUFACTURES  EN  1901. 


PREMIÈRE    SESSION. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  0^,  Oy  et  l'on 
demande  :  ^ 

i"  Démontrer  que  les  coniques  du  faisceau  A  représenté  par 
l'équation 

(w*—  i)^*—  imxy  —  ipy  —  impx  —  yt?*=  o, 

où  m  est  variable,  ont  un  foyer  commun,  une  asymptote  com- 
mune et  que  la  directrice  correspondante  au  foyer  commun 
passe  par  un  point  fixe. 

2"  Déterminer  les  points  par  lesquels  passent  deux  hyper- 
boles cqiiilatèrcs  du  faisceau  et  ceux  par  lesquels  n'en  passe 
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qu'une*,  puis,  prenant  un  point  ap  sur  le  lieu  de  ces  derniers, 
exprimer  en  fonction  de  a  et  p  les  coordonnées  des  centres 
des  deux  coniques  qui  passent  par  le  point  a^. 

3*  Trouver  le  lieu  des  foyers  réels  des  coniques  A  et  celui 
des  pieds  des  directrices  correspondantes  sur  Taxe  focal.  (Le 
lieu  se  compose  de  deux  courbes  distinctes.)  Donner  une  con- 
struction géométrique  de  la  tangente  en  un  point  quelconque. 

4*  Trouver  le  lieu  des  symétriques  des  foyers  réels  par 
rapport  aux  asymptotes  des  coniques  A  (le  lieu  se  compose 
de  deux  courbes  distinctes)  et  celui  de  leurs  sommets  réels. 
On  construira  géométriquement  la  tangente  au  point  :r  =  o, 
y  = — p  de  ce  dernier. 

Épure. 

On  demande  de  déterminer  par  ses  deux  projections  la 
courbe  d'intersection  d'une  sphère  avec  un  cône  de  révolu- 
tion, les  deux  surfaces  étant  définies  de  la  manière  suivante  : 

1°  Le  cône  de  révolution  a  pour  base  le  cercle  (CC)  du 


C6n€,  —  R  =  65»»  ;  cote  du  sommet  S  =  i4o*>"  ;  éloignement  de  S  à  8o»» 

Projotaate  de  S  à  8o""  du  côté  gauche  du  cadre. 

Sphère.—  Centre  00' milieu  de  (SAS'A');  rayon  /•=5o»". 

Direction  lumineuse  parallèle  à  A  A'. 

Cadre  de  o"»,a7  sur  o«»,45. 

Ugne  de  terre  XY  à  aoo»""  du  côté  supérieur  du  cadre. 
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plan  horizontal  et  pour  sommet  le  point  SS'  de  cote  donnée. 

2°  La  sphère  de  rayon  r  =  5o"",  a  pour  centre  le  point  00', 
milieu  de  la  génératrice  donnée  (SAS'A')  du  cône.  (Voir  la 
figure.) 

Dans  la  mise  au  net  de  cette  première  partie  de  Tépure  qui 
se  fera  à  l'encre,  on  supposera  les  deux  corps  opaques  et  Ton 
représentera  par  un  trait  pointillé  les  lignes  cachées  soit  en 
.projection  horizontale  soit  en  projection  verticale. 

Cela  fait,  on  déterminera  en  projection  horizontale  seule- 
ment les  ombres  propres  et  portées  soit  des  deux  corps  entre 
eux,  soit  des  deux  corps  sur  le  plan  horizontal,  en  les  suppo- 
sant éclairés  par  des  rayons  lumineux  parallèles  à  la  direction 
donnée  AA'.  Les  courbes  d'ombres  propres  et  celles  d'ombres 
portées  se  traceront  au  crayon  noir.  Le  trait  sera  continu 
pour  les  courbes  qui  sont  vues  en  projection,  pointillé  pour 
les  courbes  qui  sont  cachées.  Enfin  les  portions  des  surfaces 
qui  sont  dans  l'ombre  devront  être  recouvertes  de  hachures 
faites  à  l'encre  bleue. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Cône  et  sphère. 

Cadre  de  o™,27  sur  o'",45. 

Ligne  de  terre  XY  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre 
à  ^oo""  du  côté  supérieur. 


DEUXIÈME    SESSIOxN. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy.  Sur  l'axe 
des  X  on  considère  deux  points  A  et  B  dont  les  distances  à 
l'origine  sont  les  racines  de  Féqualion 

d^ — '2pd  -h  q^  =  o. 

On  projette  orthogonalement  les  points  A  et  B  en  a  et  6  res- 
pectivement sur  la  droite  y  =  /n.t\ 

Ceci  posé  : 

1°  Former  l'équation  générale  des  coniques  A  circonscrites 
au  quadrilatère  XabB  et  distinguer  les  points  du  plan  où 
passe  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole. 

2°  Trouver  le  lieu  y  ^^s  centres  des  coniques  A  et  séparer 
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sur  ce  lieu  Jes  points  qui  sont  des  centres  d*ellipses  de  ceux, 
qui  sont  des  centres  d'hyperboles. 

Démontrer  géométriquement  que  si  Ton  fait  varier  m,  le 
lieu  du  centre  de  y  est  un  cercle. 

3*  Indiquer,  pour  une  valeur  déterminée  de  m,  une  con- 
struction de  l'hyperbole  cquilatére  qui  fait  partie  des  co- 
niques A;  puis  déterminer  et  construire  Thyperbole  équilalère 
dont  les  tangentes  en  a  et  6  sont  rectangulaires. 

4'  Former  l'équation  des  coefficients  angulaires  des  nor- 
males menées  de  l'origine  à  l'hyperbole  équilatère  qui  répond 
ù  m  =  I,  ^  =  o,  et  démontrer  que  deu%  seulement  des  coef- 
ficients angulaires  sont  réels. 

Gbouétrie  descriptive. 

On  demande  de  déterminer  la  projection  horizontale  de  Piii- 
tersection  d'un  cylindre  oblique  avec  un  cylindre  de  révolu- 
lion,  les  deux  surfaces  étant  définies  de  la  manière  suivante  : 

1°  Le  cylindre  oblique  a  pour  base  une  circonférence  G  du 


Point  lumineux.  —  Projection  horizontale  S;  cote  de  S,  iSo"". 

01  =  MO";  OD  =  65-». 

OB  ^  BS  =  4o"»"». 

Cylindre  oblique.  —  Cercle  de  base  C.  Bayon,  4o*". 

Génératrice.  —  Projection  horizontale  VG  à  4&*  sur  le  grand  côté 

du  cadre.  La  génératrice  fait  arec  le  plan  horizoatal  un  angle 

de  4S*.  Le  cylindre  ainsi  défini  est  limité  À  un  plan  horizontal 

de  cote  h  -  ioo"«". 
Cylindre  de  révoluiiou.  —  Axe  projeté  en  (ow,,  perpendiculaire 

à  VG.  Rayon,  4o*""*.  Ce  cylindre,  tangent  au  plan  horizontal, 

est  limité  aux  deux  pians  normaux  N  et  N,. 

plan  horizontal  (centre  O,  rayon  R  =  40'""');  les  génératrices 
inclinées  à  43"  sur  le  plan  horizontal  sont  parallèles  au  plan 
vertical  donné  VG;  le  cylindre  est  limité  par  un  plan  bori- 
2:ontaI  supérieur  de  cote  h  =  100""". 
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2*"  Le  cylindre  de  révolution  est  tangent  au  plan  horizontal 
de  projection.  Son  rayon  est  de  4o'"'"  et  son  axe  est  projeté 
horizontalement  en  (cuSu>i).  Cette  droite  passe  par  le  point  S 
défini  sur  la  figure  et  elle  est  perpendiculaire  à  la  direction  VG. 
Ce  cylindre  est  limité  à  deux  sections  droites  N  et  Ni  de  posi- 
tions données. 

Épure. 

Cette  première  partie  de  l'épure  s'exécutera  complètement 
à  l'encre.  On  admettra  que  les  deux  surfaces  cylindriques  sont 
opaques  et  qu'elles  forment  un  seul  solide.  Les  lignes  cachées 
se  représenteront  par  des  traits  pointillés. 

Cela  fait,  on  supposera  les  solides  éclairés  par  un  point 
lumineux  S  donné  par  sa  projection  horizontale  et  sa 
cote  A'=  i5o""",  et  l'on  déterminera  en  projection  horizontale 
les  courbes  d'ombres  propres  et  celles  d'ombres  portées  soit 
par  les  surfaces  entre  elles,  soit  par  les  surfaces  sur  le  plan 
horizontal. 

Ces  courbes  se  traceront  au  crayon  d'un  trait  noir  continu 
pour  les  parties  vues  et  d'un  trait  noir  pointillé  pour  les 
parties  cachées. 

Enfin  on  devra  recouvrir  de  hachures  tracées  à  l'encre  bleue 
les  parties  dans  l'ombre  qui  sont  vues. 

Cadre  de  o", 27  sur  o™, 45. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Cylindres. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1833. 

(1900,  p.  48.) 


Soit 
ax^-^'xbTy  +  cy^  =  {a  4-  ia") .r« -+- 2 (^'-f-  i (/')'jy  -h (c' 4- ic')y- 

une  forme  binaire  quadratique  à  coefficients  imaginaires 
telle  que  la  partie  réelle 

a'-r*-h  xb' jry  -r-  c y^ 
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soit  une  forme  positive.  Démontrer  que  le  déterminant  de 
la  forme  proposée 

D  =  ac  —  b* 

n*est  jamais   négatif  (  c^est-à-dire  que,  s  il  est  réely  il  est 
nécessairement  positif). 
Soit 

la  valeur  principale  {celle  des  deux  valeurs  de  la  racine 
dont  la  partie  réelle  ol  est  ^  o)  de  la  racine  carrée  de  ce 
déterminant. 
Posons 

a  =  an  /D,         ù  =  bo  /D,        c  =  Cq  /D  ; 

«o>  ^o>  Co  sont  des  quantités  imaginaires  dont  nous  dési- 
gnerons les  parties  réelles  respectivement  par  aj,,  b[,  Cq. 
Faire  voir  que  la  forme 

«i  a:2  -^  2  b'^  xy  -h  c'^  y^ 
est  aussi  une  forme  positive  ?  (  J .  Frankl.) 

SOLUTION 

Par  M.  M.  Lagoutinsky. 

Posons 

Di  =  a'c'— 6'», 

Dt=  a' c" -^  a" c  ~-  ib' b\ 

La  forme  a' x-  h-  ib'xy  -h  c'y^  est  positive;  on  a  donc 

tt'>o,         c'>o,         Di>o. 

Si,  en  outre,  D8>  o,  on  en  déduit  immédiatement 

fya'c'a'c'^  ^b'^b"^ 
cl,  a  fortiori, 

{ac"-  aVO-'H  ^a'c'a''c''>  fxb'^b"^ 
ou 

\ac"-^a''c'\>\'ib'b''\. 

On  voit  que  Dj  a  le  signe  de  a"  et  c';  en  d'autres  tenues, 
les  quantités  a'Dj  et  c''Ui  sont,  dans  ce  cas,  positives. 
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On  conclut  de  même  que,  si  D3>  o,  on  ne  peut  pas  avoir 
D2=o;  dans  ce  dernier  cas,  on  a  donc  nécessairement  ou 
D3=  o,  ou  Dj<o. 

Mais  le  cas  où  D.t  =  o  ne  peut  se  produire;  autrement  la 
forme  a' x^ -^  T-b" xy -\- c' y^  n'a  pas  ses  coefficients  réels;  il 
reste  Ds  <  o. 

Considérons  l'expression 

Si  Di  =  o,  elle  devient  une  somme  des  quantités  positives* 
Ainsi  la  première  partie  de  la  question  se  trouve  établie. 
Passons  à  la  seconde.  Multiplions  la  forme 

(i)  «i^î-f-  ib'^xy  -H  c'^y^ 

par  |D|;  on  a,  en  vertu  des  formules 

a(a  -  £-?)  =  6to(a  ^-  i?)  (a  -  t?)  =  «o|  D|. . . , 
la  forme 

(2)  (a!  1  -\-  a''^)x^-^  'i{b' d  -^  b''^)xy  -^  {c' 7.  '\-  c""^) y^, 
où  a  et  p  satisfont  aux  équations 

(3)  aî-pî=D,-D3, 

(4)  2a?=^D, 

et  à  une  égalité,  a  >  o. 
Démontrons  en  premier  lieu  que  son  discriminant,  multiplié 

par  —I, 

4DiaS-+-4D2ap-}-4D3p' 

est  positif. 
A  l'aide  de  l'équation  (4)  cette  expression  se  change  en 

4Dia«-h2D|-+-4D3P*. 

Si  D'^o,  cette  quantité  est  évidemment  positive.  Si,  au 
contraire,  D,<o,  multiplions-la  par  a»  et  transformons,  à 
l'aide  des  équations  (3)  et  (4),  en 

4D,a'*-+-2Di(p4-D,— D3)-I-D3D| 

ou 

4DiaVH-  2DÎ([i»4-  Di)  -  D3DI; 
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c'est  une  quantité  positive.  Or  le  discriminant  de  la  forme  (2) 
est  négatif.  De  là  résulte  que  les  quantités 

(5)  a'aH-a'3        et        c'a-i-c'? 

ont  leur  signe  commun.  En  supposant  Di  —  D3>o,  on  con- 
clut, de  réquation  (3), 

«>ipi- 

Si  l'on  fixe  deux  des  trois  quantités  a',  6',  c'  et  si  l'on  fait 
varier  la  troisième  d'une  manière  continue,  sans  nuire  à  l'iné- 
galité Di  —  D3>o,  la  variation  des  quantités  a  et  P  et,  par 
suite,  de  leurs  fonctions  (5),  sera  continue.  Mais  aucune  des 
quantités  (5)  ne  peut  s'annuler;  autrement,  le  discriminant  de 
la  forme  (a)  serait  positif.  Leur  signe  reste  donc  le  même 
malgré  la  variation  d'une  des  quantités  a',  6',  c*,  pourvu  que 
la  condition  Dt  —  D3>o  soit  remplie.  Si  donc  nous  avons 
D3<o,  a'  et  <f  sont  de  môme  signe  ou  de  signes  contraires; 
il  est  permis  de  changer  h'  pour  le  premier  cas  et  la  plus 
petite,  en  valeur  absolue,  des  quantités  a'  et  c'«  pour  le 
second,  de  telle  sorte  que  nous  ayons  Di>  D,>  o. 

En  d'autres  termes,  il  suffit,  pour  la  détermination  du  signe 
des  quantités  (5),  de  se  borner  au  seul  cas  D3>  o. 

Abordons-le.  En   multipliant   l'équation   (4)  par  a'  et  c^, 
nous  aurons 

2aa'P  =  a'D,,         aac''3  =  c'D„ 

d'où  résulte  que  les  quantités  a'^  et  c^  sont  positives.  En 
sommant  le  résultat  précédent,  nous  pouvons  dire  que  les 
formes  (2)  et,  par  suite,  (i)  sont  positives. 

Autre  solution  de  M.  D.  Pizzarello. 


1857. 

(I900,  p.  313.) 

On,  donne j  dans  un  plan,  un  triangle  ABC  dont  les  cô^ 
tés  sont  a,  b,  c.  On  demande  d* étudier ,  dans  Vespace^  le 
lieu  des  points  M  tels  que  leurs  distances  MA',  MB',  MC 
aux  trois  côtés  du  triangle  soient  proportionnelles  à  a,  b,  c. 

En  particulier^  déterminer  la  projection  de  ce  lieu  sur  le 
plan  du  trian/i*le,  séparer  sur  cette  projection  les  arcs  qui 
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sont  des  projections  réelles  de  la  courbe  de  l'espace,  et  exa- 
miner le  cas  du  triangle  isoscèle. 

Cette  question  constitue  en  queJque  sorte  une  extension  du 
point  de  Lemoine,  puisque  c'est,  dans  Tespace,  Ja  courbe  dont 
tous  les  points  jouissent  de  la  propriété  qui,  dans  le  plan,  ap- 
partient  au  point  de  Lemoine.  (E.  Lemoine.) 

SOLUTION   GÉOMÉTRIQUE 
Par  M.  V.  Retali. 

Appelons  K  le  point  de  Lemoine  du  triangle  ABC  et  A',  B', 
C  les  pôles  des  côtés  |  BC  |,  |  CA  |,  |  AB  |  par  rapport  au  cercle 
circonscrit  :  le  lieu  A>  des  points  de  l'espace  dont  les  distance» 
aux  côtés  I  AB  |,  |  AC  |  sont  dans  le  rapport  (c:6)  est  un  cône 
quadrique  orthogonal  ayant  le  sommet  A  et  par  rapport  au- 
quel I  AB  I,  I  AC  I  sont  un  couple  de  rayons  conjugués.  Le  plan 
du  triangle  est  plan  diamétral  principal  et  coupe  A*  suivant 

Fig.  I. 


les  droites  |  AA' |  et  |BX'|;  l'axe  principal  elliptique  de  A*^ 
(à  rintérieur  du  cône)  est  la  bissectrice  de  l'angle  aigu  formé 
par  I  A  A'  |  et  |  B'  C  |.  De  même,  le  lieu  des  points  dont  les  dis- 
tances  aux  côtés  |  CB  |,  |  BA  |  sont  dans  le  rapport  (aie)  est  un 
cône  B>  dont  les  droites  |  BB' |,  |A'C'|  forment  une  section 
diamétrale  principale,  etc.  Le  lieu  cherché,  intersection  des 
cônes  A*  et  B>,  se  décompose  donc  en  deux  coniques  situées 
dans  des  plans  perpendiculaires  au  plan  (ABC)  dont  les  centres 
sont  les  milieux  de  deux  diagonales  du  quadrilatère  complet 
ayant  les  droites  AC,  BC,  AK,  BK  pour  côtés.  Si,  par  exemple, 
les  angles  CAK  et  CBK  sont  aigus,  le  segment  fini  CK  et  le 
segment  infini  A'B'  sont  des  axes  des  deux  coniques.  Ces  deux 
segments  forment  évidemment  la  projection  orthogonale  du 
lieu  sur  le  plan  du  triangle. 


Digiti 


zedby  Google 


(  ^^8) 

Si  le  triangle  est  îsoscèle)  si  par  exemple  6  =  c,  le  cône  A.* 
dégénère  en  deux  plans  perpendiculaires  au  plan  (ABC)  et 
entre  eu^,  menés  par  les  bissectrices  de  l'angle  A;  la  projec- 


tion du  Heu  est  constituée  par  le  segment  fini  KA'  et  le  seg- 
ment infini  B'C  de  ces  deux  bissectrices. 

1863. 

(1900.  p.  384.) 

//  existe  une  infinité  de  coniques  qui  touchent  en  quatre 
points  une  quartique  bicirculaire ;  ces  points  sont  sur  un 
cercle  dont  le  centre  est  fixe.  (E.  Duporcq.) 

SOLUTION 
Par  UN  Anonyme. 

Il  existe  en  réalité  treize  systèmes  de  coniques  quadruple- 
ment  tangentes  à  une  quartique  bicirculaire.  Le  théorème 
énoncé  ne  peut  être  exact  que  pour  celui  de  ces  systèmes  qui 
comprend  une  droite  double  à  Tinfini.  Les  coniques  de  ce  sys- 
tème ont  pour  équation  générale 

X'U  -f-  2X  Vh-i  =  o, 

V  étant  le  premier  membre  de  FéquatioDi  d'un   cercle;  les 
points  de  contact  avec  l'enveloppe  sont  sur  le  cercle 


XV  -hl: 


dont  le  centre  est  fixe. 
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PRIX    POUR    UN    AN    (l2    NUMÉROS) 

Paris,  7  fr.  —  Départements  et  Union  postaje,  8  fr.  50. 
Un  numé/o  spécimen  est  envoyé  sur  demande. 


MM.  Laisant  tlLemoine  ont  eu  lidée  de  mettre  en  rapport  scientifique  les  • 
malhémaliciens,  au  moyen  d'un  organe  international  dotit  Je  titre,  l'Inter 
MEDIAIRB  DES  MATiiKMATiciENS ,  indique  le  but.  Ce  recueil  mensuel  n'admet 
d'autres  articles  que  des  questions  posées  par  les  mathématiciens  à  leurs 
collègues,  soit  pour  en  indiquer  l'intérêt  j^éncral,  soit  pour  les  besoins  de 
leurs  recherches  personnelles,  et  les  réponses  àcesquestions.  La  Mathématique 
est  si  vaste  maintenant  que  nul  n'en  connaît  complètement  même  une  des 
branches  et  qu'une  question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de 
premier  ordre,  si  ce  détail  sort  du  cadre  de  ses  études  ordinaires,  tandis 
qu'elle  ne  serait  qu'un  jeu  pour  un  autre. 

Cette  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dès  que  les  rédac- 
teurs se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  forme- 
raient les  premiers  numéros,  et  de  les  communiquer  autour  d'eux,  pour  avoir 
quelques  réponses  dès  l'origine,  ils  ont  trouvé  un  accueil  qui  a^dépassé  leurs 
espérances  les  plus  optimistes;  la  liste  des  correspondantseirectVs  du  journal, 
liste  déjà  longue,  comprend  les  noms  de  membres  de  l'Institut,  et  d'un 
fjrand  nombre  de  géomètres  connus,  mêlés  à  beaucoup  d'autres  moins  en  vue, 
car  le  but  et  l'essence  môme  de  V Intermédiaire  des  mathématiciens  e&i 
d'être  utile  à  tous  ceux  qui  cultivent  la  Afathématique.  L'idéa  était  si  nou- 
velle que  les  rédacteurs  de  V Intermédiaire  n'ont  dû  viser  que  des  débuts 
très  modestes,  puisque  le  prix  annuel  de  l'abonnement  n'est  que  de  7  francs 
pour  Paris,  8  Ir.  po    pour  la   province  et  les  pays    de  l'Union    postale. 

On  peut  adresser  les  (juestions  et  comiiuinications  soit  à  M.  Laisant,  i6a, 
avenue  Victor-Hugo,  soit  à  M.  l.emoine,  j.>,  avenue  du  Maine,  soit  à  M.  Kd. 
Maillet,  m,  rue  de  Fontcnay,  à  Bourg-lu-Ueinc.  soit  à  M.  Grévy,  78,  rue  du 
Lycée,  à  Sceaux  (Seine). 

Chacune  des  années  précédentes  se  vend. -^  '^  ^^'  1 
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[D5d] 
PBOPRIKTÉS  GKKÉBUBS  DES  SlIBSTITilTIOi^S  A  ON»  VABMBLK 
ET  »8S  FONCTIONS  QU'ELLES  LUSSENT  INVARIABLES; 

Par  m.  E.  IAGGI. 


Dans  deux  Noies  précédeiiles  (*),  nous  avons  consi- 
déré, sous  le  nom  de  fonctions  périodiques  (*),  des 
fonctions  complètes  (')  F(x)  telles  qu'il  existe  des 
substitutions  à  x  qui  laissent  invariables  ces  fonctions; 
et  nous  avons  montré  que  toute  fonction  complète  uni- 
forme, c'est-à-dire  toute  fonction  uniforme  sans  points 
critiques,  est  une  fonction  périodique,  et  en  outre  qu'il 
existe  des  fonctions  complètes  multiformes  qui  sont  pé- 
riodiques. ]Nous  avons  vu  aussi  que  toute  fonction  com- 
plète périodique  ponctale  (*),  uniforme  ou  multiforme, 
a  pour  groupe  de  substitutions  un  groupe  discontinUj 
et  que  toute  fonction  complète  périodique  impropre- 
ment linèale  (*)  ou  aréale  (•),  a  pour  groupe  de  substi- 
tutions un  groupe  continu. 

1.  Considérons  une  fonction  périodique  F  (x)  quel- 
conque, et  le  groupe,  discontinu  ou  continu,  de  ses 
substitutions.  Les  substitutions,  ou,  dans  notre  langage 
abrégé,  les  fonctions  s(x)  elles-mêmes  que  l'on  peut 


(  *  )  Sur  les  notions  de  fonction  complète  et  de  fonction  pério- 
dique {Nous^elles  Annales,  avril  1901).  —  Sur  les  substitutions  à 
une  vcwiable  et  les  fonctions  qu* elles  laissent  invariables  {/bid„ 
octobre  igoi). 

(')>  (^)f  (*),  (*)»  (*)»  ^'oif.  au  sujet  de  ces  termes,  ïes  deux  Notes 
citées. 

.4/1/1.  de  Mathcmaf.,  ^  sér'w,  t.  I.  (  Oéceiphrc  i()oi.)  ^4 
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substituer  à  x^  sont  toutes  les  racines  de  l'équatiou 

F(s)  =  F(x), 

et  ce  sont  des  racines  simples  de  cette  équation ,  ainsi 
que  nous  l'avons  vu,  sauf  pour  des  valeurs  particulières 
de  X  qui  sont  les  points  multiples  (♦)  du  groupe. 
Soient  J/(x),  Sj(x)  deux  substitutions  quelconques  du 
groupe.  On  a 

¥{si(x))^¥(x)  =  ¥{sj{x)) 

et,  par  conséquent, 

F{si{sjix)))  =  F{sj(x))  =  F(x)  =  F(sj{sdT))), 

Donc,  si  Si{x)  et  Sj(x)  sont  deux  substitutions  quel- 
conques d'un  groupe,  les  deux  /onctions  5/(5y(j:)), 
5y  (5|(j:))  sont  aussi  des  substitutions  du  groupe.  Il  ré- 
sulte de  là  que  si,  dans  toutes  les  substitutions  d*un 
groupe,  on  fait  à  x  une  substitution  du  groupe,  on  ne 
peut  obtenir  ainsi  que  des  substitutions  du  groupe. 
D*ailleurs,  on  ne  peut  obtenir  deux  fois  la  même  substi- 
tution; car  si,  ayant  substitué  5/(x)  à  x,  on  avait,  Sp 
et  Sç  étant  distinctes, 

Sp{si{x))  =  s^{si{x)), 
on  aurait,  en  faisant  k  x\a  substitution  (7/  inverse  de  5/, 

Sp(si{<Ti{x)))  =  Sg[si(<Ti(x))) 

et,  par  conséquent, 

Sp(x)  =  Sç(x), 

ce  qui  n'est  pas.  Il  s'ensuit  que  si,  dans  un  groupe  quel- 
conque, on  fait  à  x  une  substitution  quelconque  du 
groupe,  ce  groupe,  c'est-à-dire  Tensemblc  de  toutes  les 

(')   Voir,  au  sujet  de  oc  terme,  les  deux  Notes  citées. 
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substilutions,  y  compris  la  subslîtulion  identique,  resie 
in\^ariable. 

Ceci  conduil  immédiatement  à  considérer  une  fonction 
périodique  F(x)  quelconque  comme  une  fonction  symé- 
trique des  substitutions  de  son  groupe.  Ainsi,  par 
exemple,  lorsque  le  nombre  des  substitutions  Si{x)  est 
fini,  la  fonction  symétrique 

est  une  fonction  périodique  du  groupe  considéré,  et 
cela  se  vérifie  aisément,  si  Ton  considère,  par  exemple, 
le  groupe  d'un  polynôme 

F(ar)  =  aoar'"-f-  ata?"*~*  -+-. .  .-h  a„. 

L'équation 

F(5)  =  F(^) 
ou 

ao5'«-ha|*'«-»-i-.. . -h  a«-i s -H a,«  —  F{«)  =  o, 

montre  que  le  produit  des  racines,  x  1  I  si^  est 

et,  par  suite,  que  toutes  les  fonctions  entières 

Xa?TT5|-h  {1  =  VF{x)  H-  fi', 

où  X,  [JL,  X',  [k'  sont  des  constantes  et  dont  Tune  est  le 
produit  considéré,  ont  pour  groupe  de  substitutions  le 
groupe  de  F(x). 

Dans  tous  les  cas  où  le  nombre  des  substitutions  du 
groupe  est  fini,  on  obtient  une  fonction  périodique  par 

le  produit  xl  l^/(x);  car  ce  produit  est  nécessairement 

convergent,    et  invariable   pour    les    substitutions    du 
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groupe.  Mais  lorsque  le  nombre  des  substitulions  est 

iufiui,  le  produit  'kx  I  I  Si(x)  (qui  peut  d'ailleurs  n'être 

pas  convergent)  ne  donne  pas  généralement  de  fonction 
périodique  du  groupe,  lorsqu'il  est  convergent. 
Le  produit  convergent 


'TH^-tS^) 


(m  =1,2,  ...), 


qui  est,  à  un  facteur  constant  près,  le  produit  des 
substitutions  de  tang^,  en  est  un  exemple.  Cependant 
le  produit,  à  un  facteur  constant  près,  des  substitutions 
de  sinx 

(m  =  1,2,  ..-;  /i  =o,  I,  iy  ...) 

n'est  autre  que  la  fonction  sinx  elle-même;  mais  ceci 
ne  se  présente  que  dans  des  cas  très  particuliers.  Nous 
verrons  dans  la  suite  une  méthode  générale  de  détermi- 
nation des  fonctions  périodiques  dont  on  donne  le 
groupe. 

2.  Considérons  un  groupe  quelconque,  discontinu  ou 
continu,  de  substitutions,  que  nous  désignerons  par  G. 
Désignons  par  s^  (x)  une  substitution  quelconque  du 
groupe  G;  la  substitution  5,  (5|(x)),  que  nous  désigne- 
rons par  S2(x)y  fait  partie  du  groupe  et  il  en  sera  de 
même  des  substitutions 


Sn+i{x)  =5t(*«(ar)), 
s„^-f,(x)  =zsp(s„(x)). 
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jNous  coiisidéreroiis  deux  cas  : 

1"  Le  cas  où,  m  élaiit  un  nouibre  (inij  on  arrive 
ainsi  par  itération  de  Si(x)  à  la  subslilulion  identique 

2°  Le  cas  où,  quelque  grand  que  soil  //i,  ou  n'arrive 
jamais,  par  itéralion  de  ^i(x),  à  la  subslilulion  iden* 
tique. 

Dans  le  premier  cas,  on  peul  écrire 

Il  s'ensuit  que  s^  et  Sm_i ,  que  Sp  et  5„t_y,,  sont  inverses 
rune  de  Vautrey  autrement  dît,  que  deux  substitutions 
éqnidistantes  des  extrêmes,  dans  la  suite 

*i»      ^1j      •••1      *m— ti      *//i--l, 

sont  inverses  Tune  de  Tautre.  Si  m  —  i  est  impair, 
c'est-à-dire  si  m  est  pair,  il  y  a  une  substitution,  au 
milieu  de  cette  suite,  qui  est  inverse  d^ elle-même ,  On 
peut  désigner  si  Ton  veut  par  s^p  au  lieu  de  Sm-p  la 
substitution  invet*sc  de  Sp^  en  remarquant  que 

x  =  *u(  .r)  =  s,f,  \T)  ==  Si,,,  ix)  z=z  . . . , 
car  alors 

S,n-fAX)  =  S„t(s-,f{X))  =  s-,,(x); 

en  appliquant  aux  indices  négatifs  la  règle  exprimée  par 
Inégalité 

Sn^p(x)=Sn(s.p{X))  =Sf,(sn(x)). 

Celte  notation  a  son  importance  pour  l'élude  du  se- 
cond cas.  Mais  remarquons  que  Tenscmble  des  substi- 
tutions 

jr,     ^1  <./•),     .Çj(:r>,      ...,     s„t-i{x) 
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reste  invariable  (ou  que  ses  élémenls  ne  sonl  que  per- 
mutés), lorsqu'on  fait  à  x  une  des  m  substitutions  de 
cet  ensemble;  que,  par  suite,  cet  ensemble  constitue  un 
groupe,  car  on  peut  concevoir  et  même  former  une 
fonction  symétrique  de  ces  substitutions,  c'est-à-dire 
une  fonction  périodique  aérant  pour  groupe  cet  ensemble 
de  substitutions;  le  produit 


^Wsi{ 


X) 


est  une  de  ces  fonctions.  Ainsi,  les  fonctions  itérées  Si(x) 
forment  par  leur  ensemble  un  groupe,  et  si  en  formant 
ces  fonctions  par  répétition  de  Si(x)  nous  n'avons  pas 
épuisé  toutes  celles  du  groupe  G  donné  où  nous  avons 
pris  5|,  on  pourra  dire  que  le  groupe  que  nous  venons 
de  former  est  contenu  dans  G,  ou  enfin  est  un  sous- 
groupe  g  contenu  dans  G. 

Dans  le  second  cas,  où  si  grand  que  soit  m,  aucune 
substitution  s„i{x)  obtenue  par  répétition  de5|  (x)  n'est 
identique  à  a:,  on  n'obtient  jamais  par  ces  répétitions 
une  fonction  inverse  des  fonctions  itérées  successives 

car  si  l'on  avait,  pour  des  nombres  finis  n  et  /^, 

Sn{x)r=s-p{x), 

on  aurait 

ce  qui  est  contraire  à  T hypothèse  ;  on  démontre  d'ailleurs 
d'une  manière  analogue  que  les  substitutions  5;i(x)  sont 
toutes  distinctes. 

Afin  de  constituer  un  ensemble  analogue  à  celui  qui 
s'est  présenté  dans  le  cas  précédent,  nous  adjoindrons 
aux    précédentes    substitutions    en    nombre    infini,    la 
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substîlulion  5_i,  inverse  de  ^i,  et  toutes  celles  qu'on  en 
dëduît  par  répétition.  Toutes  ces  substitutions  en 
nombre  infini 

sont  respectivement  les  inverses  des  substitutions 

*li       *îj       *3î        •••»       *»î 

ainsi  cju'on  le  vérifie  aisément.  L'ensemble  constitué 
par  cette  double  infiniié  de  substitutions  auxquelles  on 
adjoint  Jq=  or,  jouit  de  cette  propriété  de  rester  inva- 
riable (ses  éléments  ne  sont  que  permutés)  lorsqu'on 
fait  à  X  une  des  substitutions  de  cet  ensemble,  et  si  Ton 
ne  peut  vérifier  l'existence  d'une  fonction  symétrique 
des  éléments  de  cet  ensemble,  on  peut  du  moins  la  con- 
cevoir; ceci  nous  suffit  pour  désigner  encore  sous  le  nom 
dégroupe  cet  ensemble  de  substitutions  :  toute  fonction 
symétrique  des  5,|(x),  s'il  en  existe,  sera  une  fonction 
périodique  ayant  cet  ensemble  pour  groupe. 

Toutes  les  substitutions  s^^  comme  les  substitu- 
tions 5,2,  sont  contenues  dans  le  groupe  G,  car  ce  groupe, 
contenant  5m,  contient  son  inverse  s_„]  le  groupe  que 
nous  venons  de  former  est  donc,  ou  identique  à  G,  ou 
contenu  dans  G;  s'il  est  contenu  dans  G,  on  pourra 
l'appeler  un  sous-groupe  g  contenu  dans  G. 

3.  Les  groupes  g^  d'un  nombre  fini  ou  infini  de 
substitutions  que  nous  venons  de  considérer,  sont  remar- 
quables en  ce  sens  qu'une  seule  substitution  s^  (x)  suffit 
pour  trouver  toutes  les  autres,  c'est-à-dire  pour  déter- 
miner chacun  de  ces  groupes.  La  substitution  5|  (a:) 
sera  appelée  la  substitution  fondamentale  du  groupe  g 
formé  par  itération  et  inversion  de  s^  (x).  Quant  au 
groupe  g,  on  dira  qu'il  est  d'ordre  c,  en  désignant  par 
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ordre  d* un  groupe,  le  plus  petil  nombre  de  subslitulions 
fondamentales  qui  suffisent  à  le  déterminer^  comme  nous 
Texpliquerons  dans  la  suite. 

Il  est  certain  que  toutes  les  substitutions  Sn{x)  d'un 
groupe  g  d^ordre  i  ont  entre  elles  quelque  chose  de 
commun,  puisqu'elles  proviennent  toutes  d'itération  ou 
d'inversion  de  J|(x).  On  peut  dire  que  dans  la  suite 
finie  ou  infinie 

...,       J_/i,       ...,       *_j,       5_t,       «0)      *1»       *îi        •••»       */»»        •••, 

Sn  est  fonction  de  n  en  iiiêine  temps  que  de  a:  :  «  sera 
appelé  le  paramètre  des  substitutions  du  groupe;  quant 
aux  coefficients,  que  contiennent  les  Sn^  et  qui  ne  dé- 
pendent pas  de  n  et  par  suite  sont  les  mêmes  dans  toutes 
les  substitutions  de  ce  groupe,  ce  seront  les  constantes 
du  groupe. 

Supposons  que  le  groupe  d'ordre  i  considéré  ne  con- 
tienne qu'un  nombre  fini  m  de  substitutions;  ces  substi- 
tutions sont  alors  algébriques,  car  le  groupe  contient 
non  seulement  la  substitution  inverse  s_n  d'une  substi- 
tution Sfi  quelconque  et  qui  est  telle  que 

mais  encore  toutes  les  fonctions  partielles  qu'il  faut 
adjoindre  soit  à  j,^,  soit  à  5_„  pour  former  une  fonction 
complète;  en  sorte  que  si  Sn  était  transcendante,  le 
nombre  de  ces  fonctions  partielles,  5^,,  5*,  ...,  ou 
s_n'i  ^-m  •  •  •  »  serait  infini  et  par  suite  le  groupe  con- 
tiendrait une  infinité  de  substitutions.  Ceci  étant,  on 
pourra  prendre  pour  paramètre,  au  lieu  de  n,  une  ra- 
cine m'*"''  de  l'unité  : 

2/iirv— T 


ln  =  e      '«  (  n  =  o,  1 ,  2,  . . . ,  m  —  I  ), 

et  l'équation 

Vis)  ==  V(cr), 
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OÙ  F  est  une  fonclion  périodique  de  groupe  g^  permet 
d'éerire  les  subslilulions  sous  la  forme 

Il  s'ensuit  qu'au  lieu  de  j»,  on  pourra  prendre,  pour 
substitution  fondamentale  du  groupe,  toute  substi- 
tution Sp  telle  que  les  puissances  de  Xf  donnent  les 
m  racines  m'*™«*  de  Tunité  :  ces  substitutions  Sp  sont 
donc  telles  que  Xf  est  une  racine  primitive  m**°*  de 
l'unité,  c'est-a-dire  que  p  est  premier  avec  m;  on  eu 
sait  former  le  nombre  au  moyen  des  diviseurs  premiers 
de  m.  En  particulier,  si  m  est  un  nombre  premier,  cha- 
cune des  substitutions  Sp  peut  être  prise  pour  substitu- 
tion fondamentale. 

L'itération  d'une  substitution  Sp  dans  laquelle  p  n'est 
pas  premier,  avec  /n,  donne  des  substitutions  du  groupe, 
mais  ne  les  donne  pas  toutes;  leur  ensemble  constitue 
évidemment  aussi  un  groupe,  mais  ce  groupe  est  con- 
tenu comme  sous-groupe  dans  le  groupe  g^  et  le  nombre 
des  substitutions  de  ce  nouveau  groupe  est  un  diviseur 
de  m. 

Lorsque  le  nombre  des  substitutions  de  g  est  infini, 
les  substitutions  ne  sont  pas  nécessairement  algébriques 
et  l'on  ne  peut  généralement  prendre  pour  paramètres 
des  racines  imaginaires  de  l'unité  (cependant  dans  le 
cas  du  groupe  continu  d'ordre  i  de  la  fonction  impro- 
prement linéale 


où  m  est  incommensurable,  on  peut  prendre  pour  para- 
mètre une  racine  m'*""  de  l'unité).  Mais  on  pourra,  le 
plus  souvent,  distinguer  comme  précédemment  dans  le 
groupe,  des  substitutions  autres  que.V|,  qui  pourraient 
être  prises,   chacune,  pour  substitution  rondanientale; 
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l'itération  et  l'inversion  de  toute  autre  ne   donnerait 
qu'un  sous-groupe  contenu  dans  g, 

4.  Considérons  mainteuant  les  points  multiples  de  g. 
Soit  a  un  point  multiple  où  l'on  a 

Il  s'ensuit  immédiatement 

Sp{ct)  =  stp{a)  =  Sip{a)  =  . .  .  =  a. 

Ainsi,  toutes  les  substitutions  du  groupe  d'ordre  i 
dont  Sp(oL)  est  la  substitution  fondamentale  deviennent 
identiques  à  a,  pour  x  =  ol.  Si  Sp(x)  est  une  des  substi- 
tutions qui  peuvent  être  prises  pour  substitution  fonda- 
mentale du  groupe  g  d'ordre  i  primitivement  formé  au 
moyen  de  5|  (x),  a  appartient  à  toutes  les  substitutions 
du  groupe  g  (si  le  nombre  des  substitutions  est  un 
nombre  fini  m ,  nous  rappelons  que  p  est  premier 
avec  m).  Si  Sp(x)  n'est  pas  une  substitution  pouvant 
être  prise  pour  substitution  fondamentale,  il  peut  arriver 
que  a  n'appartienne  pas  à  toutes  les  substitutions  du 
groupe  g.  Si  le  nombre  m  était  un  nombre  fini  premier, 
on  voit  que  le  point  a  serait  nécessairement  commun  à 
toutes  les  substitutions  du  groupe  g  (*)- 

Dans  le  cas  où  g  contient  une  infinité  de  substitutions 
obtenues  par  itération  et  inversion  de  S|(a:),  on  doit 
faire  croître  indéfiniment  n  dans  s,i(x).  Si  5/2 (x)  a  une 
limite  finie,  cette  limite  est  indépendante  de  x\  en  eflet 
s,i{x)  et  Sn^iZ=Si(sn)  out  nécessairement  même  limite; 


{ ^  )  Ces  propriétés  ont  été  éladiécs  dans  certains  cas  particuliers  par 
plusieurs  mathématicicDS,  notanimeot  par  M.  Koenigs.  Notre  méthode 
tire  sa  simplicité  et  sa  généralité  de  l'hypothèse  de  Texistencc  de  la 
fonction  périodique  V{x),  qui  nous  a  permis  de  nous  sci*vir  de 
l'équation  aux  substitutions  F(s)  —-  \'(jr). 
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il  s'ensail  que  si  <t(x)  est  la  limite  de  5/i,  Si[9(x)j  est 
la  limite  de  s„^i  et  par  conséquent 

Si((i(a7))  =  (T(jr), 

ce  qui  est  impossible,  à  moins  que  :  i°  o"  ne  soit  con- 
stant; 2®  la  valeur  de  la  limite  cr  ne  soit  un  point  mul- 
tiple de5|  et,  par  suite,  de  toutes  les  autres  substitutions. 
D'autre  part,  si  a  est  celte  limite  finie  de  Sn{x)j  on  a 

F(^)  =  F(a), 

puisque  a  est  une  substitution  du  groupe,  limite 
de 5,2 (x);  cette  égalité  est  impossible  quel  que  soit  x,  à 
moins  queF(a)  ne  soit  indéterminée-,  donc  : 

Toute  limite  ^nie  de  la  substitution  s,i(x)^  itérée 
de  Si(x)  lorsque  n  croit  indéfiniment,  est  une  con- 
stante a  et  cette  constante  est  à  la  fois  un  point  multiple 
commun  à  toutes  les  substitutions  du  groupe  d'ordre  i , 
et  un  point  singulier  essentiel  de  la  Jonction  pério- 
dique  F(x)  de  groupe  g. 

On  eu  a  un  exemple  dans  les  subsliluLîons  données 
par  l'égalité 

= Ht  (  n  =  o,  ±:  I ,  dt  2,  dr  3,  . . .  ), 

s  —  a       X  —  a        o 

qui  sont  les  substitutions  de  la  fonction 

V{x)  =  tang —  » 

X  —  a 

et  des  transformées  linéaires  de  cette  fonction  ;  le  point  a 
est  à  la  fois  un  point  multiple  du  groupe,  le  seul  d'ail- 
leurs, et  un  point  essentiel  de  la  fonction  F(x), 

On  peut  ajouter  d'une  manière  générale  et  pour  un 
groupe  d'ordre  quelconque  que,  les  substitutions  s,t{x) 
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laissant  V(x)  invariable,  les  zéros,  les  intinis,  les  points 
singuliers  essentiels  de  F  (a:)  ou  restent  invariables  par 
les  substitutions  du  groupe,  et  alors  ce  sont  des  points 
multiples,  ou  sont  transformés  en  des  points  qui  sont 
respectivement  de  même  nature  qu'eux-mêmes. 

o.  Ajant  pris  une  substitution  quelconque  5,(j:) 
dans  un  groupe  G  quelconque,  nous  avons  formé  le 
sous-groupe  d'ordre  i  dont  Si(x)  est  la  substitution 
fondamentale  et,  k  cette  occasion,  nous  avons  démontré 
les  propriétés  générales  des  groupes  d'ordre  i .  Soit  niain> 
tenant  g^  le  sous-groupe  formé  au  moyen  de  s^(x)  et 
5oit52(^)  une  substitution  de  G  qui  n'appartienne  pas 
à  gi  ;  on  peut  former  un  sous-groupe  g2  d'ordre  i  dont 
la  substitution  fondamentale  soit  s^»  Si  g^  contient  gi. 
noiis  laisserons  g^  de  côté;  si  g2  et  gt  ont.  quel(]ues 
substitutions  comnmnes,  nous  rejetterons  ^2  et  pren- 
drons une  autre  substitution  de  G;  nous  nous  placerons 
donc  dans  le  cas  où  gt  et  g2  n'ont  aucune  substitution 
commune.  G  contient  toutes  les  substitutions  formées 
par  combinaisons  de  substitutions  de  gi  et  de  substitu- 
tions de  g2'  Formons  tontes  ces  substitutions;  leur 
ensediblc,  en  y  comprenant  les  substitutions  de  gi  et 
celles  de  g2,  restera  invariable  si  l'on  y  fait  à  x  une  sub- 
stitution prise  dans  cet  ensemble;  ses  éléments  ne  seront 
que  permutés.  Cet  ensemble  est  donc  un  groupe  gi ^2 
d'ordre  2,  contenu  comme  sous-groupe  dans  G,  et  con- 
tenant comme  sous-groupes  gi  et  g^o- 

Soit  maintenant  ^3  un  nouveau  sous-groupe  d'ordre  i , 
formé  au  moyen  d'une  substitution  ^3  de  G  n'apparte- 
nant pas  à  ^''i^s,  et  supposons  comme  plus  haut  que  gz 
n'ait  aucune  substitution  commune  avec  g\^f  Toutes  les 
substitutions  formées  par  combinaisons  des  substitutions 
dogz  et  de  gi  ^  3  appartiennent  à  G  et  forment,  avec  celles 
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de  g^  et  (le  g^i^j,  un  sous-groupe  §1,2,3  d'ordre  3,  cou  • 
tenu  dans  G,  et  contenant  comme  sous-groupes  g^,  g^^2 
et  par  suite  g\  et  g^.  Mais  si  l'on  forme  le  groupe 
d'ordre  2,  g^,^^  au  moyen  des  substitutions  fondamen- 
tales 52  et  53,  on  voit  que  ce  groupe  est  contenu  dans 
^1,2,3  et  contient  g^2  et  g^\  de  même  le  groupe  d'ordre  2, 
g^i,3,  formé  au  moyen  des  substilutious  fondamentales 
.V,  et  53,  est  contenu  dans  g^i ,  2, 3  et  contient  ^1  et §3.  En 
résumé,  le  sous-groupe  d*ordre  3,  ^"1,2,3  contient  les 
trois  sous-groupes  d'ordre  2,  5^1,21  g'2,3>  ^"1,3  qui  con- 
tiennent eux-mêmes,  chacun,  deux  des  sous-groupes 
d'ordre  lygi,  gi,  gz> 

Formant  un  nouveau  sous-groupe  d'ordre  1,  ^^4,  au 
moyen  d'une  substitution  s^  de  G,  qui  n'appartienne 
pas  à  §1,2,3)  on  aura  par  combinaisons  des  substitutions 
de  ces  deux  groupes,  des  substitutions  formant  avec  §3 
et  §1,2,3  un  sous-groupe  §1,2,3,4  d'ordre  4?  contenu 
dans  G,  et  ce  sous-groupe  contiendra  tous  les  sous- 
groupes  d'ordres  respectifs  3,  2,  1, 

/Ç'f,3,*j       ^l,3,iî       ^1,1,^»       /Ç'i.î.Jj 

rtl,t»       ^1,3»       ^l,*>       ^Î,J»       ^i,*T       ^3,*, 

f^\y       gU      ffii       g'^y 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  toutes  les 
substitutions  de  G;  nous  supposons  qu'avec  un  nombre 
fini  de  substitutions  fondamentales  54,52,  ...,5/i  on 
soit  arrivé  à  former  une  suite  de  sous-groupes 

g\>      gt,iy      gl,i,i^      •••7      gl,t,3,...,n, 

dont  le- dernier,  §1,2,..., «9  qui  est  d'ordre  /i,  soit  iden- 
tique H  G.  Dans  cette  suite  de  sous-groupes,  on  peut 
remarquer  que  l'un  quelconque  d'entre  eux  contient 
comme  sous-groupes  tous  ceux  qui  le  précèdent  et  est 
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contenu  dans  ceux  qui  le  suivent.  Les  éléments  do  for- 
mation de  G  ont  été  ^i ,  ^2»  -  -  "t  ^n- 

Ou  peut  considérer  aussi  comme  éléments  de  celle 
formation  Icîs  sous-gvou f as Jondamentaiu:  d'ordre  i, 

^Ij      S'il      ë^iy      •  '  "f      g^ri' 

On  aurait  une  autre  suite  de  sous-groupcs,  en  par- 
tant d'un  sous-groupe  gp^  d'ordre  i ,  et  combinant  ses 
substitutions  avec  celles  d'un  autre  sous-groupe  gp^ 
d'ordre  i  et  ainsi  de  suite  : 

ê^Pxf      S^Pi'Pti      S'Pi.Pt^Pty      •••'      ê'pt,pt,"^pni 

où  les  nombres  ^4,  p2j  ,  .  ,^  pn  ne  sont  autres  que  les  n 
premiers  nombres  et  les  gp  les  mêmes  sous-groupes  fon- 
damentaux d'oixlre  1  que  précédemment,  mais  rangés 
dans  un  ordre  dilFérent. 

Dans  les  71  sous-groupes  fondamentaux,  on  peut  d'ail- 
leurs choisir  d'autres  substitutions  fondamentales  que 
celles  qui  ont  été  primitivement  choisies  :  on  aurait 
d'autres  systèmes  fondamentaux  de  substitutions  de  G, 
mais  qui  donneraient  les  mêmes  sous-groupes  fonda- 
mentaux. Mais  on  peut  aussi  partir  de  substitutions 
n'appartenant  à  aucun  des  n  sous-groupes  d'ordre  i 
formés  :  on  obtiendra  ainsi  de  nouvelles  formations  de  G 
et  d'autres  suites  de  sous-groupes  d'ordre  1,  2,  . . . ,  n' 
n'ayant  rien  de  commun  avec  les  premières-,  dans  cha- 
cune de  ces  formations  le  dernier  groupe  obtenu,  qui 
sera  d'ordre  //,  sera  identique  à  G. 

Nous  réserverons  le  terme  d'ordre  du  groupe  G  au 
plus  petit  N  des  nombres  7z,  /z',  nf\  ...  et  le  terme  de 
système  fondamental  à  N  substitutions  ou  à  N  sous- 
groupes  d'ordre  i ,  qui  sufBsent  à  déterminer  G. 

Si  l'on  forme  N  sous-groupes  fondamentaux  d'ordre  i 
d'un  groupe'G  d'ordre  N,  puis,  au  moyen  d'une  substi- 
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luliou  qui  n'apparlienC  pas  à  ces  N  sous-groupes,  un 
nouveau  sous-groupe  d'ordre  i,  puis,  au  moyen  d'une 
substitution  de  G  qui  n^appariient  pas  à  ces  N  -h  i  sous- 
groupes,  uu  nouveau  sous-groupe  d'ordre  i  et  ainsi  de 
suite,  on  voit  que  G  peut  être  considéré  comme  un 
ensemble  de  sous-groupes  d'ordre  i,  car  on  arrivera 
ainsi  nécessairement  à  épuiser  les  substitutions  de  G. 
Ce  théorème  nous  sera  utile  dans  les  applications. 

Soient  deux  groupes,  G  et  G'  d'ordres  quelconques, 
et  supposons  que  ces  deux  groupes  aient  des  substitu- 
tions communes.  Si  Si(x)  et  sj(x)  sont  deux  quel- 
conques de  ces  substitutions  communes,  la  substitu- 
tion Si(^Sj(x)^  est  aussi  une  substitution  qui  appartient 
à  G  et  à  G';  les  itérées  et  les  inverses  de  ^/,  de  5y, 
de  Si(^sj(x)^  sont  aussi  des  substitutions  communes.  Les 
substitutions  communes  à  G  et  à  G',  étant  telles,  que 
leur  ensemble  conlient  toutes  les  substitutions  formées 
en  faisant  à  x  une  substitution  quelconque  de  cet  en- 
semble, forment  un  groupe  g.  Donc,  lorsque  deux 
groupes  G  et  G'  quelconques  ont  des  substitutions  com- 
munes, les  deux  groupes  G  et  G'  ont  en  commun  un 
sous-groupe  g  et  n'ont  pas  d'autres  substitutions  com- 
munes que  celles  de  ce  sous-groupe  g^,  dont  l'ordre  pent 
d'ailleurs  être  un  nombre  entier  quelconque  inférieur 
aux  ordres  respectifs  de  G  et  de  G'. 

6.  Soient/(j:)  et  ^(x)  deux  fonctions  complètes  uni- 
formes et  par  conséquent  périodiques.  La  fonction 

est  également  une  fonction  complète  uniforme  et  par 
conséquent  une  fonction  périodique.  Soient  G,  g^  y  les 
groupes  respectifs  de  F,/* et  cp;  5|,  53,  .Ç3,  ...,  eto-i,  o-j, 
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7},  ...  les  subsli  lu  lions  respeclives  de  /t'I  de  9,  formaiil 
les  groupes  g  et  y.  F(x)  admet  évîdemnieiil  toutes  les 
substitutions  à^f^x)  et,  par  conséquent,  g  est  contenu 
comme  sous-groupe  daus  G.  Les  substitutions  de  F  qui 
n'appartiennent  pas  à  /*,  c*est-à-dire  les  substitutions 
qui,  dans  G,  ne  sont  pas  contenues  dans  g,  sont  des 
substitutions  ^1  (x),  t2{x)^  ...  qui  transforment /(x) 
en  les  substitutions  0"(/  )  de  la  fonction  ^{f)  : 

f{ti{x))  =  y{f[x)). 

Réciproquement,  si  deux  fonctions  complètes  uni- 
formes ¥{x)  elj\x)  ont  des  groupes  G  et  g,  tels  que  ^ 
est  contenu  comme  sousgroupc  dans  G,  F(x)  est  une 
certaine  fonction  complète  uniforme  o  def(x)  (*),  car, 
puisque  g  est  contenu  dans  G,  une  valeur  de /"(x)  ne 
détermine  qu'une  valeur  F(x)  [en  deliors  de  certaines 
valeurs  particulières  de  y*,  qui  seraient,  lorsqu'elles 
existent,  des  points  singuliers  essentiels  de  <p,  et  corres- 
pondent à  des  j)oints  singuliers  essentiels  x  de  F(x)]. 

Soient  G  un  groupe  d'ordre  N  et 

une  suite  de  sous-groupes  telle  que  celles  que  nous  avons 
formées  précédemment  (5)  où  le  dernier  gi^2,..,,y^^^ 


(*)  Nous  nous  sommes  servi  de  ces  propriétés  dans  l'élude  d'une 
certaine  fonction  uniforme  ^(y)  qui  csi  telle  que 

sna?  =  ç  f  sin -^arV         sn(K -f-a?)  =  o(co5-^a:j 

[Sur  une  nouvelle  transcendante  qui  transforme  l* intégrait 
elliptique  de  première  espèce  en  intégrale  circulaire  {Nouvelles 
Annales,  décembre  1900)].  On  se  sert  également  de  celle  propriélt' 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  lorsqu'on  exprime  6(^) 

uu  moyen  de  e  <•*  . 
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identique  à  G.  Si  F(x)  est  une  fonction  complète  uni* 
forme  de  groupe  G  c^yi,2,...,p(^)  une  fonction  com- 
plète uniforme  de  groupe  ^i,  2,... ,^9  F  s^^ra  une  certaine 
fonction  complète  uniforme  deyi^2,...,/>î  et  l'on  voit 
que  F  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

F(^)  =  ?N(?.N-i(...(7.(?.(/t(^))))...)), 

où^i,  cp2,  fs9  .  • .,  fj^  sont  des  fonctions  complètes  uni- 
formes. 

Les  diverses  formations  que  Ton  peut  faire  du  groupe  G 
d'ordre  N  conduisent  à  diverses  formes  analogues  de 
F(x).  Nous  n'insistons  pas  davantage,  mais  nous  ferons 
remarquer  que  ces  propriétés  pourraient  être  utiles  dans 
la  théorie  générale  des  fonctions  uniformes  et  de  leurs 
inverses. 

Si  deux  fonctions  complètes  uniformes  jKi  )  y^  sont 
liées  par  une  relation  algébrique  de  degré  m\  en  y^  et 
'"a  en  y^  et  si  y^  a  plus  de  m^  substitutions,  y^  et  j'2 
ont  des  substitutions  communes  et,  par  suite,  d'après 
ce  qui  précède  (5),  un  sous-groupe  commun,  car  s'il 
n'y  avait  pas  de  substitutions  communes,  le  nombre  des 
valeurs  de  y^y  déterminées  par  une  valeur  de^i,  serait 
égal  au  nombre  des  substitutions  àey^  et,  par  consé* 
quent,  serait  supérieur  à  /712  \  y\  a  d'ailleurs  au  moins 
m^  substitutions  (y  compris  la  substitution  identique). 
On  peut  tenir  le  même  raisonnement  sur  la  fonction  j^2* 
Si  g  est  le  sous-groupe  commun  aux  groupes  de^i  et ^2 
et  s'il  existe  une  fonction  complète  uniforme  u  de 
groupe  g^  c'est-à-dire  admettant  les  substitutions  de  g 
et  seulement  celles-là,  j^i  eiy^  sont  fonctions  complètes 
uniformes  de  u. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  deux  fonctions  com- 
plètes uniformes  de  x  qui  ont  toutes  leurs  substitutions 

Ann,  de  Mathémat.,  4*  série,  l.  I.  (Décembre  1901.)  35 
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communes,  cV*st'à -dire  ont  le  même  groupe,  sont  fonc- 
tions complètes  uniformes  Vune  de  l'autre,  c'est-à-dire 
sont  liées  par  une  équation  linéaire  par  rapport  à  cha- 
cune d'elles,  ou  enfin,  que  toutes  les  fonctions  complètes 
uniforiiies  qui  ont  pour  substitutions  celles  de  G,  et 
seulement  celles-là,  sont  les  fonctions 

F(x)  étant  Tune  d'elles  et  a,  |jl,  v,  p  des  constantes. 

7.  Toutes  les  propriétés  que  nous  avons  démontrées 
sur  les  groupes  (i  a  6)  sont  démontrées  dans  le  cas 
général  et  quel  que  soit  le  groupe,  discontinu  ou  continu, 
et  par  suile  quelle  que  soit  la  fonction  F(x),  uniforme 
ou  multiforme,  ponctale  ou  improprement  linéale  ou 
aréale. 

Les  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer  (6)  sur 
les  fonctions  F(x)  ne  sont  relatifs  qu'aux  fonctions  com- 
plètes uniformes.  Toutefois  on  peut  dire  que  siy(x) 
est  une  fonction  complète  multiforme  périodique  ainsi 
que  ''f{x)j  la  fonction  f{f{x))  admet  toutes  les  substi- 
tutions de/(x)  et  en  outre  celles  qui  changeniy(x)  en 
une  substitution  ^{f)  de  la  fonction  périodique  ^(f)] 
mais  ce  théorème  ne  donne  pas  lieu  à  une  réciproque 
comme  dans  le  cas  des  fonctions  uniformes.  On  peut 
dire  aussi  que  si  F  est  une  fonction  multiforme  de 
groupe  G,  toutes  les  fonctions  données  par  la  for- 
mule (A)  sont  aussi  des  fonctions  de  groupe  G;  mais  on 
ne  peut  plus  dire  que  ces  fonctions  (A)  sont  les  seules 
qui  admettent  les  substitutions  de  G  et  seulement 
celles-là. 

Nous  sommes  donc  ici  obligés  de  séparer  le  cas  des 
fonctions  complètes  multiformes  périodiques  du  cas  des 
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fonctions  complètes  uniformes  (')•  Cependant  nous 
verrons  plus  tard  que  les  calculs  que  nous  ferons  pour 
déterminer,  lorsqu'elles  existent,  les  fonctions  complètes 
uniformes  admettant  les  substitutions  d'un  groupe  quel- 
conque donné,  et  seulement  ces  substitulious-là,  s'ap- 
pliquent également  au  moins  à  certains  cas  de  fonctions 
multiformes  périodiques,  ponctales  ou  improprement 
linéales  ou  aréales,  lorsqu^il  n%!xiste  pas  de  fonctions 
uniformes  du  groupe  donné.  C'est,  en  particulier,  ce 
que  l'on  peut  dire  des  considérations  suivantes  : 

8.  Si  F(x)  est  une  fonction  complète  uniforme,  elle 
se  met  sous  forme  de  quotient  de  deux  fonctions 
entières,  %i(x)  et  B,(.r).  Toutes  les  fonctions  (A)  de 
même  groupe  G  que  F (x)  s'expriment  donc  par  le  quo- 
tient de  deux  fondions  entières  de  la  forme 

oùX  et  |ji  sont  des  constantes.  Lorsqu'on  fait  k  x  une 
substitution  du  groupe  G,  les  fonctions  8,  dont  les  quo- 
tients demeurent  invariables,  ne  peuvent  être  que  mul- 
tipliées, toutes,  par  un  même  facteur  0(x).  Ainsi  qu'on 
l'a  déjà  fait  dans  certains  cas  particuliers,  nous  appelle- 
rons ces  fonctions  B,  \gs  fonctions  à  multiplicateur  rela- 
tives au  groupe  G  donné» 

Les  fonctions  8,  relatives  à  un  groupe  G,  s'exprimant, 
toutes,  en  fonction  linéaire  et  homogène  (B)  de  deux 
quelconques  d'entre  elles,  sont  les  intégrales  d'une  équa- 
tion difTérentîelle,  linéaire  et  homogène  du  deuxième 


(*)«Ces  cliiïèrcnces  de  propriétés  proviennent  de  ce  fait  que  les 
fondions  complètes  multiformes  ne  sont  pas,  toutes,  périodiques, 
tandis  que  toutes  les  fonctions  complètes  uniformes  sont  périodiques 
(sauf  la  fonction  linéaire). 
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ordre,  dont  les  coefficients  ne  dépendent  que  des  substi- 
tutions du  groupe. 

L'expression  générale  (A)  des  fonctions  qui  admettent 
les  substitutions  d'un  groupe  et  seulement  celles-là, 
montre  que  toutes  ces  fonctions  sont  les  intégrales  d'une 
équation  ditlërentielle  du  troisième  ordre  de  la  forme 

où  ^(«2:)  ne  dépend  que  des  substitutions  du  groupe. 
Cette  équation  n'est  d'ailleurs  que  l'équation  aux  quo- 
tients des  intégrales  de  Téquation  en  S, 

Dans  une  prochaine  Note,  nous  déterminerons ,  au 
moyen  des  substitutions  d'un  groupe  donné  et  d'ailleurs 
quelconque,  les  coefficients  de  ces  deux  équations  diffé- 
rentielles, et  nous  donnerons  la  formule  générale  du 
multiplicateur  des  fonctions  6  relatives  au  groupe 
donné. 


[R6ba] 
SUR  LE  DEGRÉ  DE  GÉNÉRALITÉ  DES  ÉQUATIONS  (BYNAMiOUES) 
DE  LAGRAN6E  ET  LEUR  INTERPRÉTATION  GÉOMÉTRIQUE  ; 

Par  m.  l'abbb  ISSALY. 


Indiquer  clairement  pourquoi  certaines  dérivées  par- 
tielles de  la  fonction  classique  T  entrent  comme  élé- 
ments constitutifs  dans  les  équations  de  Lagrange  tant 
que  des  surfaces  (en  nombre  déterminé)  s'y  trouvent 
implicitement  enjeu  et.  au  contraire,  ne  sont  pluâ  sus- 
ceptibles d'y  figurer  dès  que,  au  lieu  d'elles,  inter- 
viennent des    pseudo-surfaces;    rattacher,    en   second 
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lieu,  à  notre  travail  la  fonction  récemment  introduite 
dans  cette  môme  matière  par  M.  Âppell  :  tel  est,  en 
peu  de  mots,  l'objet  de  la  présente  Note. 

Disons  tout  de  suite  que  nous  limiterons  nos  for- 
mules au  cas  de  quatre  variables  et  qu'au  lieu  d'envi- 
sager la  vitesse  et  Taccélération  de  tout  un  système  de 
points,  nous  nous  en  tiendrons  à  celles  de  l'un  quel- 
conque d'entre  eux,  (^,  y^  z),  ses  coordonnées  étant 
prises  par  rapport  à  un  trièdre  trirectangle  fixe  Tg.  Le 
lecteur  n*aura  point  de  peine  à  étendre  lui-même  nos 
résultats  au  cas  de  n  variables. 

I.   —  Vitesses. 
1.  Soit,  en  conséquence,  le  système  d'équations 

Idx  =  Pi  dui-h  Pt  dut-i-. .  .-4-  Pfc  duk, 
dy  =  P'i dux -h  P;rfai  +  . . .-H  P; ^m^, 
rf^  =  Pî</wi -h  P;rfa,-+-. . .+ PJrfa*, 

auquel  satisfont  les  coordonnées  du  point  choisi.  Les 
coefficients  P|,  Pa,  .  . . ,  P^  désignent  ici  des  fonctions 
arbitraires  de  U|,  u^,  . . . ,  U4,  variables  que  nous  sup- 
poserons être,  à  leur  tour,  des  fonctions  quelconques 
du  temps.  D'après  cela,  si  l'on  divise  par  dt  les  deux 

membres  de  chaque  équation,   et  que,  avec  -^  =  w^, 

on  fasse 

/    X  dx         ,  dy         ,  dz         , 

on  obtiendra  le  nouveau  système 

13/=  Pi  U\  -^  P,  lii-h.  .  .-h  P4  u\, 
y=p>\H-p',a;-f....-hP'4<, 
z'  =  PJ  u\  -h  p;  a',  -^ . . . -+-  PJ  u\. 

On   en  déduit,  en   désignant  par  Y   la  vitesse  du 
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PI 

-h 

p;« 

■+- 

P? 

=  2PJ 

p.p 

l-^ 

p;  p\ 

t-»- 

p;f; 

=  2:p,p, 

=  B,„ 

(  55o  ) 

point  {x,y,  z), 

=  Pl\  u\*-hA\  1/',*-+-. .  .-h  A}  1*;* 

4-  2  B|,  u\  i/',-+-  2  Bu  w'i  a,-h . . .  -4-  2  Bu  u\  u\  ; 

il  condition  de  poser 

/  P}     -t-P'j*     -f-PV     =r.  vpi     ^  Aî. 


(5) 


1  P3H*h-p'3H'4-hp;p:  =  2:P5P*  =  b,4. 

2.  Avant  de  poursuivre,  donnons  à  ces  premières 
relations  une  autre  forme.  Si,  en  remarquant  que 
dsi=  Aidui^  nous  formons  les  cosinus 

Pi  I.       P'i  Pî  P' 

A,  Al  A,  A, 

et  cela,  a  l'exemple  de  ce  que  nous  avons  fait  déjà  dans 
notre  Étude  sur  les  pseudo-surfaces  {Nouçelles  Annales, 
1901,  p.  60),  le  système  (i)  pourra  s'écrire 

Îé/jF  =  ai  ^5i -f- âTj  </5j -h . . .  4- a4  rf*4, 
dy  =  bxdsx-h  bi fl^Aj -h . . . H-  Ô4 ££j?4, 
.  dz  =  Cl  dsi  -+■  Cî  dsi  -I- . . . H-  C4  dsi,. 

De  son  côté,  le  système  (3)  devenant,  par  analogie, 

(  a?' =  ai  5',  H- aj 5', -i- . . .  H- ^4  54 , 
(3')  <  y  =  b,s\  H-  6,5;  -h. .  .-f-  b,s\, 

\    Z'  =  CiS'i  -h  Cj/j  -f-.  .  .-h  C454, 

il  en  résulte  que,  présentement, 

(4')  '  ^*=  ^^T  ="^'1' -+-*'»*  ■^•••■*-***-^"^*Wi  cos(5„#,)  +  ... 

(  -h'>.4'3  54COS(*3,*i;. 
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Or  sous  celle  forme  géomélrique,  on  voil  que  le  vec- 
teur V  peut  élre  envisagé  (rigoureuseineiil)  coiuuie  la 
rësultanle  d^une  ligne  polygonale  dont  les  quatre 
c6tés  s\^  i^y  . . . ,  s\  seraicnl  respeclivenieui  portés  sur 
les  arêtes  d'un  angle  polyèdre  M^^i  . . .  41*  ou  A. 4, 
ajant  ses  faces  invariables  et  son  sommet  M  en  coïn- 
cidence avec  le  sommet  O  du  trièdre  6xe.  C'est  dire 
que,  dans  tous  ses  mouvements,  X^  ne  pourra  que 
pi  voler  autour  de  celte  origine. 


(7) 


3.  Sans  nous  arrêter  aux  identités  auxquelles  se 
réduit,  en  vertu  des  relations  (6),  le  système  (5),  pro- 
jetons orthogonalement  la  vitesse  V  successivement  sur 
les  arêtes  de  Tangle  solide  JU^.  En  désignant  par  Y4, 
Va,  .  . . ,  V4  ces  projections,  nous  aurons  d'abord  cette 
expression  générale 

V/  =  aix'  ■+-  ùt-y  +  et  «', 

et,  par  suite,  d'après  (3)  et  (5), 
(  A,V,  =  Piar'-f-P',y-f-l>;y=  AJ  «',-hB,,«',^-B,3M'3-+-B„«„ 

(  A4  V*=  P,y H-  V\y-+-  P:  V=  Bu«'i  -^  B,,wi-t-  B3V w; -+-  A|  u\  ; 
le  déterminant  du  système  n*étant  autre  que 

A?  B„  B,3  Bu 

Biî  A|  Bjj  Bjv 

Bi3  Bj3  AJ  Ba^ 

Bu  B,4  B3V  Aï 


D„  = 


En  prenant  les  arcs  54,  5.2,  . .  . ,  5|  pour  variables,  ou 
trouvera  de  même 


(/) 


■,  ! 


V,  =  s\  -+-/j  cos(5i,  52)  -h. .  .-f-*'^  cos(5i,  54), 


[    V\=.  s\  C0S(5i,  Si,}  -h  y^  COS(5,,  5;  )  -f- .  .  .  H-  j'^ , 
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avec  un  délerminant  D^  dont  la  formation  est,  elle  aussi, 
immédiate. 

Ces  formules  ërablies,  écrivons,  conformément  k 
l'usage, 

(8)  V«=  ^  =a7'«-f-y«-h5'«=aT. 

En  différentiant  successivement  cette  fonction  T  par 
rapport  a  u\^  u^,  . . . ,  u\^  considérés  comme  variables 
indépendantes,  il  viendra  (4) 


j^  =k\  «',-»-B„tt',-i-B„«;-HButt;, 


(9) 


-^  =  Bu  m'i  -h  Bu u\  -h  B,4 u\  -f-  k\  u\. 


ou  bien  (4'), 
(9') 


^  =  /l  H-  %\  COS(«|,  *,)  -h. .  .-4-  «;  C05(*|,  *o, 


^  =5',  C0S(#,,n)-H#iC0S(#,,54)-+-...-h*'4. 

Que  si  nous  comparons  maintenant  ce  double  résultat 
avec  les  Tableaux  (7)  et  (7'),  nous  en  déduirons  aussitôt, 
pour  exprimer  les  projections  orthogonales  qui  nous 
occupent  : 

ou,  équivalemment, 

Concluons  de  ces  premières  formules  que,  tant  pour 
les  surfaces  que  pour  les  pseudo-surfaces,  les  projec- 
tions Vi,  V2,  . . . ,  V4  de  la  vitesse  V  du  point  (^,^5  «) 
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s'exprimeni  de  la  même  manière  au  moyen  des  dérivées 
partielles  de  la  fonction  T. 

4.  On  nous  demandera  peut-être,  k  litre  d'éclaircis- 
sement, en  quoi  la  question  présenle  implique  des  sur- 
faces ou  des  pseudo-surfaces?. ..  Le  voici  : 

Remontons  au  système  (i).  Si  l'on  y  suppose,  par 
exemple,  u^  et  u^  constants,  il  se  réduira  à 

Ictx  =  Pi  dui  -h  Pt  é/ut, 
dz  =  PJrftti-hPîrfMî. 

Or  un  tel  système,  on  le  sait  (Étude  citée),  repré- 
sente généralement  une  pseudo-surface  ^12,  tangente 
en  M  au  plan  des  arêtes  ^1,  4La  (lequel  remplace  ici  le 
plan  mobile  des  XY)  et,  très  exceptionnellement,  une 
surface  F12  jouissant  de  la  même  propriété.  Comme, 
d'autre  part,  avec  nos  quatre  indices,  pris  deux  à  deux, 
on  peut  former  six  combinaisons,  nous  aurons  d'abord 
quatre  pseudo-surfaces  ou  surfaces  principales  corres- 
pondant aux  combinaisons  (i,  2),  (a,  3),  (3,  4)>  (4>  0 
et  respectivement  tangentes  en  M  aux  faces  de  TangleJUi, 
puis,  deux  autres  pseudo-surfaces  ou  surfaces  qu'on  peut 
appeler  secondaires,  comme  tangentes  aux  plans  dia- 
gonaux  (i,3)et(2,4)«  Telle  est  notre  réponse. 

II.  —  Accélérations, 

5.  Soient  W  l'accélération  du  point  donné  et  j/',  y^  z" 
ses  composantes,  par  rapport  aux  axes  fixes.  Si  Ton  dé- 
signe par  W|,  W2,  . . .  )  W4  les  projections  orthogo- 
nales de  W  sur  les  arêtes  de  l'angle  polyèdre  JI14,  on 
aura  généralement 
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Cl,  \y^v  suile,  eu  égard  à  (6)  : 

(^^)  ' 

ce  qu'on  peut  aussi  écrire 

••■•• ••• •  •••••••• j 

Or  il  résulle  de  notre  premier  paragraphe  que 

P,.^'^_Piy^p;-'=A,•V,=  ^^. 
Le  svslcme  précédent  revient  donc  à 

I 


(r/) 


en  désignant,  pour  abréger,  par  R/  la  deuxième  paren- 
thèse. 

Nous  reproduisons  de  la  sorte,  sans  distinction  aucune 
de  surfaces  ou  de  pseudo-surfaces,  les  premiers  termes 
des  équations  dynamiques  de  Lagrange  (pour  une  masse 
w  =  i).  On  ya  voir  qu'il  n'en  saurait  être  ainsi  des 
seconds  termes,  et  cela  même  précisera  le  degré  de 
généralité  qu'on  peut  accorder  aux  formules  prises  en 
entier. 

Considérons  à  cet  effet  la  fonction  R|,  entre  autres. 
De  ce  que  les  dérivées  qu'elle  con lient  sont  des  dérivées 
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totales,  ii  sY*iisuil  qu'en  les  développant  ou  a 

/  D  '/^Pi    /  àP^    ,\  ,/dP',     ,  dV\     ,\ 

D'autre  part,  de  la  foruiule  (8)  on  tire 

âT        ^  dx'         ,  dy'         .  dz' 
dui  dux  dui  dui 

et,  cousëquemnient,  d'après  (3), 

En  comparant  les  expressions  (i3)  et  (i4)i  O"  recon- 
naît que  leur  identification  n'est  possible  que  si  Ton  a 

àP^^àPj,  dPi_dPj  dPt  ^  dP^  ^ 

duf       dui  dui  "^  dui  âu^  ~  dui* 


En  comparant  de  même  Ra  avec  - — >  on  obtient  les  deux 
nouveaux  groupes  ternaires  de  conditions  : 
dPj  _  ^  (^P,  _  dP^ 


Rs  comparé  à  -r—  fournira,  à  son  tour,  le  suivant 
àPt^  dPj, 


AT 

Quant  au  dernier  couple,  R4,  -r—s  il  ne  donne  rien 
de  nouveau. 
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En  résumé,  ridentification,  deux  à  deux,  des  sys* 
tèmes  (i3),  (i4)  et  de  leurs  similaires  n'est  possible  que 
si  les  6  X  3  ou  i8  conditions  d'intégrabililé  qu'exigent 
les  équations  (i)  sont  satisfaites,  c'est-à-dire  si  les  trois 
coordonnées  du  point  (x,  y^z)  sont  des  fonctions ^nie5 
des  variables  Ui,  U2y . . . ,  i<4. 

Géométriquement,  cela  signifie  que  les  six  pseudo- 
surfaces, principales  ou  secondaires,  que  nous  avons  vues 
être  tangentes  en  M  respectivement  aux  faces  de  l'angle 
polyèdre  Jl  4  et  à  ses  deux  plans  diagonaux,  doivent  se 
transformer  en  sur/aces.  Libre  alors  de  faire  usage  des 
formules  ordinaires  de  Lagrange,  que  nous  reproduisons 
ici  : 


(i5) 


*.-.=^(S)-s;-.«.. 


^.w-âis)-."-*-"' 


On  arriverait  aux  mêmes  conclusions  en  adoptant 
pour  variables  les  arcs  5|,  53,  . . . ,  54,  vu  que,  dans  les 
diverses  conditions  obtenues  tout  à  l'heure, 

^i>    Pi»    Pî>    Pî»     ••• 

se  trouveraient  remplacés  simplement  par  les  cosinus 
qui  leur  correspondent,  à  savoir  :  a,,  £|,  C{,  as,  • . . . 

6.  C'est  pour  obvier  à  l'insuffisance  que  manifeste, 
dans  le  cas  général,  la  fonction  T,  que  M.  Appell  a  pro- 
posé (Comptes  rendus,  189g)  de  la  remplacer  par  une 
autre,  d'un  emploi,  non  pas  plus  simple,  sans  doute, 
mais  plus  sûr. 

Occupons-nous  brièvement  de  cette  fonction  nouvelle 
et,  pour  cela,  reprenons  d'abord  notre  système  (3). 

Si  Ton  forme  les  dérivées  totales  de  ses  équations, 
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on  aura 


(.6)  j  -'=(p.«î-»--HP.«:)-»-(ï«'.+...+  ^«;). 


1    

on,  en  développant, 

ar'=(P,uî -+-... 

-hp^O 

/dPx        dPA    ,     ,        <^Pî    ,1 

Or,  que  Ton  ait 

[  c^Pt        dPn 

<?P1     <^p« 

\  âut       àui' 

<^as        <^tt/ 

(17)           j  àPi       dP, 

ou  bien         ^Pj       (JP, 

» 

••••• » 

autrement  dit  :  que  les  équations  (i)  soient  intégrables 
ou  non;  quMl  s'agisse  de  surfaces  ou  de  pseudo-surfaces, 
on  n'eu  a  pas  moins 

ri8^  — -P.       ^-P'         É^-P"        ^^=,P 

Cela  étant,  à  Tinstar  des  relations  (8),  faisons 
(19)  W«  =  a:'«+j^''«H- >«''«=  a  J. 

On  en  tire 

d}  ,du'  ,dy'  ,dz' 


Substituant  à  ces  dérivées  partielles  leurs  valeurs  (18), 
il  vient,  d'après  (12)  et  (i 5)  : 


(20) 


^=P,ar'-i-P;y-+-Pî^'=A,W,  =  A,Q„ 


^  =  P^^r'^  V\y-^  Plz'=.  A,W;  =  A,Q;; 
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iroù  Ton  voit  qu'il  y  aura  effoclivemenl  un  avaiilage 
réel  à  remplacer  la  fonction  T  par  son  analogue,  la 
fonction  J,  lorsqu'on  voudra  établir,  dans  toute  leur 
généralité,  les  équations  du  mouvement  d'un  sjstèine 
quelconque. 

7.  Allons  plus  loin  :  Puisque,  en  vertu  de  ce  qui 
précède,  nous  nous  trouvons  conduit  à  limiter  (conven- 
tionnel lenient)  les  expressions  (16)  des  composantes  x^j 
y" y  z"  «  leurs  premières  parenthèses,  les  seules  qui  aient 
été  utilisées  dans  (20),  nous  pouvons  par  l«î  même  (con- 
ventionneliement  aussi,  dans  ce  qui  suit)  les  prendre 
sous  la  forme  correspondante  (6) 

.  ar*^  Aiaja'J-h  A,ajMÎ-h.  ..-4- A^a^wJ, 


laquelle  entraîne 

(511)   a7'*-f-^'«4-^'«=  AÎM^H- A;a;*-f-...H-2B,4M>;. 

Mais,  d'autre  part,  on  a  toujours 

Ai  Ui  =  A/  — ;—   =   — r-    =  S.-. 
'     dt  dt  " 

B,y      =  A/Ay  COS(5|,  «y). 

Il  vient  donc  (19) 

^      \    W*=aJ  =  5';*-4-5"j*-H.  ..-+-5'^»4-9.5;s*  C0S(5,, «,)-+-••• 
(  -+- a Sjsî  C0S(5s,  «4). 

Ainsi  l'introduction  de  la  fonction  J  et  le  procédé 
(artificiel,  au  fond)  qui  en  règle  l'emploi  conduisent, 
par  analogie,  à  assimiler  (mais  ici,  sans  précision  aucune, 
quant  aux  mesures  des  segments)  l'accélération  W  à  la 
résultante  d'une  nouvelle  ligne  polygonale  dont  les 
côtés   seraient   respectivement   portés,   à   l'exemple  de 
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.s\,  5j,  . . . ,  s\  pour  la  viiessc  V,  sur  les  arêtes  du  même 
angle  solide  X4. 

8.  Ajoutons,  en  dernier  Heu,  celle  remarque  :  La 
Tliermodynamique  utilise,  de  nos  jours,  rréquetumenl, 
les  équations  de  Lagrange  :  demain,  peut-être,  celle  de 
M.  Appell.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  divergence  que  celte 
science  nouvelle  est  contrainte  d'avouer,  enlre  ses  con- 
clusions théoriques  et  les  faits,  ne  liendrait*elle  pas,  en 
principe,  à  ce  dédoublement  de  termes  que  les  déplace- 
ments, réels  ou  virtuels,  opérés  sur  des  pseudo-surfaci  s 
occasionnent  nécessairement,  et  que  leurs  analogues,  sur 
les  surfaces,  excluent? 


[F8h] 

MOUVEMENT  DIIV  PLIN  INVARIABLEMENT  Ut  A  UNE  BIELLE. 
(EXERCICE  SLR  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.) 

Par  m.  E.  LACOUR, 
Professeur  à  rUniversité  de  Nancy. 


1 .  On  suppose  qu^une  droite  de  longueur  con- 
stante PQ  se  meul  de  façon  que  son  extrémité  P  décrive 
une  droite  tixe  O  j:  et  qu'en  même  lemps  son  extré- 
mité Q  décrive  la  circonférence  d'un  cercle  ayant  pour 
centre  le  point  O  de  Ox;  il  s'agit  d'éludier  le  mouve- 
menl  d\in  plan  qui  glisse  sur  le  plan  du  cercle  donné, 
cl  qui  est  invariablenienl  lié  à  la  droite  PQ. 

Dans  le  plan  fixe,  nous  prenons  pour  axes  Ox  et 
une  droite  Oy  perpendiculaire  surOr^  dans  le  plan 
mobile   nous  prenons    pour  origine   Textrémîté  Q   de 
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la  droite  de  longueur  constante,  pour  direction  posi- 
tive QX  la  direction  de  Q  vers  P,  pour  axe  QY  une 
droite  menée  par  Q  perpendiculaire  à  PQ  dans  un  sens 
tel  que  les  deux  systèmes  d'axes  j:Oj^,  XQY  aient  même 
sens  de  rotation.  Soient  a  Tangle  de  Ox  avec  OQ  et 
—  ^  l'angle  de  Ox  avec  QX,  ces  angles  étant  comptés 
a  partir  de  Ox  et  le  sens  positif  pour  les  angles  étant  le 
sens  de  rotation  du  système  a:0^. 

La  condition  pour  que  PQ  ait  une  longueur  con- 
stante est,  si  l'on  désigne  par  R  le  rayon  du  cercle 
et  par  /  la  longueur  de  PQ, 


(0 

Rsina  —  /sin^  =o 

ou  bien 

(>y 

sinp  =  A:sina        (^^ 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supposerons  /^  R  de  sorte 
que  k  est  compris  entre  o  et  i  ou  au  plus  égal  à  i . 

Les  formules  de  transformation  permettant  de  passer 
du  système  xOy  au  système  XQY  peuvent  s'écrire,  en 
tenant  compte  de  la  condition  (i), 

la7  =  Rcosa-h        Xcosfl       -i-Ysinp, 
/^=  —  (X  — /)sinP-i-Ycosp, 

et  Ton  a  d'après  (i  )', 

sinp  =  A:sîna,         cosp  =  /i  —  Ar^sia^a. 

On  voit  que,  dans  ces  formules  de  transformation, 
les  coefficients  peuvent  s'exprimer  en  fonction  ellip^ 
tique  d' un  paramètre  u.  11  suffit  de  poser 


9 
? 
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il  eu  résulte 

(3) 

sina  =  sn«,         sin3  =  A:snw, 

'  cosa  =  cn?t,         cos^=dnM, 

les  fonctious  su,  eu,  du  ayaut  pour  module  k  =  -j* 
Les  formules  (2)  devieuuent 

a:  =  R  CD  «*  -h  X  dn  a  -4-  Y  A:  sn  /*, 


'  y  =  (l  —  X)A-snM4-Ydnw 


2.  La  trajectoire  d'un  point  INI  du  plan  mobile  rap<* 
portée  aux  axes  (ixcs  Ox^  Oy  est  définie  par  les  for- 
mules (4)  où  Ton  regarde  les  coordouuées  X  et  Y 
comme  constantes. 

On  voit  sans  peine  qiuî,  si  Ton  coupe  cette  courbe  par 
une  droite  quelconque  du  plan,  on  a  en  général 
quatre  points  d'intersectiou  dont  les  paramètres  //|,  i/j, 
ih,  n^'i  satisfont  à  la  condition 

1*1 -f- ?*î H- Mj -f- M4  =  o        (inod4K,  4(K'). 

Le  cas  particulier  où  /  =  R  est  un  cas  de  dégénéres- 
cence pour  les  fonctions  elliptiques  : 

e»  —  e-'* 
snn  = 


e« 

-H 

e" 

-h  e- 
2 

-Il 

dxïu  = 

eu  _^  e-"' 

Le  lieu  du  point  M  se  réduit  alors  à  une  ellipse, 
résultat  évident  a  priori,  puisque  dans  ce  cas  parti- 
culier M  est  invariablement  lié  «à  une  droite  de  lon- 
gueur constante,  2/,  dont  les  extrémités  décrivent 
respectivement  Ox  et  Oy. 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  I.  (Décembre  1901.)  36 


Digiti 


zedby  Google 


(  562  ) 
Le  lieu  de  la  trace  (l*un  point  du  plan  fixe  sur  le  plan 
mobile  est  déterminé  par  les  mêmes  formules  (4)  où 
Ton  regarde  x  et  j*  comme  constants,  X  et  Y  comme  les 
coordonnées  courantes. 

3.  Le  centre  instantané  de  rotation,  C,  est  à  Tin- 
tersection  de  la  normale  en  P  à  Ox  avec  le  pix)longe- 
ment  du  rayon  OQ.  Clierclions  d'abord  le  lieu  (v)  de 
ce  point  dans  le  plan  fixe. 

On  trouve  de  suite  que  le  point  C  a  pour  coor- 
données 

(   jr  =  H  cos3t  r^  /  v^i  —  A*  biii*a, 
(  ^'^xlaiiga, 

le  double  signe  correspond  aux  deux  positions  de  la 
droite  PQ  qui  passent  |>ar  un  point  Q  de  la  circonfé- 
rence donnée  :  le  signe  +  correspond  au  cas  où  OP  est 
compté  sur  O j:  dans  le  sens  positif,  le  signe  —  au  cas 
où  OP  est  compté  dans  le  sens  négatif.  On  peut  se 
bonier  au  signe  +  du  radical,  à  condition  de  compléter 
ensuite  la  courbe  par  symétrie  par  rapport  h  Oy. 

Les  formules  elliptiques  qui  définissent  la  courbe  (v) 

sont 

IX  =  /((liîM  -î-  A'  en  m), 
sn  II 

X  ni  y  sont  des  fonctions  doublement  périodiques  de  u 
admettant  comme  périodes  primitives  .{K  et  J^iYJ , 

Pour  trouver  le  degré  delà  courbe,  il  faut  déterminer 
les  |)oles  de  x  et  de  j^  dans  un  rectangle  des  périodes, 
]>ar  exemple  celui  qui  a  pour  sommets  o,  41^?  4*^S 
4R+1/K'. 

X  ne  peut  devenir  infini  qu'en  Tun  des  points 

tK',     3i*K',     iK'^iM,     3lK'-^2K 
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qui  s6nt  Ira   zéros  de  ^(«)  3Îtut's   dans   lé   rorlangle 

considéré.  Or  pour  ^ 

,  — tcns  — rcItiB 

M  =  i  K  -h  s,        dn  M  -h  A"  cil  II  = 9 

sns 

iK'  est  un  pôle  simple;  il  en  est  de  même  de  3/ K';  pour 

n  —  IK!  -h  ">.  K'  -f- 1, 

,             ,                f(^cn£  -  (Ins)               \     9.      / 
(In  «  -f-  a:  en  w  =  — =  — — ^^——i , 

iK'-j-  aK  est  un  /iéro;  il  en  est  de  même  de  3iK'4-  aK. 
Ainsi  j?  admet  deux  pôles  dans  le  rectangle  considéré 
des  périodes,  et  nous  connaissons  ses  deux  zéros. 

y  rr^  X admet  six  pôles,  les  deux  pôles  de  x  et  les 

quatre  zéros  de  ll|(tt). 

On  conclut  de  là  que  la  courbe  (y)  est  du  sixième 
ordre  et  qu'une  parallèle  à  Ôr  ne  la  rencontre  qu'en 
deux  [>oints  à  distance  finie. 

Pour  construire  la  courbe,  on  reconnaît  qu'il  suffit  de 
faire  varier  u  de  o  «à  2K  et  de  comiiléler  ensuite  par 
svmélrie  par  rapport  à  Ox,  puis  par  rapport  à  Oj\ 

Aux  formules 

.r  = /(dm/ H- Acnu),         r  =  x 

^  ^  en  M. 

joignons  les  suivantes 

t\,  ,  y'u        dn  it  —  X*  m  tt  sn'  m 

— "  =  —  /»  «nw,  '—fi  =      -  -         _    _  ; 

X  y  su  M  en  « 


remarquons  que  Téqualion 

dn  u  —  k  en  u  sn'  m  =  o 

n  est  jamars  vérifiée  dans  rinlervallc  considéré,  ce  qui 
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5c  voit  cil  discutant  i^cquation  correspondanlc  en  sn^if, 
et  nous  avons  ce  qui  e^t  nécessaire  pour  la  construction 
de  la  courbe  u  variant  de  o  à  K,  puis  à  2Ky  le  point  C 


.y 


0  te. 


décrit  la  branclie  CoC|,  puis  la  branche  C|C2. 

4.  Déterminons  encore  le  lieu  (F)  du  centre  instan- 
tané G  dans  le  plan  mobile.  Les  coordonnées  X,  Y  deC 
peuvent  s'obtenir  immédiatement,  en  remarquant  sur 
une  figure  que  l'on  a 

-,       ,cos3        .         Q. 
X=  / ^cos(a-+-  9), 

cosa        ^         '  ^ 

ce  qui  donne,  pour  la  courbe  (F),  les  formules  ellip- 
tiques 

(X  =  / (cnudnu  — /:sn*M), 
cnu  ^ 

I\  z=  l  '■  ( dn  u  H-  /c  cil u)snu. 
en  u 

La  fonction  dnu  +  ^  en»  a  été  étudiée  dans  le  numéro 
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pi'écédeiit,  elle  admet  l'K!  et  3/K'  comme  pèles  simples 
iK'-f-  2K  et  3iK'-|-  2K  comme  zéros  simples. 

La  fonclioii  eau  Jiiu  —  A'su-i<  qui  figure  dans  l'ex- 
pression de  X  admet  comme  pôles  doubles  l'K,  3iK\ 
et  elle  n'admet  pas  d'autres  pôles  dans  le  rectangle 
considéré  des  périodes  ;  il  est  visible  qu'elle  ne  s'annule 
pour  aucun  des  zéros  de  H 1  (u)  et  on  reconnaît  (en  for- 
mant l'équation  correspondante  en  sn^a)  qu'elle  s'an- 
nule quand  PQ  est  tangente  en  Q  à  la  circonférence 
donnée. 

Je  me  bornerai  à  ces  indications  et  à  la  remarque 
évidente  que,  pour/=Tl,  chacun  des  lieux  (y)  et  (F) 
se  réduit  à  un  cercle,  ce  qui  donne  une  vérification  des 
calculs  et  un  renseignement  pour  la  forme  de  chacune 
de  ces  courbes,  quand  on  suppose  /un  peu  supérieur 
à  R. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTEGIINIQUK  KM  1901. 
COMPOSITION  DE  MATHÉMATIQUES. 

Solution  par  M.  PHILBERT  DU  PLESSIS. 


Soient  Oxy  Oy  deux  axes  de  coordonnées  reclan- 
gulaires;  soient  a  et  a'  les  abscisses  de  deux  points  A 
et  A'  de  Vaxe  Oxy  et  b  l'ordonnée  d^un  point  B  de 
l'axe  Oy. 

On  considère  toutes  les  hyperboles  équilatères  (H).) 
circonscrites  au  triangle  AA'B. 

I.  Calculer  les  coordonnées  Xt,  y^^  du  quatrième 
point  M  de  rencontre  de  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  A  A'B  avec  V hyperbole  (  Hx).  Montrer  tpCen 
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désignant  par  X  un  paramètre  variable,  ces  ooordon^ 
nées  pcÀivent  être  mises  sous  la  forme  : 


Jfl 

= 

A    « 

I  H- 

B). 

7\ 

= 

>.x, 

+  b. 

et  donner  les  valeurs  des  constantes  A  et  B. 

II.  rérijier  par  le  calcul  que  le  diamètre  de  l' hy- 
perbole qui  est  mené  par  le  point  M  passe  par  un  point 
Jixe^  quel  que  soit  A. 

Le  démontrer  géométriquement, 

m.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  menées  aux  hyperboles  (Hx)  paral- 
lèlement à  une  direction  donnée,  et  examiner  en  par- 
ticulier les  cas  où  cette  direction  est  celle  des  axes  de 
coordonnées. 

I.  Tout  cercle  passant  par  les  points  A  et  A'  a  nue 
équation  de  )a  forme 

J-*  -^  ^2  —  i  a  -+-  a'  );f-\-  un  -h  /y  =  «, 
Exprimant  qu'il  passe  par  le  i>oint  H,  on  a 
,  r/fi'-f-  b^ 

h^ — f,-- 

S!  donc  nous  définissons  //'par  la  relation 
(i;  au' -\- blf' =  Oy 

nous  voyons  que  l'équation  du  cercle  C  s'écrit 
il)  '^---j' — (  a  ■  -  a'  )x       < // — h)r   ,   aa':=  o. 

Si  M  est  le  quatrième  point  commun  à  ce  cercle  cl  i 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  567  ) 
riivpcibolc  11).  {fig.  i),  la  droite  BM  avant  pour  équation 


IMR.     I. 


récjuatiou  de  riiyperbole  sera  de  la  forme 

x^ ->^yt  —  (a -\~  a  )x -^ i b'  —  b  )y  -¥•  aa  -\-  ^y{y  —  X.r  —  6)  =  o. 
Exprimant  qu'elle  est  équilatcre,  on  a 

LVqualîon  de  IIx  est  donc 

(3)    x^-^i\xy  —  y*—(a-ha)X'\-  (6-+-  b' )y  -^  aa'^  o, 

et  Ton  vcrifîe  immédiatement,  en  tenant  compte  de 
Téquation  (i),  que  cette  hyperbole  passe,  quel  que  soîtX, 
par  le  point  x  =  o,  j^  =  i',  qui  n'est  autre  que  Yortho- 
centre  B'  du  triangle  ABA',  propriété  bien  connue. 

Pour  avoir  les  coordonnées  a:  i,j'i  du  point  M,  remar- 
quons que,  ce  point  se  trouvant  sur  la  droite  BM,  on  a 
d*abord 


(4) 


7i=Àjr,-|-ô. 


Portant  cette  valeur  de  r  daiw  Téquation  du  cercle  et 
supprimant  la  racine  x  =  o  qtii  correspond  au  point  B, 
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on  a 


(5)  ar,= 


X« 


II.  Si  Ton  représente  par/(j:,  j  )  =  o  Téqualiou  (3) 

de  Ily,  on  a 

f'x^ix    -+- îXj  —  (rt  H- a'), 

fy  —  TXx—iy    -^(b-^-U). 

Uéqualîon  du  diamètre  passant  au  point  (X|,jKi) 
étant 

fxfyi      JyJx\  —  ^1 

OU  a,  en  remplaçant  ji  par  sa  valeur  tirée  de  (4), 

\'xx  -H  i\y  —  {a-\-  a! )\  (b' —  b) 
—  (7.\x—'7.y — b-hb')  [^(n-  \^)xi~^iXb  —  (a-ha')]  =  o, 

ou,  en  tenant  compte  de  (5), 

x[b'—  b  —  \(a-ha')-^  a^'X»] 

-+-(^  — ^')  [«  +  «'— (6  ^-  ^')'^]  =  0, 

équation  d'une  droite  passant  constamment  par  le 
point  .r  =  o,  y=^h\  c'est-à-dire  par  le  point  1^, 
orthocenlre  de  ABA'. 

Géométriquement,  cela  résulte   de   ces  deux   lliéo- 
rèmes  bien  connus  : 

i"  Toutes  les  hyperboles  Hx  passent  par  B'  {vérifie 
ci-dessus); 

2®  Le  L'eu  de  leur  centre  est  le  cercle  des  neuf  points 
de  ABA',  homothétique  du  cercle  G  par  rapport  à  Vor- 

thocentre  IV,  le  rapport  d^liomotJiétie  étant  -• 

Si,  en  effet,  on  se  donne  sur  le  cercle  des  neuf  points 
le  rentre  eu  d'une  des  hyperboles  Hx,  le  symétrique  du 
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|M)hit  B'  par  rapport  à  co,  qui  sera  la  seconde  extrémité 
du  diamètre  de  Hx  passant  par  IV,  se  trouvera  sur  le 
cercle  C  Or,  ce  cercle,  qui  coupe  déjà  Hx  en  A,  A'  et  B, 
ne  la  rencontre  qu*en  un  point  en  dehors  de  ces  trois-là. 
Le  point  obtenu  est  donc  Lien  le  point  M,  et  le  diamètre 
de  ce  point  passe  par  le  point  fixe  B'  ('). 

lil.  Le  diamètre  conjugué  de  la  direction  de  coeffi- 
cient angulaire  m  par  rapport  à  riiypcrbole  Hx  est 

V5X  -+-  9.x ^  —  (  rt  4-  a')  -r-  m  (  2 X X  —  'ly  -^  0  -^  b' )  =  o. 

Eliminant  A  entre  celte  équation  et  celle  (3)  de  Tliypcr- 
bole,  on  a,  pour  le  lieu  clierché,  en  tenant  compte  de  (i), 
l'équation 

y  [x^-r-y^  —  l  b  -h  b' )  j-  -h  Ob'] 


(6)  . 
—  mx[x*-h  y* — (a -h  a  )x -h  aa']  =  Of 

cubique  r,;^  passant  par  les  neuf  points  communs  aux 
deux  cubiques  dégénérées  constituées  par 

l  J^  =  o, 

(7)  <■  x^  i-y^—ib  -h  b')y  -hbb'=o 
(       (cercle  de  diamètre  BB'), 

et  par 

(8)  <  :r« -4-^*  —  (  a -h  rt' )  a? -f- rta' =  o 
f        (cercle  de  diamètre  AA'). 

(*)  On  peut  aussi  ne  s'appuyer  que  sur  le  premier  des  ibéorèmcs 
énonces  ci-dessus,  suivant  la  variante  que  voici  : 

Les  cordes  communes  BM  et  A\'  à  l'hyperbole  II-^  et  au  cercle  C 
sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  11^.  Donc  BM  et  la  perpen- 
diculaire BIV  à  AA'sont  également  inclinées  sur  les  asymptotes  de  H^. 
Ce  sont  par  suite  deux  cordes  supplémentaires  de  cette  hyperbole, 
et  la  droite  MB'  qui  joint  les  secondes  extrémités  de  ces  cordes  est 
un  diamètre. 

Il  suffit  alors  de  remarquer  que  le  centre  o)  est  le  milieu  de  MB' 
pour  déduire  de  là  le  lieu  connu  de  ce  point. 
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Ces  neuf  points  sont  les  sommets  A,  A^,  B  du  triangle, 
son  orthocenti-e  B',  les  pieds  de  ses  hauteurs  O,  II,  H', 
et  les  deux  points  cycliques  du  plan  {pg*  a).  La  cu- 

Kig.  2. 


bique  F;;,  est  donc  circulaire. 

Pour  le  cas  où  m  =  o,  on  a  la  cubique  dégénërée  {^) 
et  pour  celui  où  m  =  oo,  la  cubique  dégénérée  (8)  (  '  ). 

Pour  construire  la  cubique  r;,^  dans  le  cas  général,  il 
suffit  de  remarquer  que  l' asymptote  réelle  de  cette 
courbe  est  parallèle  à  la  direction  m. 

Coupons  donc  par  la  droite 

y  =  mar-t-  /. 

Faisant  cette  substitution  dans  (6),  on   trouve,  eu 


(')  Évident  géométriquement  ;  Si  m  =-:  o,  on  voit,  Cn  prenant 
l'hyperbole  H^  dégénérée  constituée  par  Oa?  et  Oy,  que  Ox  fait 
partie  du  lieu.  F^our  voir  que  le  reste  du  lieu  est  le  cercle  de  dia- 
mètre BB',  il  suffit  de  remarquer  que,  d'après  le  théorème  de  Frégier, 
aux  points  où  ce  cercle  coupe  une  hyperbole  H^  quelconque,  la  nor- 
male est  parallèle  à  BB',  et,  par  suite,  la  tangente  parallèle  à  Ox. 
De  même  pour  le  second  cas  de  dégénérescence.  La  même  remarque 
s'applique  évidemment  aux  directions  des  deux  autres  côtés  AB,  A'B 
et  des  deux  autres  hauteurs  AH' et  A' H. 
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égard  à  (i),  Térjuatiou 

Elle  moiilre  que  rordoiiuée  à  rorîgine  deTasymptole 
est  donnée  par 

(lo)  t=:—m , 

I  -r-  m* 

et,  par  suite,  son  abscisse  à  l'origine  par 

a-^  a'  —  nu  b  -\-  b'  ) 


Comparant  celte  formule  à  (5),  on  en  déduit  que  le  point 
où  r  asymptote  coupe  A  A'  est  la  projection  Bj  sur  cette 
droite  du  point  K^  où  la  droite  de  direction  m  menée 
par  B  coupe  le  cercle  C. 

Comme  lout  est  symétrique  par  rapport  aux  trois 
côlés  du  triangle,  une  construction  analogue  fournira 
les  points  de  rencontre  de  Tasymptote  avec  les  côtés  Ali 
et  A'B('). 

La  condition  de  réalité  des  valeurs  de  x  données 
par  (9)  peut  s'écrire 

(il)     lt*^ib-hb')t-r-  bb']  [/*H-  m{a  -{-a')t-h  m^aa'\  i o. 

Les  valeurs  de  t  qui  annulent  le  premier  facteur  cor- 
respondent aux  parallèles  à  la  direction  m  menées  par 


(^)  Le  rapprochement  de  ces  trois  constructions  fournit  ce  théo- 
rème : 

Le9  parallèles  à  une  même  direction  X,  menées  par  les  trois 
sommets  d'un  triangle,  coupent  le  cercle  circonscrit  en  des  points 
dont  les  projections  sur  les  côtés  opposés  sont  sur  une  même  droite 
parallèle  à  A. 

Coïncidence  curieuse  :  ce  théorème  a  servi  de  sujet  pour  le  con- 
cours général  de  Mathëmatiquès  élémentaires  en  i8«)8. 
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les  points  R  cl  B',  celles  qui  annulent  le  second  aux 
parallèles  à  la  direction  m  menées  par  les  points  A  et  A'. 
Il  résulte  d*abord  de  là  que  ces  quatre  dioi  tes  parallèles 
à  la  direction  m  sont  respectivement  les  tangentes  à  la 
cubique  e/j  B,  B',  A  et  A'. 

L'inégalité  (i  i)  montre  ensuite  que,  si  l'on  considère 
les  trois  bandes  contiguës  formées  par  ces  quatre  droites 
parallèles  et  les  deux  régions  extérieures  à  ces  bandes, 
il  ne  peut  y  avoir  de  points  de  la  cubique  Y  m  ni  dans 
CCS  deux  régions,  ni  dans  la  bande  centrale. 

La  tangente  à  l'origine  de  la  courbe  est  donnée  par 

y  -H  mx  =  o, 

droite  symétrique  de  la  droite  de  direction  ///  menée 
parO,  par  rapport  à  A  A'. 

Par  raison  de  symétrie,  la  construction  s'étendra  aux 
tangentes  en  II  et  en  H\  pieds  des  hauteurs  sur  les 
côtés  AB  et  A'B.  Il  est  facile  de  voir  que  ces  trois  tan- 
gentes concourent  en  un  même  point  P  du  cercle  des 
neuf  points  du  triangle  ABA'.  On  a,  en  ellet,  d'après  la 
construction  qui  vient  d'ctre  indiquée, 

A'H'P  =  |jiBir, 
AIIF    =BiBU, 

d'où,  en  additionnant, 

H'BII  +  II'PH  =  i8o"-  H'BII, 
ou 

irPH  =  i8o'— îH'BII, 

ce  qui  prouve  que  le  point  P  est  sur  le  cercle  passant  par 
les  pieds  II,  H',  O  des  trois  hauteurs,  c'est-à-dire  sur  le 
cercle  des  neuf  points. 

D'après  l'équation  (9),  t  ayant  la  valeur  (10)  corres- 
pondant à  l'asymptote,  Pabscisse  du  point  de  rencontre 
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(le  cette  asymptote  et  de  la  cubique  est  donnée  par 

c'est-à-dire  que  cette  abscisse  est  la  moitié  de  celle  du 
point  Bj  où  l'asymptote  elle-même  coupe  Ox,  Cela 
montre  que  le  point  cherché  n'est  autre  que  le  point  P 
quî  vient  d'être  trouvé,  puisque  le  triangle  OPB2  est 
isoscèle. 

En  résumé  : 

La  cubit/ue  F,»  correspondant  à  la  direction  de  coe/- 
Jicient  angulaire  m  est  une  cubique  circulaire  passant 
par  les  trois  sommets,  l' orthocentre  et  les  pieds  des 
hauteurs  du  triangle  donné.  Les  tangentes  aux  trois 
sommets  y  celle  à  l' orthocentre  et  V  asymptote  sont 
parallèles  à  la  direction  m  (*).  Les  tangentes  aux 
pieds  des  hauteurs  concourent  au  point  oit  l' asymptote 
rencontre  la  courbe,  point  qui  appartient  au  cercle 
des  neuf  points  du  triangle  donné. 

Ces  diverses  remarques,  jointes  à  celle  faite  précédem- 
ment sur  les  régions  de  réalité,  fixent  de  façon  très  nette 
la  forme  générale  de  la  courbe  qui  est  celle  représentée 
sur  la  Jig.  a. 

On  voit  que  si  l'un  des  angles  du  triangle  est  droit,  le 
sommet  de  cet  angle  constitue  un  point  double  de  la 
cubique,  isolé  ou  effectif  suivant  qu'il  se  trouve  eu 
dehors  ou  en  dedans  des  parallèles  ù  la  direction  m  me- 
nées par  les  deux  autres  sommets.  La  cubique  est  alors 
unicursale. 

Supposons,  par  exemple,  que  ce  soit  l'angle  A'  qui  soit 


(•)  De  là  résulte,  en  vertu  d'un  thcorcme  connu,  que  r„  est  anal- 
lagmatiquc  par  rapport  aux  trois  sommets  du  triangle  et  à  son  ortlio- 
centre. 
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droit.  Alors 

a!  =  h*  =  o, 

ut  l'équatioii  (6)  devient 

(y  —  mx^{^x^-\- y^)  —  hy^-\-  niax^^^  o. 

L'équation  de  rensemble  des  tangentes  à  Toriginecst 
ùy* —  max^=:  o. 

Ces  tangentes,  également  inclinées  sur  Ox,  sont  riT- 

tangulaîres  si 

h  —  ma  rrz  o, 

c'est-à-dire  si  la  direction  m  est  celle  de  Ut  médiane 
issue  de  A'  dan^  le  triangle  ABA'.  Dans  en  cas,  la  cu- 
bique Tm)  nnicursale  circulaire,  avant  des  tangentes  rec- 
ta ngulaii*es  en  son  point  double,  est  une  strophoïde. 

Remarque  complémentaire.  —  A  la  dirertion  m  cor- 
respond une  hyperbole  du  faisceau  défini  dans  la  pre- 
mière partie,  c|ue  nous  représenterons  par  H,„,  et  qui 
s'obtient  en  faisant  coïncider  le  point  M  de  \tk  Jig,  i  avec 
le  point  B|  de  ^^Jig-  -a.  La  cubique  F;,,  et  riivperbole  H«, 
qui  ont  déjà  en  commun  les  (|uatre  points  A,  A',  B,  B', 
se  coupent  en  deux  autres  points  qui  sont  ceux  de  IMiyper- 
bole  Um  où  la  tangente  à  cette  courbe  a  la  dii*cction  m. 
Ces  points  se  trouvent  donc  sur  le  diamèti'c  dtî  celle 
hyperbole  conjugué  de  cette  direction,  c'est-à-dire  sur 
la  droite  qui  joint  le  centre  (milieu  de  B'Bi)  au  milieu 
de  la  corde  BB|  qui  est  précisément  de  direction  m.  Celle 
droite,  parallèle  équidistanle  de  OB  et  de  B|  li»^  passe, 
d'après  ce  qui  vient  d'être  vu,  par  le  point  P  où  la  cu- 
bique rencontre  son  asymptote.  Ainsi  : 

Les  points  oh  V hyperbole  II,„  rencontre  la  cubique  V^ 
sont  sur  le  diamètre  de  c^ttc  hyperbole  perpendicu- 
laire à  A  A',  diamètre  qui  passe  par  le  point  P  oit  lu 
cubique  rencontre  son  asymptote. 
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La  vérificatioii  aiLalytiquc  de  ce  tliéorènic  peut  être 
ainsi  faite  : 

L*éqiiation  de  riivpcrbole  II,„,  obtenue  eu  rcnipla- 
rant  A  par  m  dans  (3),  peut  s'écrire 

ar^-h  y^ — (a  -+■  €i')x-^  aa'-^%nixy  —  -f.y^^  ib  -^  b'  )jr=  o. 

Eliminant  le  polynôme  a:^4-V*^  —  (a -|- «').r-|- na' 
entre  celte  équation  et  l'équation  (6)  de  F;»,  on  a,  après 
suppression  do  la  solution  ^'=  o  qui  donnerait  les 
points  A  et  A', 

ar^-\-  j-i — (/>  _}_  ^')  ^_f-  bb' ~^-  mx{'imx  —  '?.y  -f-  />  -i-  6')  =  o. 

L'addition  des  deux  dernières  équations  écrites  donne, 
en  tenant  compte  de(i),  et  après  suppression  de  la  solu- 
tion X  ^^  o  qui  donnerait  les  points  B  et  IV, 

v.(i  -h  m^)jr  -I-  m{b  -r  b')  —  (a  -h  a')  —  o. 

Celte  équation  est  bien  Téqualion  (12)  de  la  parallèle 
à  Ox  nuniée  par  P,  dans  laquelle  ^  a  la  valeur  (10). 


SOLITIOXS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


1849. 

(  lîKK),  p.  lys.  I 


Étant  donnés  une  couronne  circulaire  de  centre  O  com- 
prise entre  les  cercles  C  et  G',  et  un  point  A  en  dehors  de 
cette  couronne  (^c'est-à-dire  intérieur  au  plus  petit  cercle 
ou  extérieur  au  plus  grand),  on  appelle  B  et  B'  les  points 
des  cercles  C  et  C  situés  sur  la  perpendiculaire  à  OA  éle%'ée 
en  A  si  ce  point  est  intérieur  y  sur  les  tangentes  issues  de  A 
5*  ce  point  est  extérieur  et  du  même  côté  de  OA,  et  Von  pose 
dans  les  deux  cas 

AOB  =  tO,  AOB'rrz  0/, 

Si  le  rayon  situé  du  même  côté  que  B  et  B',  sur  lequel 
r épaisseur  de  la  couronne  est  vue  de  A  sous  le  plus  grand 
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angle  ^^fait  avec  OA  V angle  ^^  ona 
tang-i-  =  tang—  tang  — , 

2  2  2 

.    <ii'  -h  tu     .     w'  —  to 
sin sin 

2  2 

tangO  =  2 ; 1 ; • 

sin  b)  sin  eu 

(M.  d'Ocagne.) 

SOLUTION 
Par  M.  NicoLAi,  à  Pistoia. 

Si  un  rayon  situé  du  môme  c6té  que  B  et  B',  sur  lequel 
l'épaisseur  de  la  couronne  circulaire  comprise  entre  les  cercles  C 
et  C  est  vue  de  A  sous  l'angle  0,  fait  avec  OA  l'angle  9,  on  a 
la  relation 

A  rt(R  —  R')  sino 

(i)  tangO  = -rrïTT ^; ^T ' :> 

^^  ^         KR'— a(K+ R')cosç -Ha» 

a  désignant  l'abscisse  de  A,  R  et  R'  les  rayons  de  C  et  C.  Le 
plus  grand  angle  0  correspond  à 

(,)  coso  =  -^,--^-^. 

Des  formules  (i)  et  (2)  on  déduit  aisément 

,  ,^  -.  sîno(cosw  —  cosb)') 

(r)       tangO  = ; — '-^, ,9 

I  —  C0Sç(C0Sa>  -h  COSto)H- COSW  COSOi 

^   ,^  costo-4- cosw' 

(9/)  COSÇ=   ;• 

^  1 -+-  COSIU  cosw 

I  —  lang«- 

Si  l'on  remplace  cosj  par -*  l'équation  (•?.')  devient 

I  -h  tang»  - 
<r  • 

o  ta  eu' 

tang-*-  =  tang—  tang  —  . 

On  a  encore 

cosw  —  COS(u'  costu  —  costo' 


tangO  = 


(1+ costu  coscu')  sin9  sincusincu' 


ERRATA. 

4*  série, Tome  I,  igor,  page  aga,  ligne  j^aulieudeTioLj  lisez  Taaa. 
»  page  38^,  remplacez  partout  y  par  J. 
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Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  I.  (Décembre  1901.)  87 
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D.  —  Théorie  générale  det  lonctiont  et  ton  application  aoz  fonc- 
tions algébriques  et  circnlaires;  séries  et  déToloppe- 
ments  infinis,  comprenant  en  particnlier  les  produits 
infinis  et  les  fractions  continues  considérées  au  point  de 
▼ue  algébrique;  nombres  de  BernouUi;  fonctions  sphé- 
riques  et  analogues. 

D4a  Relations  entre  les  zéros  et  les  coefficients  d'une  fonc- 
tion entière  ;  par  M.  E,  Jaggi i6 

D5d         Sur  les  notions  de  fonction  complète  et  de  fonction 

périodique  ;  par  M.  E,  laggi i4€ 

D5d  Sur  les  substitutions  à  une  variable  et  les  fonc- 
tions qu'elles  laissent  invariables;  par  M.  E. 
laggi 4^0 

D5d  Propriétés  générales  des  substitutions  à  une  variable 
et  des  fonctions  qu'elles  laissent  invariables;  par 
M.  E,  laggi 5a9 

F.  —  Fonctions  elliptiques  aTOc  leurs  applications. 

F2e  Sur  une   propriété   de   la   fonction   C;    par   M.   E. 

Fabry ao5 

F 2g         Sur  une  représentation  géométrique  des  fonctions 

sn  â7,  sn  (07  -h  Ar)  et  leur  analogie  avec  les  fonctions 

circulaires  ;  par  M.  E.  laggi 241 

F4a  Démonstration  directe  du  théorème  d'addition  de  la 

fonction  elliptique  Z{x)\  par  M.  E.  laggi i4 

F8h  Mouvement    d'un    plan   invariablement    lié    à    une 

bielle  (exercice  sur  les  fonctions  elliptiques);  par 

M.  E,  Lacour SSg 

F8hp       Étude    d'une  élastique    gauche;    hélice    soumise  à 

l'action  d'un  couple;  par  M.  B.  Elie 29a 

H.  —  Équations  différentielles  et  aux  différences  partielles;  équa- 
tions fonctionnelles;  équations  aux  différences  finies; 
suites  récurrentes. 

H 1 1  Sur  les  fonctions  numériques  et  la  symétrie  abélienne  ; 

par  M.  E.'M,  Lémeray i63 

H 12 a       Sur  certains  nombres   analogues  aux  nombres  de 

Bernoulli  ;  par  M.  E.-M,  Lémeray 509 
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K.  —  Géométrie  et  Trigonométrie  élémentaires  (étnde  des  lignres 
formées  de  droites,  plans,  cercles  et  sphères)  ;  Géométrie 
du  point,  de  la  droite,  du  plan,  du  cercle  et  de  la  sphère; 
Géométrie  descriptiTO  ;  perspectiTo. 

Pife*. 

K6b  Sur  un  système  spécial  de  coordonnées  tangentielles 
et  sur  la  transformation  par  tangentes  orthogonales  ; 
par  M.  M.  d'Ocagne 4^3 

K8b         Propriété  d|i   quadrilatère  inscriptible;   par   M.  E. 

Legrand 374 

L^  — -  Goniqnes. 

Lt'  3  Sur  une  détermination  nouTèle  simple  de  la  direction 

des  axes  d'une  conique;  par  M.  E,  Lemoine 385 

Lt'7a        Sur  la  détermination  des  foyers  des  coniques;  par 

M.  E.  Cesàro i 

L'.  —  Quadriques. 

Li'14a      Sur  un  contour  hexagonal  variable  circonscrit  à  une 

quadrique;  par  M.  G,  Fontené. 319 

Lt'16         Sur  la  question  du  premier  concours  des  Nouvelles 

AnnaUs  pour  1900;  par  M.  G.  Fontené 106 

L'ITd      Tétraèdres  variables  liés  à  des  quadriques  et  à  des 

cubiques  gauches  ;  par  M.  G.  Fontené 10 

H'.  —  Courbes  planes  algébriques. 

M'3Ja      Aire  de  la  podaire  oblique  de  la  développée  oblique 

de  Tellipse ;  par  M.  E.-N,  Barisien l\oi 

M' 8  e        Consiruction  des  centres  de  courbure  des  courbes  de 

Lamé  ;  par  M.  M.  d'Ocagne 4^^ 

H*.  —  Surfaces  algébriques. 

M'  3  h        Deuxième  concours  des  Nouvelles  Annales  pour  1900; 

par  un  anonyme 97 

H'.  —  Courbes  gauches  algébriques. 

M' 5  Tétraèdres  variables  liés  à  des  quadriques  et  à  des 

cubiques  gauches  ;  par  M.  G.  Fontené 10 


Digiti 


zedby  Google 


(  58o  ) 


0.  —  Géométrie  infinitésimale  et  Géométrie  cinématiqne;  appli- 
cations géométriqaes  du  Calcul  différentiel  et  du  Galcnl 
intégral  à  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  ;  qua- 
drature et  rectification;  courbure;  lignes  asymptotiques, 
géodésiques;  lignes  de  courbure;  aires;  folumes;  sur- 
faces minima;  systèmes  orthogonaux. 

Payes. 

02b  Problèmes    sur  les   normales  aux    courbes  planes; 

par  M.  Ed.  Collignon 48i 

02 e  Sur  les  transformations  polaires  de  là  courbure;  par 

M.  M.  d'Ocagne 365 

02q^       Sut  les  caustiques  par  réflexion;  par  M.  G.  Monnet.    130 

06a  Sur  les  solides  dont  le  volume  s'exprime  au  moyen 
de  deux  formules  élémentaires  ;  par  M.  A,  de  Saint- 
Germain T  ag 

051  Sur  la  théorie  des  lignes  géodésiques;  par  M.  P.  Stàc- 

kel 1 93 

06  Étude  sur  les  pseudo-surfaces,  en  général,  et  sur  un 
exemple  particulier  de  pseudo-surface  minima; 
par  M.  Tabbé  Issaly 53 

P.  —  Transformations  géométriques  ;  homographie  ;  homologie 
et  affinité;  corrélation  et  polaires  réciproques;  iufer- 
sion  ;  transformations  birationnelles  et  autres. 

P6f  Sur  un  système  spécial  de  coordonnées  tangentielles 
et  sur  la  transformation  par  tangentes  orthogo- 
nales ;  par  M.  M.  d'Ocagne 4^3 

Q.  —  Géométrie,  Divers;  Géométrie  à  n  dimensions;  Géométrie 
non  euclidienne.  Analysis  si  tus;  Géométrie  de  situa- 
tion. 

Q  2  Sur  les  courbes  en  S„  et  particulièrement  sur  celles 

à  courbures  constantes  ;  par  M.  //.  Piccioli 369 

R.  —  Mécanique  générale  ;  Cinématique;  Statique  comprenant  les 
centres  de  gravité  et  les  moments  d'inertie  ;  Dynamique  ; 
Mécanique  des  solides  ;  frottement  ;  attraction  des  ellip- 
soïdes. 

R3  Remarques  au  sujet  des  droites  de  nul  moment;  par 

un  anonyme {'^ 
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R6aa      Démonstration   du   théorème  des  travaux   virtuels; 

par  M.  Gallian. . . , , 20 

R6ba  Sur  le  degré  de  généralité  des  équations  (dyna- 
miques) de  Lagrange  et  leur  interprétation  géo- 
métrique ;  par  M.  Tabbé  Issaly 548 

T.  —  Bhysiqne  mathématique;  élasticité;  rénstance  des  matérianz; 
capillarité;  lumière;  chaleur;  électricité. 

T2aa       Étude    d'une    élastique    gauche;    hélice    soumise   à 

l'action  d'un  couple  ;  par  M.  B.  Elie 39a 

Certificats  d'études  supérieures  des  Facultés  des  Sciences. 

Compositions  (session  de  juillet  1900)  : 

Besançon 86 

Dijon 88 

Lille 90 

Nancy x3i 

Compositions  (session  de  novembre  1900)  : 

Rennes 314 

Toulouse 217 

Session  de  juillet  1899  : 
Glermont,  Grenoble;  solutions;  par  M.  Audiberi 28 

Session  de  juillet  1900  : 

Toulouse,  épreuve  pratique  de  Mécanique  rationnelle;  soin*' 
tion;  par  M.  Audiberi 3ai. 

Questions  de  concours. 

Concours  d'admission  à  l'École  Normale  supérieure  en  1901  ; 
composition  de  Mathématiques 826 

Concours  d'admission  à  l'École  Polytechnique  en  1901  ;  com- 
position de  Mathématiques  ;  épure 324 

Concours  d'admission  à  l'École  centrale  des  Arts  et  Manufac- 
tures en  1901;  composition;  Géométrie  analytique  et  épure; 
première  et  deuxième  sessions 619 

Concours  général  de  1901  ;  Mathématiques  spéciales 324 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques;  concours  de  1901....    5i6 
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Concours  général  de  Ma ihéma tiques  spéciales,  de  1900;  solu- 
tion ;  par  M.  Callot 3i 

Concours  d'agrégation  des  Sciences  mathématiques»  de  1900; 
solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales;  par 
M.  E.  Duporcq , i35 

Même  question;  solution  analytique  et  géométrique;  par 
M.  A.  Vacquant 4 16 

Concours  d'admission  à  l'École  Normale  supérieure  en  1900; 
composition  de  Mathématiques;  solution  géométrique,  par 
M.  V.  Betali aa4 

Concours  d'admission  à  l'École  Polytechnique  en  190 1  ;  composi- 
tion de  Mathématiques  ;  solution  ;  par  M.  Philbert  du  Plessis.    563 

Correspondance. 

M.  H.  Brocard  :  Addition  à  une  référence  bibliographique  de 

M.  d'Ocagne i38 

M.  E.  Duporcq  :  A  propos  de  la  question  1861 43 

M.  E.  lAaoi  :  Au  sujet  des  fonctions  sin^,  cos, i38 

M.    E.-M.    LÉMBRAY   :   Au   sujet  des   fonctions   sin^,   cos^  de 

M.  laggi 137 

M.  Ch.  Méray  :  Sur  l'Espéranto 34 

M.  M.  d'Ocaqne  :  A  propos  d'un  article  de  M'.  CoIIignon..... ..  93 

M.  Pu.  DU  Plessis  :  Rectification  concernant  la  solution  du 
problème  de  composition  pour  l'admission  à  l'École  Poly- 
technique   139 

M.  RiPERT  :  A  propos  de  la  question  1867 4^ 

Bibliographie. 

Cr.   Alaska   :    La    récente  Georoetria  del   triangolo;  compte 

rendu  par  M.  C.-A .  LaUant i43 

H.  Andoyer  :  Leçons  sur  la  théorie  des  formes  et  la  Géométrie 

analytique  .(supérieure;  compte  rendu  par  M.  X  Antomari..  94 
E.   Lebon  :   Histoire  abrégée  de  l'Astronomie;  compte  rendu 

par  M,  X.  Gérard 139 

G.  MiLHAUD  :  Les  philosophes  géomètres  de  la  Grèce;  Platon 

et  ses  prédécesseurs 93 

VoOT  :  Éléments  de  Mathématiques  supérieures;  compte  rendu 

par  M.  E,  Lacour 467 

Divers. 

Une  Lettre  de  M.  Hermite  ( C.-A.  Laisant  ) 49 

Deuxième  concours  des  Nouvelles  Annales  pour  1900;  résultat.      97 
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Ptfes. 
Avis  relatif  aux  concours  des  Nouvelles  Annales;  concours 

de  1901 i4S 

Concours  des  Nouvelles  Annales  en  1903  ;  sujet 289 

Queitions  proposées. 

1901  i  1909 47 

1910 96 

1911 i44 

1912  i  1914 192 

1915  i  1918 335 

Solutions  de  qnostions  proposées. 

434,  par  M.  ^.  Boulanger a3i 

445,  par  M.  C.-A,  taisant a3a 

495,  par  M.  D.  Cluzeau 233 

525,  par  M.  ^.  Boulanger 44 

549,  par  M.  A.  Droz-Farny a34 

597,  par  M.  Aicolaï 328 

1075,  par  M.  E.  Landau 281 

1548,  par  M.  E.  Landau 282 

1616,  par  un  anonyme 4^7 

1675,  par  M.  E,-N,  Barisien 283 

1683,  par  M.  E.-N,  Barisien 376 

1685,  par  M.  G.  Fontené 235 

1782,  par  M.  P,  Sondât 43o 

1783,  par  M.  B.  Cluieau 237 

1798,  par  M.  E.-N,  Barisien 473 

1803,  par  M.  E,  Duporcq 474 

1804,  par  M.  E.  Duporcq 33o 

1804,  par  M.  L.  Bipert 333 

1806,  par  M.  E,  Duporcq 33i 

1806,  par  M.  L.  Bipert 333 

1807,  par  M.  E.  Duporcq 332 

1807,  par  M.  L,  Bipert 333 

1808,  par  M.  E.  Duporcq 475 

1812,  par  M.  A.  Droz-Farny 237 

1812,  par  un  abonné 476 

1813,  par  M.  A,  Vacquant 238 

1815,  par  M.  G.  Candido 239 

1817,  par  M.  V,  Betali 384 

1818,  par  M.  V.  Betali 477 
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